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1. Wstep

Szereg probleméw falowych w ofrodkach niesprezystych sprowadza si¢ do
rozwigzywania zagadnien granicznych dla ukladéw réwnan rézniczRowych czastko-
wych pierwszego rzedu typu hiperbolicznego. W pracy ograniczono sig tylko do tej
grupy probleméw falowych. Dyskusja i poréwnania beda wige dotyczyly metod
rozwiazywania hiperbolicznych ukladéw réwnah rézniczkowych. Na ogot dla takich
uklad6éw réwnan nie moina znaleZé rozwigzan w postaci zamkuigtej. W praktyce
do rozwiazania réwnan hiperbolicznych czgsto wykorzystywane sa maszyny mate-
matyczne. Otrzymywane rozwigzania sq przybliZonymi rozwiazaniami réwnan
réiniczkowych. Najczgdciej stosowanymi metodami sa metody réznic skonczonych.
Podstawa tych metod jest aproksymowanie pochodnych w réwnaniach rézniczko-
wych ilorazami réfnicowymi oraz rozwiazywanie ukladéw réwnan réznicowych
zamiast ukladow rdéwnan rézoniczkowych.

Sledzac literature mozna zauwazyé duZe zainteresowanie metodami przyblizo-
nego rozwigzywania ukladéw réwnan réiniczkowych czastkowych o dwu i wiecej
zmiennych niezaleznych. Szczegdlna uwaga zwrdcona jest przy tym na to, aby pro-
ponowane metody zapewnialy zbieznoéé przyblizonego rozwigzania do §cislego
rozwiazania réwnah réiniczkowych. W przypadku metod réznicowych warunkiem
koniecznym zbieZnosci jest stateczno$é¢ tych metod.

Badania nad zbieinoécia rozwiazania otrzymanego za pomoca pewnej metody
réznic skoficzonych dla ukladéw réwnaf nieliniowych hiperbolicznych o dwu
zmiennych niezaleznych i nad zakresem stosowalnogci tej metody byly przeprowadzo-
ne przez R. COURANTA, E. Isaacsona i M. Reesa [13] dla zagadnienia Cauchy’ego
oraz przez G. PROUSE'A [53] dla problemu poczatkowo-brzegowego. Modyfikacje
tej metody mozna znalefé w pracach H. B. KELLERA [27] i H. B. KELLERA
i V. THOMEE [28]. Proponowana przez nich metoda bezwzglgdnie stateczna pozwala
otrzymaé rozwiazanie problemu poczatkowo-brzegowego dla quasi-liniowych,
prawie liniowych i liniowych ukladéw réwnaf rézniczkowych czastkowych pierwsze-
go rzedu typu hiperbolicznego z dwiema zmiennymi niezaleznymi. Stateczne metody
réinicowe do rozwigzania ukdadu réwnan hiperbolicznych o dwu zmiennych nic-
zaleznych zostaly opracowane w [64, 65 1 66] przez V. THOMEE, natomiast W pracy
[67] V. TuoMie podaje roznicowg metode rozwigzywania poczatkowo-brzegowego
problemu dla symetrycznego ukiadu liniowych réwnafi rézniczkowych czastkowych
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pierwszego rzedu z 1 zmiennymi niezaleznymi. W pracy H. O. Krussa [32] oraz
P.D. Laxa i B, WENDROFFA [41] moZna znaleZ¢ propozycie statecznych schematow
roZznicowych dla rozwiazania problemu Cauchy’ego jednorodnych uktadéw hiperbo--
licznych réwnaf rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu o zmiennych wspdl-
czynnikach i trzech zmiennych niezaleznych. Inne schematy roznicowe dla przybli-
Zonego rozwiazywania takich réwnafi proponuja A. R. GOURLAY. i A. R. MITCHELL.
[21 i 22]). W pracy [56] zostala zaprezentowana przez W. W. RUSANOVA oryginalna
metoda réznicowa rozwigzywania problemdw poczgtkowych i poczatkowo-brzego-
wych dla liniowych i quasi-liniowych réwnan hiperbolicznych o trzech zmiennych
niezalesnych, przy czym stateczno$é metody zostala zbadana tylko w przypadku
liniowych ukladéw réwnad. Z. Kowarskr w [29 i 30] podaje pewnsg réZnicows,
metodg otrzymywania rozwigzania nieliniowych réwnan hiperbolicznych z wielu
zmiennymi niezaleznymi.
W pracach . BUuRNATA, A. KIELBASINSKIEGO 1A. WAKULICZA [6], M. BURNATA.
i A. KIBEBASINSKIEGO [3], D. S. BuTLERA [7] oraz J. BRIDY [2] oméwione sa i zasto-
sowane metody rozwigzywania: w dwoch pierwszych quasi-liniowych, w trzeciej —
liniowych, -a w ostatniej — pewnych prawie-liniowych ukiadéw réwnasi hiperbo-
licznych pierwszego rzgdu dla trzech zmiennych niezaleznych. W metodach tych,
w odréznieniu od wczedniej wspomnianych metod, wykorzystane zostaly powie-
rzchnie charakterystyczne i zwigzki spelnione na nich. Pewien tréjwymiarowy
problem dla réwnan jednorodnych . quasi-liniowych zostal rozwiazany przez
E. IsaAcsonA [24): o
Sposdb poszukiWama specjalnych rozw;aczan (nazwanych «falann p:rostym:»)
dla ukiadéw réwnan quasi-liniowych czastkowych pierwszego rzedu dowolnego
typu z wielu zmiennymi niezalesnymi zostal zaproponowany przez M. BURNATA [4].
. Istnieje kilka prac, w kt6rych rozpatrywane sg uklady rdwnar typu hiperboliczne-
go-postaci.. :

e L ui Y E@=e,
d=1

gdzie U i ¥ sg wektorami kolumnowymi o k skladowych. Metody réznicowe otrzy-
mywania; prz_-yBiiZonych stabych rozwiazan problemu Cauchy’ego dla ukladu (1.1)
o -dwu zmiennych niczaleinych propenowane sa przez P. D. LAXA 134.1 35], P. D.
LAxA i B, WENDROFFA [39] oraz J.. GriMmA [19], natomiast ukladem (1.1) z wielu
zmiennymi niezaleznymi i uzyskiwaniem jego przyblizonych stabych rozw1qzan
zajmuja si¢ -E. ConwaAy i L :SMOLLER [10]. , _

W przypadku dwu zmiennych niezaleznych, opréez wyzej proponowanych metod
réinicowych, do rozwigzywania hiperbolicznych réwnan rézniczkowych czastko-
wych: pierwszego rzedu stosowana jest metoda réznic skoficzonych wzdtuz charakte-
rystyk, opisana i wykorzystywana m.in. w pracach [3, 42 i 70]. W ramach tej metody
nie-wykazano jednak zbieZnosci przyblizonego rozwiazania do cistego rozwiazania
réwnafi rézniczkowych.

Obok metod réznic skonczonych lstme_]q P16by znalezienia przyblizonego rozwia-
zania- probleméw granicznych dla ukladéw réwnaf réiniczkowych czastkowych
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‘pierwszego 1zgdu typu hiperbolicznego o dwu- zmiennych niezaleznych metods
Kkolejnych przyblized. Temat ten poruszaja Z. SzMYDT [59-63], G. MAJCHEROWA
{441, R. Courant [111 12}, A. XK. Az1z i J. B. Diaz [1}, C. S. CaU i J. B. D1az [8]
.oraz P. PERzZYNA [47 1 4R]. W pracach Z. SzmypT, G. MAICHEROWE], A. K. Aziza
i 1. B. Diaza, C.S. CrU i J. B. DIAzA ofaz P. PERZYNY rozpatrywane sa uklady
rownan roZniczkowych pierwszego rzedu, kiore moina sprowadzi¢ do réwnania
rézniczkowego drugiego rzedu. :

Z. SzMYDT, wykdrzystujac twierdzenie Bamacha o punkcie stalym, rozwiazala
«0gllny nicliniowy problem graniczny dla réwnan prawie-liniowych rézniczkowych
czastkowych drugiego rzedu. G. MAICHEROWA [44] rozpatrzyla iniowy 1 nicliniowy
problem Picarda dla liniowego réwnania rézniczkowego drugiego rzgdu oraz podata
sposdb rozwigzywania go wykorzystuiac funkcje Riemanna. W pracach A. K. Aziza
1 J. B. D1aza [1] oraz C. 8. Cau i J. B. Diaza {8] zostal postawiony i rozwiazany
liniowy problem graniczny, w pracach za$ P. PERzYNY [47 i 48} zostal postawiony
‘nieliniowy problem graniczny dla liniowego réwnania rézniczkowego czastkowego
drugiego rzedu I rozwigzany metoda kolejnych przyblized za pomocs funkeji
Riemanna. Prace [1, 8, 47 1 48] obejmuja problemy rozwaZane przez G. 'MAICHE-
ROWA. ~ :

R. Couranr [11 i 12] zaproponowal oryginaing metode kolejnych’ przybhzen
do rozwigzania problemu Cauchy’ego i problemn poczatkowo-brzegowego dla
ukladéw liniowych, prawie-lmiowych i quasi-liniowych réwnan réZniczkowych
-czastkowych pierwszego rzgdu typu hlperbohcznego wykorzystujac zwiazki wzdtuz
-charakterystyk.

Celem niniejszej pracy jest pordwnanie pigciu metod plzybhzonego TOZWIaZY-
‘wania ukdadéw rownan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu iypu hiper-
bolicznego w przypadku dwoch zmiennych niezaleznych. Sa to nastepujace metody:
1metoda iteracyjna Couranta,, metoda Kellera~-Thoméege, metody iteracyjne propo-
mnowane w pracach [1, 8, 44, 47, 48, 59-63], metoda bezposredniego calkowania
oraz metoda réZnic skoficzonych wzdiuz charakterystyk. Metody te zostaly opisane
kolejno w p. 3-7. W przypadkn metody Couranta rozszerzono zakres jej stosowalno-
$ci o pewne zagadnienia graniczne. Ze wzgledu na duze znaczenie problemu stateczno-
$ei metod réznicowych w p. 2 omdwiono znane definicje statecznodcl ukiadow
Téwnati réznicowych. W p. 8 rozpatrzono przykltad rozprzestizeniania sie cylindrycz-
nej fali $cinania w ofrodku sprezysto/lepko-plastycznym. Na podstawie tego przykia-
du w p. § poréwnano opisane metody. Punkt 10 zawiera pewne rozwazania doty-
czace cigglodcl pochodnych rozwiazania na fali odmazama w przypadku cylindrycz-
nej fali $cinania.

2. Stateczno$¢ metod roznicowych

W praktyce czesto rozwiazuje si¢ uklady réwnan rézniczkowych w sposdb
przyblizony, aproksymujac je réwnaniami réZnicowymi. Wtedy jako przybliZzone
rozwiazanie ukladu réwnan rozniczkowych traktuje sig'rozwigzanie odpowiedniego
ukladu réwnan réznicowych, przy czym rozwiazanie to nie jest poszukiwane w ca-
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Iym obszarze okrelonosci ukladu réwnan rézniczkowych lecz iylko w weztowych
punktach siatki pokrywajacej ten obszar. Przy wyborze ukladu réwnan roznicowych,
aproksymujgcych dany ukiad réwnan rézniczkowych, istnieje pewna dowolnosé.
Nie kazdy jednak z mozliwych ukladéw réwnan réznicowych moze byé wykorzysta-
ny do otrzymania przyblizonego rozwiazania ukladu réwnaf rézniczkowych.
Dopuszezalne sa tylko te aproksymacje rdZnicowe, ktore sa stateczne.

Niestateczno$é réwnan réZnicowych w trakeie obliczen numerycznych przejawia.
si¢ w postaci szybko rosngceych skok6w rozwiazania (por. [547). Zjawisko to nie jest
wynikiem bledéw zackraglefi, gdyz dla tego samego ukladu réwnan réZnicowych
mozna podaé aproksymacje rdznicowe stateczne i niestateczne. Stateczno$¢ jest
wiec wlasnoécig réwnan rdznicowych i wskazane byloby, Zeby problem statecznosci
proponowanej metody rozwiazywania danych réwnaf roZuiczkowych zostal zbada-
ny przed przystapieniem do obliczed numerycznych. Wyjasnienie pojecia statecznosci
metod réznicowych moZna znaleZ¢ w pracach [16, 54 1 551

Od szeregu lat daje sie zauwazyé w literaturze zainteresowanie problemem sta-
tecznoscl réwnan réznicowych i kryteriami statecznoéci. Dotychczasowe rezultaty
dotycza liniowych réwnan réznicowych aproksymujgcych liniowe réwnania réz-
niczkowe. Rozwazmy najpierw zagadnienie poczgtkowo-brzegowe dla liniowego
niejednorodnego ukladu réwnan réZniczkowych czastkowych pierwszego rzedu
i sformulujmy definicje statecznodci w preypadku przyblizonego rozwigzywania
tego problemu.

Niech (X, 1) = (g, X1, eees Xy ) == (xp, X', 1} bedzie punktem zn--2-wymiarowej
przestrzeni rzeczywistej “Rpyp 1 niech

V= {(x,5: 0<x<oo0, 0€Ks5<1, —00<xg<<oo, i=1,2..,1},
@ ={x,0: 0<x<oo, —o0 <xy<oo, i=1,2.,n},
P ={(0,x,8: —oco<xy<oo, i=12.,n, 0<s<i}.

Niech T >>0. W obszarze V. rozpatrujemy liniowy operator réZniczkowy
pierwszego rzedu
on Ju

2.1 Lao=—+A-—+CGu=F, 1,2,..,n.
. ot Oy

Na ¢q spelniony jest warunek

(2.2) J Ou={0,
a fia pr
@3) Fu=1,

gdzie A¢ i G s3 macierzami kwadratowymi, a u, F, £0 i - wektorami kolumnowymi
o elementach zespolonych. Wszystkie rozwazane wielkodei sa funkcjami dostateczng
ilo$¢ razy rézniczkowalnymi.
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Zastgpmy réwnania rozniczkowe (2.1) rdwnaniami réznicowymi. Jeli oznaczymy
Ve={(x,0: xg=¢&h, i=6&h, t=yuk, &§=0,1,...,
E=0,%1, 42, .., i=12,.,n, p=20,1,2,..,7},
Se={x,0: x=%&h, x==~Eh, -t:rk, £r=10,1,2,...,
E=0, kL, 42,0, i= 1,20}
So={0,%", ) :  xi=Eih, t—pk, E=0, 41, 2 i — 1,2,
p=0,1 .., 1},

gdzie £ i k sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi i A/k = const, to w obszarze Vi
mamy okredlony operator rdéinicowy

2.4 Lpo=F

7z warunkami |

(2.5) But=1 na S,
oraz '
2.6) Iy ub =" na S;.

Operator réZnicowy Lpu® otrzymaliSmy z operatora (2.1) przez zastgpienie po-
chodnej wzgledem czasu wzorem
fPu(x, 1) N wt(x, t+k) — ut(x, 1)

ot , k ’

2.7

a pochodne czastkowe Wzgl@defn wspolrzednych przestrzennych najezeSciej sa.
aproksymowane za pomocg funkcji

AD ju(X) = nb(x-[-hey) —u(x), AD_;u(x) = n*(x) —uh(x — hej),

(2.8)
2hDps u(x) = w(x+hey) —ul(x — hey),

gdzie e; jest j-tym wektorem jednostkowym. Zauwazamy, ze warunek (2.4) wyraza
zalezno$¢ rozwigzania okreSlonego w chwili 7+k% od rozwiazania wzietego w chwili 2.

Wprowadimy definicjg rzedu aproksymacii, a nastepnie definicje statecznodci.
Zakladamy, ze wszystkie funkcje wektorowe sg dla kazdego ustalonego ¢ catkowalne
z kwadratem w By, Jako norme dla wektordw przyjmujemy wiec Ly — norme

vl = f v¥ vdx .

¥

Rut1

DEFINICIA 1. Uklad rownati rdinicowych (2.4) aproksymuje vdwnania roiniczko-
we (2.1) z dokladnodciq rzedu m, jezeli dla wszystkich rozwiqzan ukladu (2.1)

2.9) : HEu(x, ) — Lpu(x, )] < o (k™).
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DEFINICIA 2. Jezeli jako wartoSei poczatkowe i brzegowe dla ukladu (2.4)
dopuszczalne sq wszysikie funkcje przestrzeni Ly, to aproksymacje réinicowa (2.4)
jest stateczna, jeZeli istniejq stafe K, Ks, K3 niezalesne od hit = pk, takie e dln
wszystkich b i t = pk oraz wszystkich rozwiqzan ukladu (2.4) zachodzi nier dwnosé

(210} lut(x, ] < Ky 1F (x, O +Kz {1 (x, O} +K5 [1f5 (0, %7, 9 -
Warunek (2.10) jest rownowainy warunkowi ‘
(2.11) e x, Dl < Ky Lo wr Ky g oM K u".

Widzimy wigc, ze uklad réwnan réznicowych jest stateczny, jeZeli jego rozwiazania
dla kazdego # sa jednostajnie ograniczone przez prawa strong réwnan (2.4) oraz
‘warunki poczatkowe i brzegowe.

Wyzej sformufowana definicja statecznoéci dla problemu poczatkowo-brzegowego
réwnan (2.4) zostala wykorzystana miedzy innymi w pracach [20, 28, 64-67],
przy czym jako mormg przyjmowano maksimum-norme [|v[j 5 = Sup [of, gdzie
v o= (0l w2, ..., oY), 0

Aproksymacja i stateczno$¢ schematdw réZnicowych odgrywaja duza role,
‘bowiem te wilasnofci réwnai réZnicowych decyduja o zbieinoéci przybliZonego
rozwiazania do dcistego rozwigzania réwnan rézniczkowych. Zachodzi mianowicie
{por. {20, 28, 54, 557) twierdzenie 1.

TWIERDZENIE 1. JeZeli ukdad rownan réinicowych (2.4) aproksymuje uklad
réwnar rézmicziowych (2.1) oraz ‘schemat réinicowy (2.4) jest stateczny, to rozwig-
zanie réwnart réznicowyeh (2.4) jest zbieine do Scislego rozwiqzania rowmn rézniczko-
wych (2.1), gdy h—0.

Wykazywanie stateczno$ci aproksymaql rézmcowych (2.4)—(2.6) korzystajac
bezposrednio z definicji 2 jest raczej niewygodne. Kryteria statecznodei dla takich
probleméw nie zostaly dotychczas opracowane. Szerzej oméwiona jest stateczno$c
réwnaf réznicowych aproksymujacych zagadmienia Cauchy’ego dla liniowych
jednorodnych ukladéw réwnafi rézniczkowych czastkowych. Dla takich réwnan
istnieje kilka definicji statecznoci. Zostaly one sformulowane dla liniowych réwnai
réznicowych o stalych wspélezynmikach i w- niektérych przypadkach moZna je
przeniesé na uklady réwnan o zmiennych wspélczynnikach. Opracowano réwnies
konieczne i dostateczne kryteria statecznofel. ‘

Niech w przedziale 0 < t € 7, gdzie T > 0, bedzie sformulowane zagadmeme
Cauchy’ego dla uktadu réwnan rozmczkowych czastkowych

Ju (x t)

(2.12) =

Puix,f), u(x,0)=1£(x)),

PIZY CZym X = (X1, ..., X5) jest punktem s-wymiarowej przesirzeni rzeczywistej

Rs, u(x, 1) i £(x) sa wektorami funkcyjnymi w zespolonej przestrzeni cS», a D=
= (x, 8/8x) }est opratorem rozniczkowym m- tego TZQdu postaci

IO T SD W T C SITIONE ye

frlim i
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przy czym A, , sa macierzami kwadratowymi nX#, ograniczonymi i rozmczko-
walnymi wystarczajaca. ilo&é razy.

Roéwnania (2.12) aproksymujemy réwnaniami roznicowymi, ktore przedsta-
wiamy w postaci

(2.13) ' wh(x, 1-+k) = (I+-kQ) ur (x, 1)

o rozwigzaniu u? (X, #) otrzymywanym w obszarze {(x,8): x; == & h, 1 = pk, & =
=0,+1,.., u=0,1,2,..., i=1,2,...,8}, 0 < & < by, kfh™ = const. Réwnania
(2.13) zostaly uzyskane z réwnan (2.12) po zastgpieniu pochodnej wzgledem czasu
ilorazem réinicowym (2.7), a przy aproksymowaniu pozostalych pochodnych ko-
1zZystano ze wzoréw (2.8). Rownania te wyraZaja fakt, iZ rozwiazanie uw* w chwili
2-+k jest okreSlone przez rozwiazania wzigte w chwili 1. ZaleZg one od parametru A
i formalnie, gdy 4 — 0, sa zbiezne.do réwnan (2.12); T jest operatorem jednostko-
wym, Q operatorem réZnicowym, ktory jest wiclomianem, o wspblezynnikach
macierzowych wzgledem D_; i Dy;, okreslonych wzorem (2.8).

Zakladamy, ze wszystkie funkcje wektorowe sg dla kazdego ustalonego ¢ calko-
walne z kwadratem w Ky, czyli naleza do przestrzeni L. W Ly jak zwykle sa okredlone
iloczyn skalarny i norma. JeZeli w? (x, 0) e Ly, to z (2.13) wynika, #e dla wszystkich
1e<0, Ty, t == pk nalezy réwniez do tej przestrzeni funkcia-

(2.14) o ur(x, ) = AHEQTF ur (x,0).

Przejdzmy do sformulowania definicji statecznosel dla aproksymacii réZnicowych
{2.13). W literaturze najczeSciej spotyka sie trzy nastgpujace definicje statecznosci.

DEFINICIA 3. JeZeli jako wartesci poczaikowe dla réwnari rdznicowych (2.13)
przy t = 0 sq dopuszczalne wszystkie t(x) € Ly, to aproksymacja réznicowa (2.13)
Jest stateczna w przedziale 0 < ¢t < Tt

A) jesli istniejq liczhy rzeczywiste K2 0 i a 2 0 takie, ze dla wszystiich h
Ptel0, Ty, t=upk, p=0,1,... 1 dla wszystkich rozwigzah (2.13) zachodzi nie-
rdwnosé :

(2.15) et (x, Hll < K™% ut(x, 0) ]l ;

B) jesli istnieje liczha rzeczywista K = 0 taka, Ze dla wszystkich h i 10, T,
t=pk, u=0,1,... oraz dla wszystkich rozwiqzani (2.13) zachodzi nieréwno$é

2.16) e (x, D] < Klln*(x, 0)f

C) jest silnie stateczna ze wzgledu na norme, gdy istniejq stale Ky i K; takie, Ze
1) dla kazdego ustalonego h istnieje w calej przestrzeni Ly operaior rdiniczkowy (k)
faki, ze dla wszystkich uel,

2.17) K ul < ul < Ko fulp,  (ul2 = G, 9% () ),

2) dla wszystkich rozwiqzad (2.13), dia wszystkzck hiteld, TS, t= ,uk spelniony
Jest warunek

(2.18) e, IR < (LK k) b (x, )13

Rozprawy Inzynierskie — 11
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Definicja A jest najogélniejsza. Stosowana byla migdzy innymi przez W. G.
STRANGA [58] oraz przez G.E. ForsYTHE'A i W. R, Wasowa [16]. Definicie te
uzyskano z praktyki obliczefi numerycznych: wymaga sig, aby kumulatywny blad
obliczen nie rést szybeiej niz pewna potega k—11 gdy k — 0 dazyt do zera wraz z ble~
dem popetnionym w pojedynczym punkeie siatki. Definicja B, sformulowana po raz
pierwszy przez F. Jonna [25] dla réwnan parabolicznych, rozpowszechniona przez
P.D. Laxa i R.D. RICHTMYERA | zwana coraz powszechniej definicja Laxa-
Richtmyera — jest analogiczna do definicji poprawnego postawienia zagadnienia
Cauchy’ego dla réwnafi rézniczkowych czastkowych. Definicja ta jest migdzy innymi:
wykorzystana w pracach [36, 38, 40, 41 i 54]. Jest ona szczegdlnym przypadkiem
definicji A. Definicja 2 statecznosci jest wogolnieniem definicji B dla problemu
poczatkowo-brzegowego liniowych ukladéw réwnas réinicowych niejednorodnych.
Definicja C zostala zaproponowana przez H.O. Kreissa [31]. Uzyskano ja ze
spostrzezenia, 7e w praktyce nieznane sa réwnania réZniczkowe czastkowe ktérych
rozwigzania nie spekialyby a priori nierdéwnosci

afux, i

o < Klu(x,Hl;, K= const,

ktérej aproksymacja réznicows jest (2.18).

Definicie A,B i C zostaly sformulowane dla ukladéw réwnan rozmcowych
liniowych o statych wspélczynnikach. Wykorzysiujac jednorodno$é réwnai (2.13)
i stalo§¢ wystepujacych w mich wspolezynnikéw czgsto w literaturze wychodzi sig
z inmych definicji statecznofci, réwnowaznych deﬁnicji A 1ub B. Definicje formutuje
si¢ mianowicie dla transformat Fouriera rozwigzania réwnania rdznicowego.
Oznaczmy przez K, przestrzen wszystkich wektoréw rzeczywistych o =
= (wy, @y, -.., Ws), & PrIez

O (w) = 27) 7 f e~y (x) dx
Ry

transformate Fouriera dla funkeji u (x) € L. Réwnania réZnicowe (2.13) po transfor-
macji Fouriera przyjmuja postac

2.19) $ (0, 14+k) = T+kQ) ¢ (w, 1.
Wabec tego dla wszystkich ¢ = uk
(2.20) P (e, ) = A+LQ"* P (0, 0),

gdzie ¥ (@, 1) i { oznaczaja transformaty Fouriera, odpowiednio dla u*(x, ) i Q.
Stuszne jest wtedy [31]

TWIERDZENIE 2. Aproksymacja réznicowa (2.13) jest stateczna wtedy i tylko
wtedy, gdy

1) dla definicji A: istniejq stale K3 >0 1 oy =0 takie, ze dla wszystkich
160, T, t = pk i dla wszystkich h spelniony jest zwigzek

(2.21) I+HEQ)™) < Kk
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2) dla definicii Bt istnicje stala K3 >0 taka, te dla wszystkich te 0, T,
t = uk i dla wszystkich h speiniony jest zwiqzek

(2.22) | | 1A+eQ™ < K3,

gdzie |A] oznacza norme¢ Euklidesows dla macierzy. ‘
Najwygodniejsza przy wykorzystywanin w praktyce jest definicja statecznogci A.

Okazuje sig, ze warunkiem konieczoym i dostatecznym statécznodci w przypadku

definicji A jest kryterizm von Neumanna, tza. zachowanie przez wartodci wlasne
macierzy 1+kQ czyli spetnione przez rozwigzania réwnania

det [E(1 — A)+kQ)] =0

nieréwnosci
(2.23) max [A;(w, A) < 1+o k).
i, o )

Dia definicji B kryteriuth von Neumanna (2.23) jest tylko warunkiem koniecznym.
Warunki dostateczne statecznofci maja o wiele bardziej skomplikowana postag.
Cztery réwnowazne sobie warunki konieczne i dostateczne zostaly podane w pracy
H. O. Krussa [31]. Inne warunki dostateczne £3 sformulowane 1 wykorzystywane
w pracach [32, 41, 45, 54 i 68].

H. O. Kreiss w [31] dokonal porédwnania definicji A, B i C. Okazuje sie, Ze de-
finicja B w poréwnaniu z definicja A moze byé stosowana do badania statecznodci
szerszej klasy schematéw réznicowych, mianowicie réwniez w przypadku réwnan
réznicowych aproksymujacych uklad réwnan ré6zniczkowych crastkowych postaci

du(x,?

(2.24) o

= Pu(x, H+Pu(x, 9,

gdzie o7 jest stalym operatorem rozmczkowym a “f dowolnym jednostajnie ogram-
‘czonym operatorem, okreflonym w L2 Dia jednego réwnania definicje A i B sa
sobie réwnowazne.

W przypadku réwnan réznicowych (2. 13} o zmiennych wspolczynnikach naturalng
mysla bylo przenies¢ «punktowon definicje statecznosdci dla stalych wspdlezynnikéw
na zmienne, tzn. przyjaé, Ze aproksymacja réinicowa (2.13) o zmicnnych wspdél-
czynnikach jest siateczna, jeZeli jest stateczna dla kazdego ustalonego x. W pracy
[31] zbadano mozliwosci takiego postgpowania. Okazuje sig, ze definicji A nie mozna
na ogdt przeniesé «punkiowo» na réwnania réznicowe ze zmiennymi wspolezynni-
kami. Przy takim postgpowaniu w przypadku definicji B nalezy zachowaé ostrozno$é
gléwnie przy réwnaniach réznicowych, ktére aproksymuja réwnania rézniczkowe
czastkowe rzedu wyZszego niz pierwszy. Zwigzane jest to z problemem pOpPTawnego
postawienia zagadnienia Cauchy’ego dla aproksymowanych réwnafi tézniczkos
wych o zmiennych wspotezynnikach. H. O. Krerss [31] wykazal, 7e definicje B i C
sg sobie réwnowaine w przypadku schematéw roznicowych o stalych wspdlczynni-
kach. Przypuszeza on, Ze definicja C winnych przypadkach bedzie mogla byé réwniez
stosowana.
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Ze wzgledu na to, i% stateczno$é jest wlasnodcia roéwnan roznicowych, istotne
znaczenie ma. spos6b aproksymowania wyjsciowego ukladu réwnan rézniczkowych.
Wzory (2.7) i (2.8) nie sa oczywifcie jedynymi mozliwymi przy przyblizaniu po-
chodnych czastkowych wzgledem czasu i wzgledem rmiennych przestrzennych.
Sa one czesto stosowane. Ciekawa dyskusjg dotyczaca réznych wariantdw aproksy-
mowania pewnych réwnan rézniczkowych, z wyrdznieniem pajbardziej korzystnych
przeprowadzit P. D. Lax [37]. :

3. Metoda R. Couranta

W pracach [11 i 12] R. COURANT zaproponowal oryginalng metodg iteracyjna
do rozwiazywania poczgtkowych i poczatkowo-brzegowych probleméw dia linio-
wych, prawie-liniowych i quasi-liniowych réwnan rdiniczkowych czastkowych
pierwszego rzedu typu hiperbolicznego o dwu zmiennych niezaleznych. Podstawa
jego metody jest sprowadzenie wyjsciowego ukladu réwnan rézniczkowych czastko-
wych do rownaf réiniczkowych zwyczajnych, w Jtérych wystgpowaloby tylko
rézniczkowanie w kierunkach charakterystycznych i poszukiwanie rozwiazan tych
réwnan za pomoca metody kolejnych przyblizen.

Zakres stosowalnosci metody Couranta mozna rozszerzyé na pewne problemy
gramiczne. Ten fakt pozwala na wykorzystywanie metody iteracyjnej Couranta
do rozwiazywania niektérych probleméw falowych w ofrodkach niespre¢Zystych,
sprowadzajacych sig do zagadnied nie objetych pracami {11 i.12].

Niech Q{(x, ) :xp < x < 0(8), 1 (x) <t < 9 (x)}  bedzie zamknietym' krzy-
woliniowym czworobokiem na plaszezyZnie x, !, ograniczonym prostg x = X,
gladkg krzywa ¢ = ¢ (x) oraz dwiema granicznymi charakterystykami wychodzacymi
z ustalonego punktu (x*, %), o réwnaniach x = 6(n), t =0 (x), gdzie x* > xp,
t* > 0.

Rozpatrzmy prawie-liniowy uklad réwnan rozniczkowych czastkowych pierw-
szego rzedu typu hiperbolicznego o dwu zmiennych niezaleznych
3.1) Ue+AU+B =0,
gdzie U jest nieznanym wektorem kolumnowym o # elcfadowych, A jest macierza
kwadratowg nxn, B jest danym wektorem kolummowym o # skiadowych, U, Uz
sa odpowiednimi pochodnymi czastkowymi wektora U. Dana macierz A zaleZna
jest od wspdlrzednej miejsca x i czasu f, a wektor B od wspdhrzednej miejsca x,
czasu ¢ i wektora U. Przer rozwiazanie ukladu réwnan (3.1) rozumiemy wektor-
funkcje U (x, ) € CL, czyli funkeje U ciggla wraz 2 pochodnymi pierwszego rzedu
w obszarze (0. :

Zadamy, aby rozwiazanie U ukladu (3.1) speinialo warunki

U(x,t(x) =@ (x) nakizywej (=1,
MU (x, ) = ()  na prostej X =xp,

gdzie macierz M jest danq macierza prostokatna #r, (x) i (7) sa danymi wekto-
rami kolumnowymi odpowiednio # i r skladowymi, a r jest réwne liczbie charakte-
rystyk wychodzacych z punktu (xp, 0) w obszar Q.

¢2)
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TWIERDZENIE 3.. Jezeli spefnione sq nastgpujqce warunki (kidre oznaczac bedzie-
my (3.3)): :

1) macierz A'ma n rzeczywistych wartosei wlasnych 24 (x, ©) i n liniowo niezaleznych
lewych wektordw. wlasnych 1{i=1,2, ..., 1),

2) macierz A(x, 1) oraz wekiory ¥ (x, 1), @ (x) i $(¢) sq klasy G o

3) wektor B jest funkciq ciagla wraz z pochodnymi wzgledem x,t, U,

&) nks << 1, gdzie’ k jest maksymalng odleglofciq miedzy rzednymi rozwazanych
punktow obszaru Q, a & jest norma funkeji F, = [-LB - (DL) L-1W]_, to wiedy
w kazdym punkcie obszaru (Q istniefe fjedno i tylko jedno rozwigzanie U (x, t}e GIQ
problemu (3.1)-(3.2). '

Dowdd. Rozpatrzmy liniowa przestrzef GIQ wektor funkeji V(x, f), czyli
przestrzefi funkcji ciaglych wraz z pierwszymi pochodnymi w obszarze Q. Normg
w tej przestrzeni zdefiniujmy nastgpujaco:

B4 Ve = sup |9M(x, 0]+ sup |vi(x,f)| + sup |oi(x, ),

j=1,2,...,0 . i=1,2,.. j=1,2,..7
Q Q 0]
gdzie o/ oznaczaja skladowe wektora V. .

Zbiezno$é w przestrzeni 6}2. oznacza jednostajng zbieznos¢ w obszarze Q dla
funkeii V (x, £) 1 jej pochodnych pierwszego rzedu. Wobec tegb przestrzeii G;j jest
przestrzenia zZupelng.

Dokonajmy pewnych przeksztalcen ukladu (3.1). Pomnéizmy Ilewostronnie
(3.1} przez kazdy z lewych wektorow wihasnych macierzy A. Otrzymamy wtedy
uklad rownan postaci

3.5) ‘ Pg¢U+EB=0, i=12,..,n,
gdzie 4% jest operatorem
dt i + it ¢
T = — —_—
ot dx .

i oznacza roziczkowanie wzdhuz i-tej charakterystyki ukladu réwnan (3.1). Ze wzgle-
du na liniowa niezaleino§é wektoréw I! (i = 1, 2, ..., ) uklad (3.5) jest ukladem n
liniowo niezalesnych réwnan. Wbiowadzajqc nowa funkcjew! =FU (= 1,2,..,5n),
co mozna zapisaé prodeie] W = LU (W i U s3 wektorami kolumnowymi o # sklado-
wych, a L jest macierza kwadratowa »n X n, w ktorej i-ty wiersz ztoZony jest ze skla-
dowych wektora 19 i wykorzystujac wzér Leibniza dla pochodnych otrzymujemy

(3.6) DW — —LB—(DL) U.

U = U (W) mozna wyrazi¢ poprzez W. Uklad (3.1) zostal wiec przeksztalcony
w uklad # réwnan wzdiuz charakterystyk, ktéry mozna w ogblncj postaci przedsta-
wi¢ nastgpujaco:

3.7 ' - DW =F(x,t; W).
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Wektor F o # sktadowych na podstawie (3.3) i (3.6) jest funkcja ciagla wraz z pier-
wszymi pochodnymi wzgledem x, ¢ oraz W, a D jest macierza diagonahia nxn
o skladowych d® na diagonali.:
Uklad (3.7) jest ukladem réwnan réZzniczkowych zwyczajnych pierwszego ryqdu
przy czym i-te réwnanie (3.7) jest spelnione wzduz i-tej charakterystyki ukladu (3.1).
Problem (3.1)-(3.2) zostat sprowadzony do znalezienia wekiora W (x,t)e G‘Q
speiniajacego réwnanie (3.7) i warunki

a W(x,t(x)) =®(x) na kizywej 1=1(x),
(3.9) - :
SW(xg, )= ¥ () na prostej x= X,
gdzie S jest macierza prostokatng nxr, @ i W wektorami o # i + skladowych.
Na podstawie (3.3) ® (x) i ¥ (¥) sa klasy (3

Wprowadzmy w przestrzeni CL calkowe tra.nsfmmaqe przeksztalca;ace funkcje
Wx, De €1 w funkcjg V (x, £):

39 wf(§,n):wf,(§,n)+f‘fi(x(t),r;W)dr, i=1,2,...,1.
Py

Drugi skladnik transformacji jest catka wzdtuz tuku i-tej charakterystyki ukladu
(3. 1) od punktn Py (Ei,m), bedacego punktem przecigcia i-tej charakterystyki
Wychodzace_] z punktu P (& u) z brzegiem lub krzywa t = ¢ (x) do punktu P (£, »),
a v5(&, ) jest wartoécia i-tej skladowej rozwigzania w punkcie P; (&, 1)

Funkgje 27 (&, ) okreslone przez (3.9) i ich picrwsze pochodne sg ciagle w obsza-
rze O. Wobec tego transformacje (3.9) przeksztalcaja przestrzed @6 w sichie.
Eatwo zauwazyé, e funkcia W (x, 1), ktéra jest punktem stalym przeksztalcenia
(3.9) spelnia réwnanie (3.7) i warunki (3.8). Wystarczy wige wykazaé, Ze istnieje
dokladnie jeden punkt staly przeksztalcenia (3.9).

Biorac réznice dwoch funkcji Vi {x, ) i Va(x, 1) 1 wykorzystujac twierdzenie
o wartoSci éredniej dla F otrzymujemy

(3.10) of — o — f Fo(x (@), 5 W) (vl — wy

gdzie W jest wa'rtoéciq‘poérec}niq migdzy Wy 1 W, Po przejéciu do norm mamy

G.11) VL —Vall < m Wy — W,

PIZY CZym . ‘

(3.12) m= max |qn—wllFln=nke,
LS N

242

Na podstawie zalozen (3.3) m << 1, a wigc operacja catkowa (3.9), i)rzeksztalc.a-
jaca przestrzen €1Q w siebie, jest operacja zwezajaca. Wobec tego z twierdzenia
Banacha o punkcie staltym wynika, 2e transformacja (3.9) pozwala uzyskaé jedno

i tylko jedno rozwiazanie W (x, 7} € QIQ problemu (3.7)-(3.8). Tym samym problem
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(3.1)-(3.2) posiada dokladnic jedno rozwigzanie U (x, HeCl, kidre wyraza sig
przez W (x, f) za pomoca WZOTy

(3.13) U=L-1W.

Bazujac pa transformacji (3.9) rozwiazanie problemu (3.7)-(3.8) uzyskujemy
za pomoca metody kolejnych przyblizen wykorzystujac nastepujace wzory iteracyjne:

3 P
(3.14) wh i (PY = wh(P)+ [ @), 5 Wi)di, i=1,2.m,
Py

w ktérych zerowa iteracia. wé jest wartodcig i-tej skladowej wektora W w punkcie Py
przecigeia i-tej charakterystyki wychodzacej z punktu P z krzywa graniczng lub
z brzegiem.

PowyZsze rozwazania zostaly przeprowadzone dla ukiadu réwnah prawie-li-
niowych. Mozna je uogdlnié w przypadku pewnych probleméw granicznych dla
ukladéw réwnan quasi-liniowych (por. R. Courant [12])..

Technika numerycznego liczenia za pomoca metody Couranta jest stosunkowo
prosta. Obszar () pokrywamy siatka utworzona przez charakterystyki ukladu rownan
(3.1). Przyblizone rozwiazanie w punkcie siatki P otrzymujemy wedlug wzorow
(3.14), korzystajac z uprzednio juz policzonych przyblizonych rozwigzaf w sasiednich
punktach siatki Pi, lezacych na i-tych charakterystykach przechodzacych przez
punkt P. Za skladowe zerowej iteracji rozwiazania W w punkcie P przyjmujemy
najwyzsze wyliczone juz iteracje odpowiednich skladowych rozwigzania w punktach
Py

4, Metoda Kellera-Thoméego

Pewna bezwzglednie stateczna metoda réznicowa zostala zapropomowana
przez H. B. KELLERA [27] do przyblizonego rozwiazywania niektdr ych poczatkowo-
brzegowych probleméw dla prawie-liniowych uktadéw -réwnan réiniczkowych
czgstkowych pierwszego rzedu typu hiperbolicznego o dwu zmiennych niezaleznych.
W pracy H.B. Keiiera i V. THOMEEGO [28] metoda ta zostala zastosowana do
rozwiazywania ukladéw réwnafi liniowych i quasi-lintowych w przypadku ogolniej-
szych warunkdow brzegowych.

Rozpatrzmy w obszarze V{(x, ) :0 < x £ 1,0<¢<6,6 >0} w ‘K2 o odcinku
poczatkowym gy = VY n {t = 0} i brzegach = =V {x =0}, p* =V n {x =1}
problem poczatkowo-brzegowy dla ukiadu rownan . :

fu du

“.0n Lu= % D(x,¢, u)a = F(x, t,u) okreslonych w “V

z nast¢pujgcymi da pymi:
u = f0(x) - na  @q,
(4.2) ' o-u—f-(t,I—e-w)=0 pa ¢,
- gtu—({,d—otw)=0 na ¢¥
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adzie D = (8;; 4Y) jest tzeczywista macierzg diagonalng, u, F, T sa kolumnowymi
wektorami oraz D, F, £¥ i f0 s3 funkcjami klasy €1 Macierze 6% = a7 (4, u (x, 1))
s3 macierzami diagonalnymi z nastepujacymi elementami na diagopali:

1, gdy d(0,7,u(0,9)<0,
0, gdy di(0,¢,u(0,5)=0
1, gdy d&(,75,u(l,))>0,
0, agdy &£Q0,tu(l,H)<0
W pracy [28] zaproponowano rozwigzanie problemu (4.1)-(4.2) w sposéb
przyblizony przez rozwigzanie odpowiedniego problemu réznicowego
Lv, . =F, ., gdy (&h, k) eVy_,,
— §0 '
(4.3) V§.0 — fg s . gdy (Ehs 0) € Sl) s
G-: (V) v0,1+1 :fk ((I+l)k: (I—O't_(\’)) v(),r)’ gdy (Oa'Tk)ES;—-I [}
6 W Vy o =T (DA, (T—of (W) vy,), gdy (I, k) eSi,,
gdzie A =1/X, k = 6/T, X i T sa liczbami catkowitymi dodatnimi, k/h =1 jest
wielkoscia ograniczona, a zbiory Vi, S. 1 S& tworzymy w sposéb nastepujgcy:
Ve={(Ch,nk) :£=0,1,.... X; p=0,1,..,7}, Si={(h,1k):£=0,1,..,X},
ST ={0,9k) :p=1,2,...,7}, SF={U0,90):n=1,2,..,7}.
Funkcja v, . = v(&h, Tk} jest rozwiazaniem rdéwnan réznicowych (4.3), z ktdrych
kazde i-te rdwnanie w zaleznosci od wielkosci dé,r(") = di(&h, tk; v, ), przyjmuje
jedna z poniZzszych postaci:

fo- () = {

ot (ml = {

(44) kF}, = : |
(W1, e1 = Ohpn, ) — 2L () (B vqs — Vhoad) > 8dy 1<<Ad] .,
(O 1 — 05, ) — M (V) (0h4r,— 0L ) s gdy 0<Ad; <1,
(F 1 — vk ) — i () (v}, —vi_, ), gdy —1<idi, <0,

("vé—l,r+] - ‘vz-l,r) - Zd;,r(v)(wg,r-{-l - vz;—l,'r-!-l)s gdy zd’;,r < —1.

Uktad réwnan réinicowych (4.3); aproksymuje uklad réwnan réiniczkowych
(4.1) z dokladnoscia rzedu o (k). W przypadku gdy réwnania (4.1) sa liniowe, wy-
magana jest tylko ciagloé¢ wielkosci D, T, £~ i 10, Bezwzgledna stateczno$¢ zapro-
ponowanej metody rozwiazywania problemu (4.1)-(4.2) oraz zbiezno§¢ przybli-
Zonego rozwiazania do §cistego rozwiazania problemu (4.1)-(4.2) zostaly wykazane
w [28] dla ukladéw réwnan liniowych i quasi-liniowych, a w pracy [27] dla réwnan
prawie-liniowych. Rozwazane wielkoéci sa funkciami rzeczywmtynn Dowody prze-
prowadzono przy uZyciu maximum-normy.
~ Metoda Kellera-Thoméego zostata wykorzystana i przystosowana przez J.
FoNca [14] do przyblizonego rozwigzywania probleméw poczatkowo-brzegowych
z jednym brzegiem nieznanym dla ukladu (4.1).
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5. Metody iteracyjne dla réwnan roinmiczkowych czgstkowych drugiego rzedu

. Niektore ukiady réwnan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu typu
hiperbolicznego o dwu zmiennych niezaleznych mozna sprowadzi¢ do réwnznia
rézniczkowego czastkowego drugiego rzedu. Problemy graniczne dla takich réwnan
sa stosunkowo dobrze opracowane w literaturze. Miedzy innymi proponowanymi
metodami rozwigzywania sa metody kolejnych przyblized. W przypadku metod
iteracyjnych mozna wyrdzni¢ dwa schematy postgpowania w zaleZnodci od tego,
czy wyjsciowe rownanie jest prawie-liniowe, czy liniowe.

Rozwazmy nieliniowy problem graniczny dla tych réwnafn. Niech Q{(x, ) :
0 < x < xp 0<y< y) bedzie zamknigtym prostokatem o bokach réwnoleglych
do osi ukladu wspétrzednych xg > 0, yg > 0. Niech w Q okreslone jest réwnanie
rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu prawie-liniowe
(5.1 ‘ Uy = [LX,. 0, Uy Uz, Uy)
lub liniowe o
(52) - upy+a (%, p) uz+b (x, 7)) uy+e (x, ) u = d(x, 3),
gdzie u jest niewiadoma funkcja spelniajaca warunki graniczne

ur (o)) =g(x,u(x, ), (x, ¢ (x)) na y=¢e),
(33w ="hy, a0,y wx6),y) mn x=y0),
u(x*,y*) = u*.
Symbol (x*, y¥) oznacza punkt w (O, u* jest dang stalg, g i & sa danymi funkcjami

ciagtymi w (. Problem (5.1)-(5.3) zostal postawiony i rozwiazany przez Z. SZMYDT,
ktéra udowodnila

TWIERDZENIE 4. Jezeli

1) funkecje ¢ (x) i p{(») sq ciggle w Q oraz 0 < o(x) < yo, 0 < (1) < X0, 3

2) f.g i h sq ciqglymi rzeczywistymi funkcjami x, y, t, ug, uy w Q, spelniajacymi
warunki Lipschitza

1f (G, , 1 dhs, ) — [ (%, 3, t, ey )| < L (18— ul +iis — sal 1y — ual),
18 (x, 8, B) — & (%, 1, ) < L Ji— ul+M |y — ]
b (, 7, ) — h (3, 4 )] < L8 — )+ |y — wal 5
- 3) zachodzq nierdwnoSei
2L (X242Xp+1) < 1,
2L(X3+X0)+N (Xo+1D) < 1,
2L (X24-Xo) 1 M (Xp+1) << 1,
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gdzie Xy = max{xy, yo), 2. L, M, N sq pewnymi stalymi, to isinieje jednoznaczne
rozwiqzanie u(x,y)e GIQ zagadnienia granicznego (5.1} 1 (5.3). Rozwiqzanie to
otrzymujemy metodq kolejnych przyblizen opierajqe sig na transformacji calkowef

(5.4 Rlulx, y)] = ¥ - fg (5, (s,  (0), uy (5, @ ())) s +
y

Jﬁf hiz, u(w(z) z), ux(yJ (z) z)} dz+f ff(s z, u(s 2), tta (5, 2), 1y (5, z)dsdz—l-

¥ oy (2)

+f ff(s z, u (s, z) uz (s, ), uy(s z))dzds

= p(s)

i wykorzystujge algorytm

uy(x,y) = u*, ”ﬂ+1(xay):%i‘un(x»y)]a.

{5.5)
ux,“_l (x, y) = %x [u”’(xs y)] » uyﬂ_i_l(xs y) = %U [un ()C » y)] .

Nieliniowy problem graniczny (5.3) dla liniowego réwnania (5.2) rozpatrywany
byl przez P. PERzYNE [47]. Obejmuje on migdzy innymi liniowe problemy graniczne
zbadane przez A, K. Aziza i J. B. D1aza [1], C. Cru i J. B. Diaza [8] oraz problem
Picarda postawiony i rozwiazany przez G. MAJICHEROWA [44]. W [47] udowodniono

TWIERDZENIE 5. Jezeli

1} rzeczywiste funkcie a(x, y), b (x, y) c(x,y) i d(x,y) sq ciggle w Q;

2) funkcja ¢ {(x) jest ciqgla dla 0 € x < xy, @ funkc_;a v ) dla 0y <
orgz 0 < o (x) <y, 0 < () < xp;

3) funkcie g i h sq ciggle w (Q | spelnigiq warunki Lipschitza. .

Yo

lg (x, @, ity) — g (x, u, uy)| < M* 1 — u] +N* |y — uyl,
|h(y;u Um)—h(y,u u'p)! M* |M*“‘“:Lli—|—]\f'€= lux—uxl
4} spelniona jest nieréwnosé przez stale KO, M*, N*, K* [ Xp,

*+
M) .

0x, (1
ZKXO( +—

fo istnieje w obszarze (3 jednoznaczne rozwiqzanie u(x ye G zagadm’em‘éz gra-
nicznego (5.2)-(5.3). ‘ :

Rozwigzanie to wyraza sifg wzorem

(5.6)  u(x,y) = F(x,) +f.Q(§) V(E, y*; x,7) d§+f11’(n) V{x*,m; x,y)dn,

gdzie
z y

T, ) = ut¥ (% %5 %, + [ [dE, DY s X, 5) d

gk
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V(& n; x,p) jest funkcia ‘Riemanpa dla jednorodnego réwnamia (5.2); a funkcje
£2(x) i I (y) tak dobrane, aby rozwigzanic spelnialo warunki graniczne (5.3),
otrzymuje si¢ metoda iteracji z nastepujacego ukiadu réwnar funkeyjno-catkowych:

v {®)

Q) = G(x)+f9(§)ms- def oy g (o, ) iy +

+ [V(x;y*; % ¢ (N~ & [, F (5, ¢ () % f Q@ m(E, ) dE+

()

+f LG a b, 2) by, qo(x))+f9(§)xs(£ x) d +

@
+ f T2 () %6 (g, x) dy+1L (g Y (9 0, w(x)))
e
{1

() = H()+ f 0 1 (&, 5) di+ [ H(n)%s(‘n »)dn+

v (i

V(i p ) (y,“F(w(y) N+ [ 2@ ) dE 1

:D
‘ w(@')

f 1T6) w101, ) dn, Follw O3+ f 0® i€, 0 ds+

2y (y)) V(w(y) 0%+ f L) x12(n, ) dn]
Funkeje G(x) HQ) 1w (z =1,2,...,12) podana sg w pracach [47 i 49].

6. Metoda bezpoSredniego calkowania (1)

Metoda bezpoéredniege calkowania moze by¢ stosowana do przyblizonego
rozwigzywania granicznych problemdéw dla hiperbolicznych ukladéw réwnan
rdzniczkowych czastkowych pIBIWSZ€g0 rzqdu o dwu . zmiennych mezaleznych
postaci

6.1 ' Ui +AU,+B =0,

gdzie U = U (x, ¢) jest nieznanym wektorem o n sktadowych, macierz A = A (x, 1)
jest macierza kwadratowg nxXn i posiad'a n rzeczywistych warto$ci wiasnych A!
oraz n liniowo niezaleznych lewych wéktoréw wilasnych 14, a B = B (x, t, U) jest
wektorem o n skladowych 1 jest liniowa fhnkch Wzgl@dem skladdwych u! wektora U.

Rozpatrzmy w obszarze @ {(x, Nixg<x <O, t(x) <t <d (x)}, ogra-
niczonym prostg x = Xy, glaqu k:rzywq = r(x) oraz dwiema gramcznyml cha-
rakterystykaml 0 réwnaniach x = 0(2‘), i* ﬁ(r) wychodzacynn z ustalonego

(1) Koncepeig tej metody poda} B. Jasinski [72].
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punktu (x0, £9), gdzie x0 > xg, 19 >0, zagadnienic graniczne dia ukladu réwnan
(6.1) z warunkami -

62 U(x; (X)) =@(x) na kizywe] 1 =1(x),

. MU (xp, 1) =g () na prostej x = xo,

przy czym wektory ¢ (x}, $ (1) oraz macierz M sa dane. Wszystkie dane wielkoéci
sa funkcjami ciaglymi. Funkcie ¢p (x) i (1) sa wektorami odpowiednio n i r sklado-
wymi, M jest macierzq prostokatng rx<r, r jest réwne ilo$ci charakterystyk wycho-
dzacych z punktu (xp, 0) w obszar .

Metoda bezposredniego catkowania polega na pewnym przekszialceniu zwiazkow
wzdtuz charakterystyk uktadu réwnan (6.1). Do zwigzkéw tych moina doj$é, po-
dobnic jak w metodzie Couranta, mnoZac uklad réwnan (6.1) przez macierz L
lewych wektordw W}asnych macierzy A (i-ty wiersz w macierzy L zloZony jest
ze skladowych i-tego wektiora wiasnego 19). W przypadku praw1e~hmowego ukiadu
rownan (6.1) otrzymujemy :

(6.3) : DW = 1B — (DL) L~'W

gdzie W =LU, a D jest macieriq diagonalng nxn z wiclkosciami & = 8/t
~+4* 8/2x na diagonali. Uklad (6.3) jest ukladem » réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych, przy czym i-te roéwnanic tego ukladu jest spelnione wzdtuz i-tej charakterystyki
uktadu (6.1).

Niech P = P (x, t) bedzie dowolnym wewnegtrznym punktem obszaru (. Z punktu
tego wychodzi n charakterystyk. Niech P; = P; (s, ;) bedzie punktem przeciecia
i-tej charakterystyki, wychodzacej z punktu P, z krzywa ¢ = ¢ (x) lub z prosta x = x,.

Rozwazmy vklad réwnan (6.3) w punkcie P. W naszym przypadku kazde z réwnafi

-(6.3) mozna napisa¢ nastepujaco:
dwt(P)

69 =g = ROWP+S(, ul(P) uz(P) SurP)),  i=1,2,.m

Rozw:qzame réwnania (6.4) ma postac
. o, ‘

(6.5) wi(P)= exp[ fR (z) dz { f S(z, /() exp [—- f R(s) ds] dz+wt (Pi)} .

. ] i |
Funkcje (6.5) zastepujemy wyrazeniem

: t—t ! , t—1; :

©6) WPy =S(t, W(P) —— "f‘exp[ [ R(z)dz] [S(zi, wl (P)) =5 +wi (P;)],

. ' . . t"
otrzymanym ﬁrzez aproksymacjé catki (6 S)I ktérej funkcja podealkowa zaleiy od
nleznanych wielkoSci o, za pomoca metody trapezow,

Zauwazmy, Ze funkeje S 1wt = 1 U sa liniowe wzgledem o/, Po uzyskamu Zaterm

wzoréw (6.6) dla i = 1,2,...,n i uporzadkowaniu ich wzglgdem o/ (j=1,2,...,n)
otrzymujemy w punkcie P uklad n townan algebraicznych dla skladowych wektora
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U w zaleznodci od znanych ich warto$ci w punktach P; wzigtych ze zwigzkow
(6.2). WyrazZenie (6.6) daje aproksymaci¢ funkcji (6.5) rzedu o (k2), gdzie k =t — ;.

Przy obliczeniach numerycznych obszar (O pokrywamy odpowiednia siatka
utworzong z charakterystyk. Wiedy, aby uzyska¢ przyblizone rozwiazanie problemu
(6.1)-(6.2), w kazdym punkcie siatki rozwiazujemy uldad n rdwnan algebraicznych
(6.6), przy czym jako punkty P; traktujemy odpowiednie sasiednie punkty siatki,
w ktérych rozwiazanié jest juz znanme.

Lo

7. Metodé rOinic skonczonych wzdluz cﬁarakterystyk

Metoda réznic skoficzonych wzdluz charakterystyk moze byé stosowana do
Tozwigzywania hiperbolicznych ukiaddw réwnan rdZniczkowych czastkowych
pierwszego rzedu o dwu zmiennych niezaleZnych postaci

(7.1) U;+AU+B =0,

gdzie U = U (x, §) jest nieznanym wektorem o n skladowych, macierz A = A (x, £, U)
jest macierza kwadratowa. nXn i posiada n rzeczywistych wartosci wlasnych Af
oraz n liniowo niezaleinych lewych wektoréw wlasnych I, a B=B (x, 1, U) jest
wektorem o n sktadowych.

Rozpatrzmy przypadek, gdy (7.1} jest praww hmowym uldadem réwnan. Wtedy
A= A(x,f). Niech obszar Q{x, ) :1xp < x < 0(), 1(x) <1< & (x)} bedzie -
ograniczony prosta x = xp, gladka krzywq t = t(x) oraz dwiema granicynymi
charakterystykami o réwnaniach x = 6 (¢), + = # (x), wychodzacymi 7 ustalonego
punktn (x0, 19), gdzie x0 > Xy, 10 > 0. W obszarze (Q rozpatrzmy zagadnienic gra-
niczne dla ukladu réwnan (7.1) z warunkami

72 U(x, t(x)) =<(x) na krzywej ¢ = t(x),
' MU (xp, 1) =(f) mna prostej x= xg,. |

przy czym wektorye (x) i¢ (2) sa dane. Wszystkie rozwazane wielkosci sa funkcjami
cigglymi. Funkcje ¢ (x), () sa wektorami odpowiednio o »n i r skladowych M
jest macierzg prostokatng n X7 oraz r Jest rowne ilosci charakterystyk Wychodzqcych
z punktu (xp, 0) w obszar (J. /

Metoda réZnic skonczonych'wzdlui-charfaktcrystﬁzk polega na Sprowadzeniu
uktadu (7.1) do réwnowaznego ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, w ktod-
rym kazde z réwnafi jest spetnione wzdluz jednej z charakterystyk ukladu (7.1),
a nastgpnie zastapienie tych réwnain roZniczkowych réwnaniami réznicowymi.
Do zwiazkdéw wzdinz charakterystyk moZemy dojéé, podobnie jak w.metodzie
Couranta oraz w metodzie bezpoSredniego catkowania, mnozac uktad réwnan
(7.1) przez macierz L lewych wektordw wilasnych macierzy A (-ty wiersz macierzy L
zloZony jest ze skladowych i-tego wektora wlasnego IY). W przypadku praw1e—11mo-
wego ukladu réwnan (7.1) otrzymujemy

(7.3) DW= —LB — (DL)L-!
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gdzie W == LU, a D jest macierzg dlagonalnac nxn z wielko$ciami df = 6/6t -1 (8/0x)
na -diagonali. _
Niech P = P (x, t) bedzie dowolnym wewnctrznym punktem obszaru Q V4 punktu
tego wychodzi n charakterystyk. Niech P; == P; {x;, #1), bedzie punktem przec1gc1a
i-tej charakterystyki wychodzaeej z punktu P, z krzywa ¢ = ¢ (x} lub z prosfa x =
Rozwazmy uklad réwnan (7.3) w punktach Py Kaide z nich moZna naplsac
w postaci '
dwt(Py)

(7.4) "

=fWP),xi, 1), i=12,..,m.

Zastgpujac pochodne -wzdluz charakterystyki ilqrazem réznicowym

wt (P) —wi{(P;)

= f(W (P%) X, ), i=1,2,..,n
t— 1

(7.5)
ottzymujemy uklad » réwnan algebraicznych, z ktowgo znajdujemy przyblizoné
rozw:aczame W.(P) w punkcie P.

- Przy obliczeniach numerycznych obszar O pokrywamy dostatecznie gesty siatka
charakterystyk. "Aby otrzymaé przyblizone rozwigzanic problemu (7.1)-(7.2)
w kazdym punkcie siatki rozwigzujemy uklad réwnan algebraicznych (7.5), prey
czym jako punkty P; traktujemy odpowiednie sasiednie punkty siatki. -

Metoda réznic skoficzonych wzdtuz charakterystyk jest na ogdi znana. W przy-
padku quasi-liniowego ukladu (7.1), gdy A = A (x, ¢, U) i réwnania charakterystyk
sa uzaleznione od rozwigzania, sposéb postgpowania jest bardziej skomplikowany.
Stosowana jest wiedy zazwyczaj metoda Massou. Jej opis mozna znaleZé w szeregu
prac m.in, w pracach [3, 42 i 70]. Dotychczas nie wykazano jeszcze, iz metoda réZnic
skonczonych wzdhuz charakterystyki zapewnia zbiezno$é przyblizonego rmwmzama
do rozwigzania §cislego ukladu réwnan (7.1).

8. Przyklad

Rozpatrzmy - jako przykiad problem rozprzestrzeniania sig cylindrycznej fali
Scinania. w jednorodnym ofrodku spreZysto/lepkoplastycznym z liniows funkcja
lepkosci. Problem ten opisuje prawie-liniowy uklad dwu réwnan rézniczkowych
czastkowych pierwszego rzedu typu hiperbolicznego. W ortogonalnym. ukladzu:
wspohzednych r, ¢ ma on postaé [50}

’ ? T
ol o ul|=]| felF el
(8.1) + + =0.
1 2 T
o —— 0 |} o - —

|Q . . - )‘ Q
Na brzegu r = ry dane jest naprgzenic

8.2) T (ro, ) = p (1) = 6 (1 — 106 9),
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a na charakterystyce r = rg+¢f naprezenie i predkodd

T

(8.3) 1=

12 . A 12
r K & ¢ '
(2} e |2 o= free [ {£)" o [ﬂ =) derid |
F # J g #
¢ "
——7

J7
przy czym warunki (8.3) otrzymano z dynamicznego zwiazku zgodnosci. Szukanymi
wielkoSciami s napreZzenie $cinajace v i predkosé o; ¢ oznacza gesto$é, p modul
sprezystego §cinania, y jest wspélezynnikiern lepkofci, a » granica plastycznodel
dla prostego §cinania. Rozpatrywany jest tylko proces obcigfania.

Charakterystykami ukiadu (8.1) sg dwie rodziny prostych r = rptet--const,,

gdzie ¢ = (u/o)' /2. Zwiazki wzdhuz charakterystyk maja postaé
dv ¢ dr

: z(T '1)+” =
drj:,urm:ﬁky% ri,ug_o

(8-4)

Problem (8.1}-(8.3) moZna rozwiazaé czterema metodami opisanymi w p.
3,5, 6 17 metodq iteracyjng Couranta, metoda rdZnic skonczonych wzdluz
charakterystyk, metoda bezpoéredniego catkowania oraz metoda wykorzystujaca
funkcje Riemanna. W pierwszych trzech metodach rozpatrywany obszar O {(r, 1) =
rg € r€ rg — cttceonsi, (r — ro)fe < t < [(r — ro)fc]-Fconst} pokrywamy - siatka
charakterystyk (rys. 1). Rozwigzanie w dowolnym wewngtrznym punkcie P (%, t*})
obszaru ( znajdujemy w zaleZnosci od znanych juz rozwiazan w sasiednich punktach
siatki: Py (r4, 11) lezacdego na charikterystyce r = r¥4c (t — %) 1 P; (9, 12) lezacego
na prostej ¥ ==r¥ — ¢ (t — 1%). ' :

~ a) Metoda Couranta. Zgodnie z oznaczeniami w (3.1)

385 U= e A:[O . ”[%Jrzy(":__l)]

0 2 1

i
7 I T
Wartodci wlasne macierzy A wynosza A% = (/)2 = ¢, a jej lewe wektory

wiasne

(8.6) 1@'—[— < 1], 12-[1, 1].
7 p

Mnozac (8.1) przez wektory (8.6) i wprowadzajac nowe funiccje

wl — irJr'v
(8.7 W= =} #
w2 ir%—fo
j I
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otrzymujemy ukiad réwnan

- 1 3
diwt —c[w1 (Er_—{_ﬁ)wz(ir_ +ﬁ)—1—2y]
{8.8) DW= = 3 ’ ,
d? w2 g lwl (5; —ﬁ) — wi (é?—ﬁ)m2y]
.t_
10™%ek

=
-y

pit) Bk kp
Rys. 1

gdzie d“ = 3/9r+AM? 8fdx, B = peyfr. Picrwsze rownanie zachodzi wzdhiZ
charakterystyk r = ro-}-ct-}-const, drugie za$§ wzdiuz charakterystyk r =ry — cf +
-const. Wektor W spelnia warunki '

125 (1 — 1069 ¢

w2{ry, 1) = wlirg, 1)+ _‘ P | s

O

wil

[N L
-t—c(‘?" To}

s 12 ’ r 12
N _;_ (1% )If exp B (foff‘)l {6x+gcy rf (rig) exp{p (z —ro}] a’z}

I 0

~ Rozwigzania w wewngtrznym punkcie P (r*, t*) obszaru 0 szukamy za pomoca
nastepujacych wzordéw iteracyjnych:
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i | 1 '
Wiy (P, 1%) = — Ca;f {w}, (r¥4-cz — cf*, 2) [m)_] _Hg] _

: 3
- P i _ 1
(8.10) Wﬂ (f*+CZ Cf*, Z) [2 [r*+c(z_ f*)] +ﬁ:| +2'})} dZ+W0’

i*

. ) 3
W%H-l (r*, 1%) = — Ct! {wax(r*+cz — ct¥, z) lz [r* — c(z — 1%)] —ﬁ] _

1
2k — 2
wy, (r¥4-ct* — ¢z, 2) [2 i cz— )] ﬁ] 2')}} dz 4wy,

przy czym za zerowe iteracje wj przyjmujemy odpowicdnie skladowe rozwiazaf
w punktach P; (i = 1, 2). Wzory (8.10) pozwalaja znalezé przyblizone rozwigzanie
zbiezne do rozwigzania Scistego klasy Cg ukdadu réwnafi (8.8), jezeli

(8.11) Wae1 — Wall < 2E|F | Wa — W]
oraz
(8.12) ‘ 2k R << 1,

gdzie wektor F, to prawa strona rownan (8.8), k =t — ) = — 5. Z (8.12) mamy

A
(8.13) k< e PR3
W warunku (8.11) nie odgrywaja roli zerowe iteracje rozwigzania wystepujace
w (8.10). Wobec tego zwiazki (8.10) pozwalaja znalezé w dowolnym punkcie siatki
pokrywajacej obszar QO przy spetnionej nieréwnoéci (8.13), rozwigzanie przyblizone
roéwnan (8.8), zbieZne do rozwigzania $cislego klasy €1Q. Przy numerycznym rozwia-
zywaniu problemu (8.8)—(8.9) w kazdym punkcie P {(r¥, 1*) liczono trzy iteracie:
zerowq, pierwsza i drugg. Wzory mozna znale?¢ w pracy [51]. Po obliczeniu W
napreZenie i predkodé znajdujemy z rdéwnoscel

m w2 —wl
K ¢ 2
(8.19) U= _ .
o wl +w2
—

b} Metoda bezposredniego catkowania. Napiszmy zwiazki wzdiuz charakte-
rystyk (8.8} w postaci

d 1 3

— (T —0)=—(T— w)—T(—; +2ﬁ) +2y,
(8.15) d 1 , 3
a}#(T+w) = -"—(T+i’)+T(2ﬁ — T) — 2y,

Rozprawy Inzynierskie — 12
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gdzie T.= ct/u, B = gey/x. Kazde z warunkow (8.15) ma postaé nastgpujacego
réownania rézniczkowego: o _
' 1
(816) ] - ,Zl (r) B '“;‘—Z(P‘)—i—f(f‘, T(F))
o rozwigzaniu 7 '

8.17) S ) = Crr f %f(r, ) dr.

Przekszialcajac (8.15) przy wykorzystaniu (8.17), aproksymujac przy tym nierozwia-
zalne cafki metoda trapezdw, otrzymujemy uklad dwu réwnan algebraicznych
dla rozwiazania w punkcie P (r¥, t¥) siatki charakterystyk, pokrywajacej obszar Q:

: ¢
c 3y Ty T
E i = ¥
T M[1+(ﬁ+2r*)0 ri)] o T ¥+
i =T (2 ) 0r o
rEIn— — o\~ ¥ —r) T,
(818) 4 " 2ri1 \ry ! 1].1:
’B’z“ir{“‘l’)z

. C 3 : , . [/ )
e

—”*vlr*%_r* c( 3) .
—2rfyln T T2 p e (r* ~- 72}

¢) Metoda rdZnic skoficzonych wzdtuz charakterystyk. Rozwiazanie w punkcie
P (r%, %) siatki pokrywajacej obszar Q znajdujemy rozwiagzujac ukiad dwu naste-
pujacych rownan '

c i ¥ -7 ¢ ¥ —r
¥ ¥ Ly |1 — 4+ =g lz2—— 1)+
7 # :

1 T

. . T
(@8.19) - S o (—j - 1) =) =0,

c , | P —rs ¢ f. rF—rg
— ¥ ¥ — g1l — 4+ —pl2— 1
# r o ra

’ T
2 (f_.l)(r*#rz).:o.

Réwnania (8.19) zostaly otrzymane z réwnaf (8.4) po zastapieniu pochodnych
ilorazami réZnicowymi. . ' .

d) Metoda z funkcja Riemanna. Problem (8.1)-(8.3) rozprzestrzeniania sig cy-
lindrycznej fali §cinania mozna sprowadzi¢ do rozwigzania jednego réwnania rdinicz-
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kowego czastkowego drugiego rz¢du, okreélonego W obszarze Qp {(x, 7)1y < x €
< Xo+x1, 0 < ¥ < x}, gdzie xo, x1 54 dodatnimi stalymi. Réwnanie to ma postaé

(8.20)  Tayralx, ») Tetb(x, ¥) Ty-be(x, ) T = 0,

PrZy cZym ‘ o _ ‘
: B c[ 1 cyg]
SUE R e onmpe Sl

¢ 1 cye
b, = [21‘0-!-0(36 D ]

c(x,¥) = 4c? [2rote(x = y)]-2
z warunkami

8.21) 7(6,0) = ¢(x), T, ) = 6x(1 — 1053) = p(s),

sdzie
o 1o+ .2_ @

. e\ 12 ¥
(8.22) a(x)= (1 -+ 2_1'0) eXp ( ? ?x) {6%—5—9 oy f

Jop\12 '
% (E) exp [gc " (r— ro)] dr} .

Pizy rozwiazywaniu problemu (8.20)—(8.21) opieramy si¢ gléwnie na pracy G. MAl-
CHEROWEJ [44]. Ograniczamy si¢ zatem do obszaru (o {(x, ) 1y < x < xg,
0 < y < xp}. Rozwiazaniem zagadnienia Darboux, okre§lonym w pozostalej
czgdei obszaru 4, zajmowaé sie nie bedriemy,

Aby rozwiazaé problem (8.20)—(8.21) znajdujemy najpierw funkcje Riemanna
dla réwnania (8.20)." Szukamy je&j' w postaci szeregu (por. [46])

(8.23) Vs, z:x,0) = Vo, 2%, )+ D) Vals, z3x,9),
n=1
gdzie .
. k]
Vo(s,2;x,¥) = — 1+ ex f c[ cﬂ)]dv}—l—
0L, 2%, V) = P 2 2r0—|—c(s—v) %

[ 1 n cgy] P }
—i—exp{ 2 2r0—|—c(v~z) gL

. ey | Va1 (s, z; v, w)
V,,(s Z3x,¥) = ff‘ [2r0—|—c(v_w) —x_] Oy _

__i[ 1 cyQ]BV.,, ~1(s,z; %, @)
2 2r0+c(v—m) dw

— 42 2rp4-c (v.— ®)]=2 Va_y (5,259, co)} dvdeo.,

(8.24)
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 Rozwiazanie problemu (8.20)-(8.21) wyraza sig wtedy wzorem {por. [44]
. ; . V. o7 R .
(325 T N=10,0V0,0:x0)+ [ L0 Vo sx)d+ [v@Viazx
9 ' ¥

przy czym funkcje 2() i p (%) sq tak okreélone, aby rozwigzanie (8.25) ‘spehialo
warunki graniczne. To prowadzi przy zaloZeniu, Zc funkcie ¥(0,0;x, 0),
Viz, z:x,0), V(0,0; y, )i ¥(xp, ;¥ ¥) 52 rézniczkowalne odpowiednio wzgleden
xiyoraz, gdy V(% x;%50 #01i Vix,y;»0) #0, do dwu réwnan Volterry
drugiego rodzaju ' -

P = [ Nz, 0 9@ detg (9,
J ‘

(8.26)
y
Q@)= [ M(s,») 2() ds+h0),
gdzie ‘ ’ .
B oViz, z; x,0)/0x mO"(JC))T(0,0)V'(0,0;x,G)
Nx = Vix,x;x,00 7 800 = Vix,x;x,00 ~
(8.27) g
M _ﬂ:_aV(x(),s;y,y)/ay h ):P'(J?)—T(O,O)V'(O,O,J’J’)
)= = Vixo,y:¥.9 v V{xe, p; V. ) )

Rozwiazanie réwnafi catkowych (8.26) ma postac

& [=-]

p@ = [[ 3 Nz, 9]e@dete (),
(8.28) ) "t
2oy =[] Mas, y)]h(S) ds+h (3,

¢ =0

priy czym funkcje Ny, (z, x) 1 My (s, ¥) otrzymuje sig wedlug nastepujacych wzordw
rekurencyjnych: '

No(z,x) =N(z,%), Na(z,x) = fN(s,x)Nn_l(z,s) ds
(8.29) o . -
My(s, )= M(s,5),  Mu(s,3)= [ M(z,9) Mai (5, 2)dz.

9, Poréwnania i dyskusia

Spoérod pigciu opisanych w p. 3-7 metod rozwigzywania ukladéw réwnan
rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu typu hiperbolicznego o dwu zmiennych
niezaleznych — trzy metody bezposrednio wykorzystuja zwiazki wzdhuz charakte-
rystyk rozpatrywanego ukladu réwnan. Naleza do nich: metoda iteracyjna Couranta,
metoda bezposredniego catkowania oraz metoda réznic skonczonych wzdhuZ
charakterystyk. Stosujac te metody, numerycznego rozwiazania szukamy w punktach
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siatki pokrywajgcej obszar, utworzonej przez rodziny charakterysiyk. W metodzie
Kellera-Thoméego obszar pokryty jest siatka prostokgtna. Pozostale metody,
tzn. metody iteracyjne, opisane w p. 5, moga by€ stosowane do rozwigzywania
tylko takich ukfadow hiperbolicznych réwnan réZniczkowych czastkowych pierwsze-
go rzgdn, ktére sprowadzaja sig do réwnan rézniczkowych drugiego rzedu. Metody
te pozwalaja otrzymywaé rozwiazanie bezposrednio w konkretnym punkcie obszaru,
tzn. nie wymagaja znajomos$ci rozwiazania w szeregu punktach obszaru po to,
by znale?é rozwiazanie w danym punkcie.

Metoda Kellera-Thoméego moZe byé Wykorzystywana do rozwigzania proble-
moéw poczatkowo-brzegowych z dwoma brzegami dla liniowych, prawie-liniowych
1 quasi-liniowych ukladéw réwnan. Proponowany schemat réznicowy (4.4) przybli-
Zonego rozwigzywania réwnan rézoiczkowych (4.1) jest schematem niebezposrednim.
Daje on aproksymacje wyisciowego ukladu réwnan (4.1) rzedu o (k). Metoda ta
charakieryzuje si¢ bezwzgledng statecznodeia, co wykazano w pracy [28], tzn.
ze uklad réwnan (4.4) jest stateczny niezaleznie od wymiaréw oczek siatki pokry-
wajacej interesujgcy nas obszar. Stateczno$é aproksymujacego réwnania réiniczko-
wego schematu roznicowego pociaga za soba zbieinoéé przyblizonego rozwigzania
do rozwigzania Scistego uldadu réwnan rédiniczkowych (4.1).

W punkcie 3 wykazano mozliwos¢ zastosowania iteracyjnej metody Couranta
do rozwigzywania granicznych probleméw (3.2) dla prawie-liniowych uldadéw
rownan (3.1). Metoda ta moze byé réwniez uzyta w przypadku pewnych zagadnieft
dla quasi-liniowych ukladéw hiperbolicznych réwnafi rézniczkowych czastkowych
pierwszego rzgdu z dwiema zmiennymi mezaleZnyml [12]. Udowodniono, Ze przybii-
Zone rozwiazanie, otrzymane zZa pomocy ' wzorow (3. 14), jest zbiezne do rozwiazania
$cistego uktadu réwnah (3.1), gdy spelmony jest warunek (3.3)4. Wykorzystujac tg
metodg mozua by, podobnie jak w przypadku iteracyjnych metod opisanych w p- 5,
~ szukad rozwazama W konkretnym punkcie obszaru, gdyZ wzory iteracyjne (3.14)
daja rorwigzanie w zaleino$ci od danych granicznych. Jednakze w metodzie
Couranta bazujemy na zwigzkach wzdluz charakteryétyk uktadu réwnan (3.1).
Pozwala to (po podzielenin rozwaZanego obszaru charakterystykanu) szukaé

rozwigzafi w punktach siatki wykorzystujac obliczone juz rozwigzania w sasiednich

punktach siatki. Fakt, ze odleglo$¢ migdzy danym punktem obszaru a sasiednimi
punktami siatki jest mniejsza od odleglosci tego punktu od krzywych ograniczaja-
cych obszar, pozwala na uzyskanie dokladniejszego rozwigzania przy tej samej
liczbie iteracii. Hlo$é liczonych w kazdym punkcie 1terac;1 ma istoine znaczenie przy
tej metodzie, WykorzystyWame wyzszych iteraci jest réwnoznaczne z operowaniem
bardziej skomplikowanymi wyrazeniami analitycznymi, co wplywa na przedhizenie
czasu wykonywama obliczen numerycznych. ‘

Metoda. réinic skonczonych wzdhuz charakterystyk ma stosunkowo szerokie
zastosowanic. MoZna ja stosowaé w przypadku liniowych, prawie-liniowych i quast-
lintowych ukladéw réwnan. Réwnania réznicowe tej metody aproksymu_]ac zw:a_.zlu
wzdhuz charakterystyk z dokladnoscia rzedu o (k).

Metoda bezposredniego catkowania moze byé stosowana przy rozwiazywaniu
liniowych i miektérych prawie-liniowych ukladéw réwnan rézniczkowych czastko-
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wych plerwszego 1zedu typu hiperbolicznego. Daje ona aproksymacje Zwiazkow
wzdhuz chacakterystyk rzedu o (k2).

Opisane metody pordwnano na przykladzie propagacji cyhndryczne] fali §cinania
w ofrodku sprezysto/lepkoplastyczaym z liniowa, funkcja lepkosSci. Zagadnienie to
sprowadza si¢ do rozwigzania problemu (8.1)-(8.3). Okazalo sig, Ze problem
(8.1)—(8.3) mozna rozwigza¢ za pomoca czterech metod: metody iteracyjnej
Couranta, metody wykorzystujacej funkcje Riemanna, metody bezposredniego
catkowania oraz metody réznic skoficzonych wzdhuz charakterystyk. Wizory zostaly
podane w p. 8. Metoda Kellera-Thomeéego okarala sie w tym przypadku nieprzy-
datna. Nie obejmuje ona problemu granicznego, do ktdrego sprowadza si¢ rozwig-
zanie zagadnienia rozprzesirzeniania sig cylindrycznej fali $cinania: wyklucza mozhi-
woéé postawienia warunkéw mna linii charakterystycznej, a wymaga natomiast
okreslenia warunkéw na dwu brzegach.

Obliczen numerycznych dla problemu (8.1)—(8.3) dokonano dla migkkiej stali
przyimujac gesto§é o — 7,8-10-8 kGsem=2,  modul spreZystego Scinania p =
= 0,82.106 kG cm~?, wspolezynnik lepkosm y =250 s~1, granicg plastycznosci
dla prostego 4cinania » = 1180 kGem 2, rg = 1 cm. Wyniki dla podziatu odcinka
czasu (0, 10-6 s) na 30 czeéci umieszezono w tablicach 11 2. W tablicy 1 podano
wartoéci napreZenia Scinajacego 1 predkosci na prostej r — 1,08 cm, a w tablicy 2
wartoéci napreZen i predkosci na prostej ¢ = 2,333-1077 s. Liczbowe wyniki dla
napreZen i predkosei na innycn prosiych, dla takiego samego 1 dwukrotnie ggstszego
podziahu odcinka (0, 10-6 s), mozna znalezé w pracy [52].

W trakcie wykonywania obliczeri numerycznych okazalo sig, Ze metoda wyko-
Tzystujaca funqu Riemanna w pordwnaniu z pozostalymi metodami uZzytymi
do rozwigzania problemu propagacii cylindrycznej fali scinania (3. 1)-(8.3) jest
bardzo niewygodna. Pierwszq trudno$é sprawiala nieznajomo$é funkecji Riemanna
dla réwnania tozniczkowego czastkowego drugiego rzedu (8.20). Szukano i
w postaci szeregu (8.23) opierajac si¢ na pracy [46]. Znajdywanie wartoéel funkeji
w(x) i £2(), wystepujacych we wzorze (8. 25) okre$lajacym rozwigzanie réwnania
(8.20), r6wniez wymagalo dlugiego czasu pracy maszyny matematycznej. Nalezy
nadmienié, ze program obliczen numerycznych w przypadku tej metody byl bardziej
skomplikowany anizeli przy pozostalych trzech metodach. Po zorientowaniu sig,
#e uzyskanie rozwigzania zaledwie w kilku punktach obszaru za pomoca tej metody
wymaga kilkakrotnie dluzszego czasu od czasu potrzebnego do otrzymania wynikow
we wszystkich punktach siatki obszaru Q przy wykorzystaniu pozostalych metod,
zrezygnowano z rezultatéw numerycznych metody z funkcja Riemanna.

Jezeli chodzi o wyniki numeryczne uzyskane za pomoca metody iteracyjnej
Couranta, metody réZnic skoficzonych wzdtuz charakterystyk i metody bezposrednie-
go calkowania, to tablice 11 2 oraz rys. 2a i 2b wskazuja na ich dobra zgodnosé.
Maksymalne résmice pomigdzy danymi liczbowymi otrzymanymi przy zastosowaniu
metody réznic skoficzonych wazdluz charakterystyk i bezposredniego calkowania
a metody Couranta wzgledem wynikéw metody Couranta, wWynoszg odpowiednio
okolo 377 i 1,5%.
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Wiéred tych trzech metod wyrdinia si¢ metoda iteracyjna Couranta. Dla miej
istnieje dowod zbieznodci przybliZonego rozwigzania do rozwiazania écistego pro-
blemu (8.1)—(8.3) propagacii cylindrycznej fali $cinania. Warunkiem wystarczaja-
cym zbieZnodci uzyskanego rozwigzania do rozwiazania klasy GZQ rownan (8.1)
jest zachowanie nierowno$ci (8.11) i (8.12). W naszym przypadku sprowadzaja
sig¢ one do warunku '

9.1) 2k = 241 = At <109 s,

0t

7500 ~M. r=108¢cm

meioda (feracyjna
e miglod bezpostedmiegs calkowanta

7986 - e —— meloda rinte skonczonych if:i.,s_.:_\_‘___ﬁ
=
. . 1 | -
2200 i 3300 3400 P
Rys. 2a
r
4029 -3
1=2.333-10 " sek
4010 |-
metoda iteracyjng
s ———. meloda bezposredriego catkowania
—————— meloda raznic skoriczonych
1000 §\*
. &
I S| AN -
~ 2100 — 2600 v

Rys. 2b
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- TFablica 1
At =3333.10"8s
Metoda Couranta Metoda bezpoélfedniego Metoda féﬁnic skoiczonych
calkowania wzdhiz charakterystyk
107¢ T v T v ' T )
r=1.08 cm
2.500 6569.2 ~—2597.5 6569.2. --2597.5 . 6569.2 —2597.5
6345.7 —2483.4
2.833 6345.5 —2483.4 63409 -—2480.9 6342.9 —2482.1
6119.9 | -—-2369.8
3.166 6119.7 —2369.8 6115.0 -—2366.6 6117.1 —2368.0
5894.6 ~2257.5
3.500 5894.4 —2257.5 5889.6 —27253.6 5891.8 —2255.4
5669.8 —2146.6
3.833 5669.6 --2146.6 5664.6 —2142.0 5666.9 —2144.2
5445.3 —2037.0
4.166 5445.2 —2037.0 5440.1 —2031.8 5442.4 —2034.3
5221.3 —1928.8
4.500 5221.2 —1928.8 5215.9 —1922.9 5218.4 —1925.7
4997.7 —1821.8 :
4.833 4997.6 —1821.8 49922 —1815.3 4994.8‘ ) —1818.4
4774.5 --1716.1
5.166 41144 | —1716.1 4769.0 -—1709.0 4771.5 —1712.4
4551.8 —1611.7 _
5.500 4551.6 —1611.7 4546.1 —1603.9 4548.7 —1607.6
4329.4 —1508.5
5.833 4329.2 —1508.5 4323.6 —1500.0 4326.3 —1504.1
} 4107.3 —1406.4
6.166 4107.2 —1406.4 4101.5 —1397.4 4104.2 —1401.8
3885.7 —1305.6 7
6.500 3885.6 —1305.6 3879.8 -~-1295.% 38825 —1300.6
36644 | —1205.8 :
6.833 3664.3 —1205.8 3658.4 —1195.6 3661.3 —1200.6
34436 11072 .
7.166 34435 —1107.2 34375 —1096.5 34404 —1101.7
3223.0 —1009.8
7.500 3222.9 —1009.8 3216.9 — 998.4 3219.8 -—1004.0
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W irakcie obliczen -numerycznych byl on spelniony, gdyz At = 10-7/3 s lub
At = 10-7/6 s. Nalezy podkrefli¢, Ze w nieréwnosci(8.11), ktéra jest warunkiem
zweZania si¢ procesu iteracyjnego, nie wystgpuja. zerowe iteracje rozwigzania. Po-
niewa? jako zerowe iteracje przy obliczeniach numerycznych przyjmuje si¢ znane
juz rozwiazania w sasiednich punktach siatki, spelnienie warunku (8.11) i (8.12)
zapewnia zbiezno$¢ rozwigzania w kazdym punkcie siatki pokrywajacej obszar Q.

Tablica 2

“Ar —0.0053 om

Mefoda bezpodredniego |Metoda roznic skoriczonych

Metoda Couranta )
catkowania ’ wedhuz charakterystyk

F T , v T b4 T 2]

t== 23333107

1.000 54280 | —1961.8 5428.0 —1956.7 5428.0 —1959.3
1.010 5600.9 —2056.4 5600.3 —205L.7 5600.7 —2054.0
1.021 5772.1 | --2150.2 5770.8 —2146.0 5T | —2148.1
1.031 . 59415 —2243.4 5939,5 —2235.8 5940.5 —2241.5
1.042 6109.3 —2336.1 6106.6 —2333,0 6107.9 —2334.5
1,053 62755 —2428.3 62722 | —2425.0 6273.7 —2426.9
1.063 6440.2 --2519.9 6436.5 - —2517.8 64381 | —2518.8
1.074 6601.3 —2610.2 6601.3 —2610.2 6601.3 —2610.2

W pracy obliczano trzy iteracje rozwigzania: zerows, pierwsza i druga. Otrzy-
mywanie wigcej niz dwu iteracji znacznie przedluza czas pracy maszyny matema-
tycznej w porownaniu z czasem uzyskiwania danych dla dwu pozostalych metod.
Jednakze dla dostatecznie gestej siatki podziatu obszaru O mozna poprzestaé na ze-
rowe] 1 pierwszej iteracji. W tablicy 1 umieszczono dane liczbowe dla pierwszego
i drugiego przyblizenia. Zauwazamy, Ze obie iteracje réznig sie maksymalnie za-
ledwie o okolo 0,05%. _ |

Metody bezposredniego catkowania i rdznic skoficzonych . wzdtuz charakie-
rystyk nie posiadajg tak formalnych podstaw jak metoda iteracyjna Couranta.
Dotychczas jeszcze nie wykazano zbieZnosci otrzymywanego za ich pomoca rozwia-
zania do rozwiazania Scistego rownan rézniczkowych. Metoda réznic skoficzonych
wzdluz charakterystyk aproksymuje operator réZniczkowy (8.4) z dokladnoscia
rz¢du o (k), a metoda bezposredniego catkowania rzedu o (k2). Wplyw rzedu apro-
ksymacji mozna zauwazy¢ w fakeie, Ze réznice pomigdzy danymi Hezbowymi metody
bezposredniego catkowania i metody Couranta sa mniejsze od, réznic pomiedzy
wynikami metody réznic skonczonych wzdtui charakterystyk a metody Couranta.

Wazna role odgrywa stateczno$é metod przyblizonego rozwigzywania réwnaﬁ'
roZniczkowych. Problem stateczno$ci zwiazany jest bezposrednio z réwnaniami
réZnicowymi aproksymujacymi réwnania réZniczkowe. Metoda Couranta i metody
iteracyjne z p. 5 nalezg do metod analitycznych i dla nich problem ten nie istnieje.
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W przypadku mozliwodci uZycia metody Kellera-Thoméego mamy zapewniona
bezwzgledna stateczno§é. Dla metody bezpodredniego calkowania oraz metody
rdznic skoficzonych wrzdiuz charakterystyk problem statecznosci jest otwarty.
Mozna jedynie przepfowadzié krotka dyskusje na temal statecznosci tych metod
w przypadku przyblizonego roniqzywahid ukladu dwu rownan roiniczkowych
prawie-liniowych (8.1), opisujacych zagadnienie propagacii cylindrycznej fali §cinania.

W literaturze problem statecznodci opracowano na razie dla liniowych ukladow
réwnan réinicowvch, aproksymujacych réwnania rozniczkowe 1 okreflonych
w wezlach siatki prostokatnej, pokrywajacej dany obszar. W przypadku cylindrycznej
fali $cinania nie wykorzystujemy siatki prostokatnej, ale siatkg utworzong przez
charakterystyki rownan (8.1) (rys. 1). Z tych wezgledow wnioski ha podstawie lite-
ratury w odniesieniu do naszego przykladu nalezy wyciagaé z pewna ostroznoseiq.

Miedzy innymi statecznoécia schematow résmicowych zajmuje sig S. G. HAHN
w [23]. Gléwnym rezultatem pracy autorki jest wykazanie, Ze warunkiem konieez-
nym i wystarczajacym. stateczno$ci schematéw réZnicowych dla jednorodnego,
liniowego ukladu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu typu hiperbolicznego,
jest zawieranie sig obszaru zaleznodci réwnan rézniczkowych w obszarze zaleZnosei
réwnan réznicowych. Warunek ten jest stuszny tylko dla takich aproksymacji
roznicowych, ktdére pOZ’W&lﬁjQ rnalesé wartodé rozwiazania w chwili 7-+A4t przez
warto$ci rozwiazania w [4-1 w chwili £, gdzie [ jest liczba zmiennych przestrzennych.

W naszym przykladzié" obszary zaleznodei rownan rézniczkowych i rownan
roznicowych pokrywaja sig. Poza tym do otrzymania rozwigzania przyblizonego
réwnan (8:1) w dowolnym punkcie wewnetrznym siatki w chwili ¢-+A# wymagana
jest znajomosé rozwigzania w dwu punkiach siatki w chwili z, przy czym mamy
jedng zmienng przestrzenng. Warunek wymagany w pracy 8. G. Hamn [23] jest
wige spelniony. Jednakze nie mozemy mieé pewnofci, Ze metody TOZWigZywania
cylindrycznej fali §cinania sa stateczne, gdyz praca S. G."Hahn nie uwzglednia pra-
wie-liniowych ani quasi-liniowych ukladéw réwnan roznicowych.

Sprébuimy bezposrednio wykorzystac definicje 2 2 p. 2 do wykazania statecznosci
metod przyblizonego rozwiazywania zagadnienia rozprzestrzeniania sig cylindrycznej
fali scinania. Na mozliwoéé wykorzystania tej definicji wskazuje wyiej juz wspomnia-
ny fakt, Ze w naszym przykiadzie, dzigki temu iz tangensy katéw nachylenia cha-
rakterystyk do osi ¢ wynosza J-¢ = 4-(ufo)'?, rozwiazanie w chwili t-+At; znajdu-
jemy w zaleznosci od wartoei rozwiazan w chwili £ 4ty >0, = nAt;,n=10,1,...).
Definicje 2 mozna zastosowaé tylko w przypadku metody résnic skofczonych
wzdhaz charakterysiyk, gdyz mefody bezpoérednicgo catkowania nie moZna zaliczyé
do metod réznicowych.

Rozwiazanie prdblemu (8.1)~(8.3) za pomoca metody réimic skoficzonych
wzdluz charakterystyk sprowadza sig do rozwigzywania w kazdym punlkcie siatki
(rys. 1) ukladu dwu réwnan (8.19). ~

Przedstawimy ukiad (8.19) w wygddniejszej postaci

(9.2) U* = Dy U;+D, Up -+ ArDy,
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gdzie .
1 1 1 Ar
L (A. ) L4
2+ r ‘1-%-;? Z o
b 1+A(1+) 1+Ar’
2 p 2 2n
1+A( ) 1 Ar o
y A\ Bl s, 2y
DZ: » D3: ] U= u s
1+A (I ) 1 A 0 v
2 VAL TR T T,

U¥=U*(P*, U=U(Py), Ar=r*—r =ry—r*

Schemat réznicowy (9.2) zgodnic z definicia 2 jest stateczny, jeZeli norma rozwig-
zania ré6wnaf (9.2) dla dowolne;j chwili £ jest jednostajnic ograniczona przez normy
warunkow granicznych i normg wektora I¥y. Jest to réwnoznaczne istnienin takich
stalych K, K5, K, 7e dla kazdego Afy, i t = ndr) spetniona jest nierdwnoéé

(9.3) U (r, 0l < K1 |[U (ro, DI+K2 U (ro-et, D +K3 D3] -
Z (9.2) wynika, %e dla kazdego ¢ = nd#; i r = | zachodzi nieréwnoéé

9.4) U, Off < max (”_U (ro, DI, [2+44r (LB U (v, £ — Aty
+29Ar, U (ro+et, tii) .

Pominmy warunki granlczne i rozwazmy tylko nierdwno$¢ wynikajacg z rownan (9.2)
(9.5) U, 0l < [2+4AF (I+HNU G, £ - An)ll+2pAr.

Bardzo istotnie znaczenie w zwiazku (9.5) ma wspdlezynnik wystgpujacy prey
U (r, t — Atfl, niezaleiny od Ar. Zauwazmy, Ze przechodzae z réwnari (9.2) do nie-
réwnosci (9.5) dla norm wielkoS¢ tego wspolczynnika wyznaczona jest w sposob
jednoznaczny.

Na podstawie (9.5) mamy
9.6  fUEN< [2+4 (18 A1 UG, )i+

[2--4 {1 -H5) Ar]r — [24+4 (1 +5) 4#]

+ 2y 1+4 (1+p) Ar

Wielkosé

- 3
©.7) 20 [142 (145) eApyIm = 2n [1 T2 +p) c;] nooe | 00

co oznacza, 7e nie potrafimy znaleZé takich stalych Kl, K5 1 K, by spelniona byta
nieréwno$é (9.3) dla kazdego At i 4.




518 . : A. PIELORZ

Fakt ten jednak nie wskazuje na to, Ze aproksymacja réznicowa (9.2) bedzie
niestateczna wedlug kazdej innej definicji statecznosci. MoZemy jedynic wyciagnaé
z niego wniosek, po szczegdlowym zanmalizowaniu przejécia z ukladu réwnan (9.2)
do nieréwnoéci (9.5), ze definicje statecznodei opisane w p. 2 nie moga byé wyko-
rzystywane w przypadku metody réznic skoficzonych wzdluz charakterystyk.

Wydaje sie, ze istotng role odgrywa przy stosowaniu definicji statecznoéel opi-
sanych w p. 2 aproksymowanie réwnan rdzniczkowych postaci

(9.8) : 2 Ai — + B.

Wiedy w roéwnaniach réZznicowych
(9.9} w*{t) = [I+kQlu” (t — k)+kB

po prawej sfronie zawsze wystapi macierz jednostkowa I, co ma duZe znaczenic
przy okreslaniu stalych w nieréwnosci (2.10). :

Korzystajac z metody rdéznic skonczonych wzdluZ charakterystyk opieramy sig
na rownaniach spetnionych wzdluz odpowiednich charakterystyk. W przypadku
dwu zmiennych niezaleznych mozna, po wprowadzeniu nowych funkcji poszukiwa~
nych, sprowadzi¢ ukiad hiperbolicznych réwnafl réZmiczkowych. czastkowych
pierwszego rzedu do takiego ukladu réwnan, ze w kazdym z rownan wystepowalaby
tylko pochodna w kierunku charakterystycznym {por. p. 3, 6 i 7). Réwnania takiej
postaci mozna by przyja¢ jako analogiczne réwnaniom (9.8). Jednakie stosujac
metodg réZnic skonczonych wzdhiz charakterystyk, przy aproksymowanin réwnan
r6zniczkowych (7.4) réwnaniami réznicowymi, tiaktujemy réwnania (7.4) jako dane
odpowiednio w punktach P; (por. p. 7). Taki sposob postgpowania wyklucza zastg-
pienie starych funkeji nowymi funkcjami poszukiwanymi.

Wobec tego jedyng mozliwoscia wykorzystania definicji 2 statecznosci w przy-
padku przyblizonego rorwigzywania problemu (8.1)-(8.3) jest opieranie sig na nie-
réwnoéci (9.4), co prowadzié moze do mylnych wnioskéw odnoénie statecznosei
metody réznic skoficzonych wzdhuz charakterystyk. PowyZsze rozwazania wskazuja
wige na to, ze definicji statecznodci p. 2 nie mozna stosowa¢ w przypadku rozwig-
zywania réwnan réZniczkowych za pomoca metody 1ozn1c skonczonych WZdhlZ
charakterystyk.

W. 5. RiaseEnkii A. F. FiLiprow [55] proponuja badanie statecznosei na podsta-
wie rozprzestrzeniania si¢ jednostkowego bledu. Ich propozycje mozna wykorzystaé

‘w przypadku metody réznic skoficzenych wzdhuz charakterystyk i metody bezpo-
sredniego catkowania. Idea postepowania jest nastepujaca. Uklady réwnani (8.18)
i (8.19) aproksymuja uklad réwnan rézniczkowych (8.1). Niech przy otrzymywaniu
rozwigzania réwnan (8.18) i (8.19) popelnimy blad réwny & tylko w jednym punkcie
siatki, a w pozostatych punktach siatki nie popelnimy Zadnych innych bleddw.
Blad ¢ bedzie przyczyna bledéw w nastepnych punktach siatki. Jezeli blad w trakcie
obliczed bedzie szybko rosnaé, to przyjmujemy, Ze metoda nie jest stateczna ; jezeli
bedzie maleé, to metoda rozwiazywania jest stateczna.
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Zbadano jak rozprzesirzenia si¢ blad s dia rownan (8.18) czyli dla metody bez-
posredniego calkowania. Przyjeto & = 1. Rownania dla bledow 1., =, majg postal

- [1+(,3+ )(; —rl)]——m

. 3
(9.10) R LA ( +2ﬁ) =) T,
1\ H®

e T i(ﬁ 3)(*_ y.
ra 2ry Py o VT2

‘W tablicy 3 umieszczono wyniki dla 7,1 9. na charakterystykach r = 1-¢ (¢ — 10-7)
i r=1--c(t — 2-10-6/3) i dla podziali odcinka czasu {0, 10-6s) na 30 i 120 czesci.
Bledy sa niewielkie w poréwnaniu z £ = 1 i maleja przy zmniejszaniu oczka siatki.
Nalezy stad wnosié o statecznodci metody bezpoéredniego calkowania. Jednakze
powyiszego wniosku nie moZzna traktowad jako formalnego dowodu statecznodei.

Koficowe wnioski odnoénie poréwnywanych metod. 1.Metoda Kellera-Thoméego spei-
nia wSzystkie wymagane od metod numerycznych warunki: operuje si¢ bez-
wzglednie stateczmym schematem réznicowym, ktdry aproksymuje wyjsciowe
réwnania (4.1) z dokadnodeia rzedu o (2). Metoda zapewnia wige zbieznoéé przybli-
Zonego rozwigzania do rozwigzania cistego ukladu réwnan régniczkowych.

2. W ramach metody Couranta moZna udowodni¢ zbieZno$é przyblizonego
rozwigzania. Aby metoda przy obliczeniach numerycznych byla przydatna, nalezy
ograniczy¢ sig do obliczania dwu lub trzech iteracji rozwiazania.

3. Atutem metod iteracyinych opisanych w p. 5 jest dowdd zbieznoéci i jedno-
znaczno$ci rozwigzania. Jednakze wydaje sig, Ze w wigkszosci przypadkow ze wzgle-
du na skomplikowane wyraZenia analityczne okay si¢ o wiele mniej przydatne
przy korzystaniu z maszyn matematycznych anifeli pozostale metody.

4, Metoda bezpodredniego catkowania sprowadza sig do rozwiazywania réwnan
algebraicznych. Zasieg jej stosowalnofci jest ograniczony do ukladéw réwnan
rozniczkowych (6.1), w ktorych wektor B jest liniowa funkcjs rozwiazania. Nie
ndowodniono zbicZnosci rozwiazania przybliZonego do écistego rozwiazania rownan
rozniczkowych.

5. Metoda rézmic skoficzonych wzdlug charakterystyk jest opracowana dla
liniowych, prawie-liniowych i quasi-liniowych réwnan rézniczkowych, W poréwnaniu
z metoda bezpofredniego catkowania i wszystkimi metodami iteracyjnymi jest me-
toda najprostszg. Dotychezas nie udowodniono jeszcze zbieznodci otrzymywanego
prey jej ‘zastosowaniu rozwigzania. '

Jezeli'w dyskusji ograniczymy sig do irzech metod, ktérymi rozwiazane zagadnie-
nie propagacji cylindrycznej fali $cinania (8.1)-(8.3), to musimy stwierdzié, Ze na
podstawie tablic 1 12 orazrys. 2ai2b trudno ktérakolwiek z tych metod wyréznié.




! Tablica 3

' Rozprzestrzenianie sie bledu ¢ = 1 dla metody bezposredniego calkowania

1 1
Af = —10~7 : : At =——1077
At 3 1077 s . 2 s

Ty I . U Ts | Vg

r = 1-Fe(r=21077)
0.0000 —0.0051 0.0000 —0.0013

0.0001 —0.0050 0.0000 . —0.0013
0.0002 —0.0050 0.0000 —0.0012
0.0004 —0.0050 _ 0.0001 —0.0012
0.0005 —0.0050 ~0.0001 —0.0012
0.0006 1 - —0.0049 ©0.0001 —0.0012
0.0007 —0.0049 0.0002 —0.0012
0.0008 —0.0049 0.0002 —0.0012
0.0009 —0.0049 0.0002 —0.0012
0.0010 —0.0049 0.0002 - —0.,0012
0.0011 —0.0048 . - 0.0003 —0.0012
0.0012 . —0,0048 e 0.0003 —0.0012.
0.0013 —-0.0048 : 0.0003 —0.0012
0.0014 —0.0048 0.0003 —-0.0012
0.0015 —0.0048 0.0004 T 00012
0.0016 —0.0047 0.0004 —1.0012
0.0017 —0.0047 0,0004 —0.0012
0.0018 ~—0.0047 ) 0.0004 : —-0.0012
0.0018 —0.0047 0.0004 - —0.0012
0.0019 —0.0046 0.0005 -0.0012
0.0020 —0.0046 0.0005 00012
00021 N —0.0046 0.0005 —0.0011
£.0021 —0.0046 0.0005 —0.0011
0.0022 —0.0046 0.0005 —0.0011
0.0023 . —0.0045 0.0006 —0.0011
0.0024 —-0.0045 0.0006 —0.0011
0.0024 —0.0045 0.0006 —0.0011
0.0025 —0.0045 : 0.0006 —0.0011
= el
r=14¢clt——:10"¢
_ 3
0.0000 - —0.0036 _ : 0.0000 —0.0009
0.0001 —-0.0036 0.0000 —0.0009
0.0002 —0.0036 0.0000 —0.0009
0.0003 —0.0036 0.0000 —0.0009
£.0003 —0.0035 0.0001 —0.0009
0.0004 —0.0035 0.0001 ' —0.0009
0.0005 —0.0035 : 0.0001 —0.0009
0.0006 —.0.0035 0.0001 —0.0009
0.0007 - —0.0035 0.0002 —0.0009
0.0007  —0.0035 0.0002 —0.0009
" 0.0008 ' —0.0034 0.0002 1 —0.0009

[5201
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Otrzymane za ich pomoca dane numeryczne charakteryzuja si¢ wystarczajaca
zgodnofcia, aby kazda z tych metod wykorzystaé do rozwigzania problemu (8.1)- -
(8.3). Jesli wezmiemy pod uwage czas dokonywania obliczen numerycznych, to
metoda réinic skoficzonych wzdhuz charakterystyk i metoda bezposredniego catko-
wania géruja nad metoda Couranta, gdy liczymy wigeej niz dwie iteracje. Jednakze
w przypadku tych metod problem statecznofei, a tym samym problem zbieznodci
przyblizonego rozwigzania _‘"_d-o“ Scistego rozwiazania réwnan rézniczkowach, po-
zostaje otwarty. Jedynie dzigki temu, iz w ramach metody Couranta dowiedziono
zbieznodci rozwiazania przyblizonego, mamy pewnodé, Ze uzyskane za pomoca
tych trzech metod rozwigzanie jest zbiezne do rozwiazania réwnan rézniczkowych

(8.1).

10. Krzywa odciaZania .

Uklad réwnan réiniczkowych (8.1), opisujacy propagacje cylindrycznej fali
§cinania wjednorodnym ofrodku sprezysto/lepkoplastycznym, jest spelniony w obsza-
rze ograniczonym prosta r = rg, prosta r = ry+-ct oraz krzywa odcigZania. Krzywa
ta oddziela obszar, w kitérym ma miejsce proces obcigZania od obszaru procesu
odcigzania. Jest ona w naszym przykladzie scharakteryzowana réwnodcig v == 2.

_. Tablica 4. Krzywa odcigzania

Metoda Couranta Metoda bezpos’.r.edniego Metoda ]{(')irlic skoficzonych
catkowania wzdtuz charakterystyk
r | 108r ’ | 10t¢ v | 1082
2.684 519.0 2.684 519.0 2.684 519.0
2.528 473.9 2.520 471.2 © 2,483 462.6
2.338 4201 12.359 426.7 2.294 4117
2,147 366.3 '2.194 380.6 2.105 362.4
1.959 . 3131 2.024 3332 1.919 308.3
1774 - 261.3 1.850 " 284.8 T1.739 T 267.7
1.597 2117 1.675 235.6 1.566 205.4
1.430 165.0 1.4990 186.3 1.404 160.4
1.275 122.2 1.325 137.7 1.255 123.1
1.134 83.7 1,157 909 | 1120 83.1
1.000 50.0 1.000 50,0 | 1000 50.0°

Krzywa ta zostala ynaleziona numerycznie przy At = 25.10~% oraz dla warunku
brzegowego p (£) = 2% (1 - 105£). Jako punkty krzywej przyjmowano punkty
posrednie pomiedzy kolejnymi punktami siatki wzdhuz charakterystyk w przypadku,
gdy w jednym punkeie siatki zachodzilo 7 > %, a w. nastgpnym 7 <{x. Punkty
krzywej uzyskane za pomoca metody Couranta, metody bezposredniego calkowania
i metody roznic skoficzonych wzdiuz charakterystyk przedstawia rys. 3. Jak wynika
Z rys. 3, odleglos$ci migdzy krzywyml odéigzania, otrzymanymi za pomocy tych trzech
metod, sa wystarczajaco male, aby kazda z tych krzywych mogta zostac przyjeta
jako krzywa odciazania w przypadku problemu (8.1)-(8.3).
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195 )
sek]
560~
00—
gﬂﬂ —
el
Pid : : e krzywa wg danych melody iferacyjne;
: - dane metoedy iteracyjne)
000 + dane. melody bezposredniego catkowania
dane melody niznicowe)

10 15 ' i T [T B 25 ,.[ij

Rys. 3

Przeprowadzmy dyskusje, kiedy pochodne rozwigzania moga by¢ nieciggle
wzdluz krzywej odciazania o-réwnaniu /' (r, £) = 0 w zaleZnosci od funkcji lepkosci.
Niech w (r, #) bedzie rozwiazaniem cylindrycznej fali §cinania w obszarze obcigZania
1 w obszarze odcigzania, w ktorych spetnione s3 odpowiednio réwnania teorii spre-
Zystosel i teorii sprezystoflepkoplastycznosci. Niech (u),,.(1), oznaczaja odpowiednio
wiclkodci w obszarze sprezystym i sprezysto/lepkoplastycznym. Wtedy dla naszego
przykladu w obszarze sprezystym shiszne sa zwigzki o

awoy (W) tA (W) +B, =0,

a w obszarze sprezystoflepkoplastycznym

(10.2) - . : AW A (W) B =10,
gdzie . .
0 —H . T .
A= 1 3 W = s
—— 0 7
(10.3) ¢ . . _
f il T, t
1 el
B, — ¥ B r o %
S22l c2ef
e roe
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Dyskusja zostanie przeprowadzona przy zaloZeniu, 2e warunki graniczne sa funkcja-
mi rézniczkowalnymi wystarczajaca ilo$¢ razy oraz dla dwu réznych postaci funkc_n
lepkofci, zaproponowanych przez P. Perzyng [49)

T il T o

@, (? — 1):0;‘ A,II}:Xp (; ~ 1) %1},
T N T “

a1~ S (E-),

a=1
gdzie A, i B, (a=1,2,...,N) sa stalymi materialowymi.

{10.4)

Niech rozwigzanie w w obszarach odciazania i obeiazania jest funkcja klasy C1
i niech na fali odciazania f(r, ) = 0 jest ciagla pochodna

5 dw .

(10.3) 7 CrWy+wWe,

gdzie ¢y = —1fiff; jest predkoseia fali odeigZzania. Wiedy w dowolnym punkeie na fali
odcigZania mamy : :
(10.6) Iwe]4-cp [we] = 0

gdzie preez [u] = [ip — v,] 0Znaczony zostal skok wielkosci . Odejmujac réwnania
(10.1) od réwnafi (10.2) i wykorzystujac zwiazek (10.6) otrzymujemy

(10.7) (Iey— A) [wil-+ep [B] = 0,
Przy przejsciu granicznym 1 - % mamy
(10.8) ‘ (Iey— A) [w] =

dla obu funkeji lepkosci (10.4). Z réwnodei (10.8) i (10.6) wnioskujemy, ze jezeli
det (ley — A) # 0, czyli predkosé fali odcigzania w Zadnym punkcic nie jest réwna
predkodei charakterystyk, to pochodne czastkowe rozwiazania réwnar opisujacych
propagacje cylindrycznej fali $cinania sa funkcjami ciaghymi wzdhiz krzywej odeig-
zania f(r, 1) = 0. Nieciaglo$¢ pochodnych jest mozliwa tylko wiedy, gdy krzywa
odciaZania jest charakterystyka.

Zatdzmy, 7e ¢y # +-(ufo} /2 i wjest klasy C2w obszarze odcigzania oraz w obsza~
176 obcigZania i Ze pochodna

dw,

T = CfWatWu

(10.9) 7

jest funkcja ciggla na f(r, 1) = 0. Réaniczkujac réwnania (10.1) 1 (10.2) wzgledem |
czasu, odejmujgc je stronami, korzystajac z réwnodei Wir)e = (Wredp, (W) =
= (Wy}, oraz wykorzystujac ciaglosé funkeji (10.9) mamy

(10.10) (Tey — A) [Wel -+ [B] = 0.

Rozprawy Inzynierskie — 13
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Zavwazimy, ¢

(10.11a)

1 T o T a1 T o
Qyu "—n[Alexp(—l)—i— aAG(A — 1) exp (--—*1) ]
[Bg]l = ® ® w=2 ® "
0
lub
1 - N T 3

Dpp— 1y lB] -+ 2 aB, (T — l) ]

(10.111) [Be], = * a2 ® :
0

Wazdhoz krzywej f(r, 1) =0
(10.12) [By] = [”;“J,

gdzie m = 2ypudjx lub m = 2y uBfx.

W naszym przypadku naprezenie v jest funkeja malejaca w ofoczeniu fali odcig-
zania, wobec czego ¢ 7 0.

Istnicja dwie mozliwofci: 1) m =0 czyli A; = By = 0. Wiedy lim [B;] = 0,

a 1o pocigga za soba ciagtoéé drugich pochodnych czastkowych rozwiazania wzdluz
fali odcigzania. 2) m s 0, czyli 4; # 0, By # 0, co zapewnia istnienie skokdéw
[wie] i Twe] wzdluz krzywej £(r, £) = 0. '

Widzimy, ze od wspolezynnikéw A, i B« wystgpujacych w funkcjach fepkodci
(10.4) zalezy ciagloéé pochodnych rozwigzania zagadnienia propagacji cylindrycznej
fali §cinania wzdluz krzywej odciazania. Nasuwa sig nastgpujace ’

TwIERDZENIE. Niech det (Iey — A) #0 i niech A, =0, B.=0 dla u=
=1,2,..., M, M <N, a Ay #0, By #0. Jezeli rozwiqzanie w jest klasy
CMI2 0 obszardch odcigzania i obeiqzania oraz jezeli pochodne

d i &
+

a - T T
funkeji ciqglych sq fumkcjami ciqgiymi na krzywej odeiqzania f{r, 1) =0, fo po-
chodne 8 widt* rozwiqzania cylindrycznej fali $cinania do rzedu M1 sq funkcjami
cigglymi wzdluz krzywej f(r, 1) =0, @ pochodna 9M+t2w/3M+2 jest nieciqgla.
Dowéd. Na podstawie zatozenia funkcje lepkoéci (10.4) maja postaé

N

T T @
&, (~: - l): Z’ Aa[eXp(y #1) —1],
% =M1 v

{10.13)
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Latwo zauwaiyé, Ze wzdhuz [ali odcigzania

& w .
(10.14) (Icf—A)[ ]2 dla a=1,2,..., M+1.

Wobee tego pochodne 8" w/ét* (o = 1, 2, ..., M+1) sq ciagle na krzywej f(r, £) = 0,
natomiast

: M2y aM+1 B
(10.15) (Jey— A) {m[?] =&y ["ﬁﬁ]—]’

gdzie

(10.16) lim

T

[ VM
[6“’“231 (M +D)tm (—)
== x ]

SpM+2
0

przy czym m = 2yudary lub m = 2yuBa, ;. Poniewas 7, #0 i m # 0, ukiad
(10.15) posiada niezerowe rozwiazanie czyli pochodna 8M+2 w/a+2 nie jest ciagla
wzdtuz fali odciazania.

Podobne rozumowanie przy tych samych zalozeniach mozna przeprowadzié
W odniesieniu do pozostatych pochodnych rozwiazania i wykazaé, ze wszystkie
pochodne czgstkowe funkeji w do rzedu M -1 sq ciagle wzdtuz krzywej odciazania.

W numerycznym przykfadzie jako funkeje lepkosel przyjeto funkcje (10.4),
przy By =1, Ba =0 dla a > 1. Wobec tego w tym przypadku rozwiazanie jest
ciggle wraz z pierwszymi pochodnymi wzdiuz krzywej odciazania.

Autorka wyraza swa wdzigezno$é doc. drowi P. Perzynie za cenne wskazdwki
I dyskusje, ktére byly bardzo pomocne przy pisaniu powyizsze] pracy oraz
mgrowi B. Jasiiskiemu z CO PAN za wykonanie obliczern numeryeznych. (1)
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Pe3tome

O METOOAX TIPMBMVDKEHHOI'O PEMEHWA BOJNHOBBIX 3AOAY
B HEVIPYI'UX CPEOAX

B paforte, asTop, OTPaRNYUBACTCS TAKHME BOJHOBEIME BOUPOCAMSY, KOTOPBIE CBOJAAICA K pe-
HICHWIO ¥pacBolf 3afjady A THOEePGOIHICCKHK CHeTeM AugHbepeLIMabHeIX YPABHCHIH ¢ YACTHR-
MU DPOM3BOIHLIME TEPBOLo Nopsaka, Taxue ypanHeHsI, B 00MIEM, HEFHTETPAPYEMEL B 3aMKHYTOM
Be. TIPHMEHACMIIMIE METOMAMH PELICHHS ABILTEOTCA NPROIHMETHBIC METO/B, NPeHMYIECTEEH-
HO, MeTOABI KOHEYHBIX pasHocTeil. B coyuac IIDEMEHCHHS Bh{OICOPUBCACHIIOTD MCETOJ4, BMECTO
cHcTeMbt MHOGCPEHIVANbHEIX ¥ PATHEHHR, PEWAeTCH CHCTEMA PASHOCTHEX ypasreHul. Heobxo-
IIMBIM YCIIOBHEM CXOIAMOCTE NPEGTHKEHHOTO pEMeHHs K TOUHNOMY PEHIeHHIO mudnbepernyans-
_HBIX YpasHeHui, ABAAETCA YCTOUTHBOCTL CHCTEMBL PASHOCTHEIX ypaeHeHwH, Pazpen 2, saknrodaer
narbomee H3necTHbie HehUHANE YCTORTHBOCTH JTs THHEHHEIX Pa3HOCTHBIX YDABHEHHI C YIOCTOAE"
HEIMH H OEPEMEHHBIME K03bdunMenTam,

I'napuoit nempic paboTEI, SBNSETCA CpaBledde IIATH METOJOB  TPHGIERENHOTO  PEICIHs]
cHeTeM JaddepeInuaILELIX YPABHEHWH ¢ YACTHEIMHE IPOH3BOLHBIMW YEPBOTO HOPSAKA THIEp-
GONAUECKOr THTA ¢ ABYMSI HEIABHCHMBIMH ITEPCMEHHBIME, JTHMH METOJIZMU ABNAETCH HTepa-
DHOHAETE MeTol KypanTa, MeTo[ HeNOCPEeNCTBENHOrC HHTCIPHPOBAHHA, METOH KOHCHHBIX pas-
HocTel BHONL XapaxTeprcetur, MeTon Kemnepa-Tome B HTEPAITHOHREIE METGALI, KOTOPBIE MOXKHO
OPHMEHSTE UL CIyUas TAKWX CHCTEM YPaBHemui, DAIOLME BO3MONIIOCTE CBECTH HX K Andie-
PEHIMANBPEOMY YPABICHEIO ¢ YACTHBEMH NPOM3BOIHLIME BTOPOTO NOPAAKA, DTH METONB OHA-
CEIBATOTCSH B paspenax 3—7. ViTepalmonsnle MeToda, a Take Merop, Kenmepa-Tome ofecreynnaior
CXOAUMOCTE TIPHOMMKEHHOTO PEINENEA ¢ TOYHBIM pEMeHHEM w(beperHuansteiX  yPaBHeHUH,
Merog KypanTa, MeTOR HEIOCPSACTBCHHOro HHTETPHPOBANMA, 8 TAKMe METOJ KOHEMHBIX pa3s-
HOCTeH BAOHEL XapakTePHCTHK CPABHUBAIMCE HA NPHMEPE HUNRAAPHYCCKON BONHBL CABULA B YNDY-
Toi BAsKOMmnacTHYecKol cpepe. Jns cayuas meroaa KypaHTa OpOBORATCH ITOCACEOBATERBHO TPH
ATeparpE, YucacHunie pe3ynbTATH, XapakTEepH3YIOTCA HAJUICHAUIHM COrTACHEM.

OficyxiaeTcsa BOOPOC YCTOWYMBOCTH DPACCMATPHBACMBIX METOAOB., MTepauuOHHEIE METOHEL!
ABNAFOTCH AHANATAYCCKEMIA METOIAME H JUTSA HUX STOT BONPOC HecymecTEyet. [na metona Kenepa-
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-Tosme nokazana adcomoTHas yerolurpocTs B [28]. [ ocraneHbx A8yX METOROB BOOPOC YCTOH-
WHBOCTH ABAACTCA OTKPEIThIM. TpOBOATCA AHANM3 ITHX IBYX METOHOB UM CJAYYAsM DEMICHHA
CHCTEMLL ABYX NOHTH AHHEHHLIX YPasuemmit (8.1), OIMICLIBAIOMWEX PACIPOCTPAHCHAES ILANMMH/IDE-
Yeckoil BOMHLL COBHMrA B YOPYTO-BAZKOMMACTMHECKOH cpefie. ABTOP, NPH 9TOM, OCHOBERIBAICH HA
paboTax [23] u [55]. orazaro, 410 [P ¢Ry4ad METOAA KOHEHHBIX PA3HOCTEH BOOAL XapakTepH-
CTHK, HENL3s1 MCIONb30BATE NeGHHHINIO YCTONUMBOCTH, OOMCAHKON B pasmene 2,

Pazgen 10 3axafoqaeT HEKOTODBIE PACCYKIAGHHH, KACAIOHIMECH HEIPEPLHIBHOCTH [IPOM3IBORHBIX
PeIleHHs, IMARHAPHICCKOR BOJHBL CABHIA B YIPYTOH-BASKONNACTHYECKOH cpefe na kxpueoi pas-
TPY3KHE.

Summary

ON THE METHODS OF APPROXIMATE SOLUTIONS OF WAVE PROBLEMS
TN INELASTIC MEDIA

In the paper we have confined ourselves to those wave problems which can be brought down
to the problem of solving the boundary-value problem for hyperbolic sets of partial differential
equations of the first order, Tn general such equations afe not integrable in closed form. The methods
of solution used are approximate methods, most often the methods of finite differences. In the case
of utilizing the method of finite differences instead of a set of differential equations we solve a set
of difference equations. The necessary condition for the convergence of an approximate solution
to the exact solution is the stability of the set of difference equations. Chapter 2 contains the best
known definitions of stability for a linear set of difference equations with constant and variable
coefficients.

The major purpose of this paper is to compare five methods of approximate solution of sets
of partial differential equations of the fiest order of hyperbolic type with two independent variables.
These are: the iteration method of Courant, method of direct integration, method of finite differences
along the characteristics, the Keller-Thomée method and iteration methods which can be applied
only in the case of such sets of equations which can be reduced to a partial differential equation
of the second order, These methods have been described in Chapters 3-7. Tteration methods and
Keller-Thomée method ensure the convergence of the approximate solution fo the exact solution
of the differential equations, Courané’s method, the method of direct integration and the method
of finite differences along characteristics have been compared on the example of a cylindrical shear
wave in an elastic/viscoplastic medium. In the case of Courant’s method 3 iterations were calculated.
The numerical results are characterized by good conformity.

The problem of stability of the methods considered has been discussed. The iteration methods
ate analytical methods and for them the problem does not exist. For the Keller-Thomée method
the absolute stability has been demonstrated in [28]. For the remaming two methods the stability
problem is open. The stability of these two methods has been analyzed in the case of solving a set
of two semi-linear Eqs. (8.1}, describing the problem of propagation of a cylindrical shear wave
in an elastic/viscoplastic medium. Taken there as a basis were the papers [23] and [55]. 1t has been
shown that in the case of the method of finite differences along the characteristics the definition of
stability described in Chapter 2 cannof be utilized.

Chapter 10 contains some considerations concerning the continuity of derivatives of the solution
for the cylindrical shear wave in an elastic/viscoplastic on a load curve.
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