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O RUCHU SPREZYSTEGO WAERU WIRUJACEGO
W PODATNYCH LOZYSKACH

AGNIESZKA MUSZYNSKA (WARSZAWA)

W szeregu konstrukcji wirnikowych sztywnos$é gigtna walu i sztywnodé tozysk,
a nigjednokrotnie i sztywnosé calego korpusu wraz z jego zawieszeniem, sa wielko-
Sciami bliskiego rzedu. Przy badanju dynamiki wirnikéw takich maszyn powstaje
konieczno$¢ jednoczesnego uwzglednienia odksztalceft walu i sprezystych podpér,
na ktdrych oparty jest wal. Nieuwzglednienie podatno$ci podpér wirnika w procesie
projektowania bywa czesto przyczyna duZych rozbieZnoci miedzy obliczonymi
a rzeczywistymi obszarami drgan rezonansowych i innych standw krytycznych [114 2],
W wielu konstrukcjach spretyste zawieszenic wirnika wprowadzane jest Swiadomie,
gdyZz przez odpowiedni dobdr charakterystyk sprezyn mozna polepszyé wlasnodci
dynamiczne wirnika (w szezegélnodei przejicie przez obroty krytyczne odbywa sic
przy mmnigjszych amplitudach drgan giginych walu; moZna tez znacznie zmniejszyc
‘amplitudy drgaid samowzbudnych [3-6]). Crzesto réwniez obok uwzglednienia
spreZystej podatnodci podpdr lozyskowych w procesie teorelycznej analizy ukladu
wirnikowego potrzebne jest uwzglednienie thumienia, ktére zawsze istnieje w realnych
konstrukcjach Ilub tez specjalnie jest wprowadzane przez résnego typu thumiki
[7-141

Zagadnieniem teoretycznej analizy ruchu sprezystych wirnikdw, zawieszonych
w podatnych podporach, zajmowato sig wielu autoréw. Przewaznie w rozwazaniach
przyimowano liniowe charakterystyki sprezystodci i thumienia, zarédwno walu jak
i podpor {1, 2, 12-28], przy czym analiza. prowadzona byla gldwnie w kierunku
zbadania zachowania si¢ wirnika w przypadku anizotropii sprezystych wlasnoéci
podpér loZyskowych w dwdch wezajemnie prostopadiych kierunkach. W szeregu
prac (np. [2 i 23]) proponujc si¢ uwzglednienie podatnosci podpdr lozyskowych
przez wprowadzenie zastgpczego wspdlczynnika sztywnoSci, wyznaczanego do-
swiadczalnie. Oczywifcie w sposobie tym zaloZono z géry liniowosé charakterysivk
sprezysiych, zardwno walu jak i podpdr lozyskowych. Sposoby analitycznego
wyznaczania zastgpezego wspolezynnika sztywnodcl podane sa np. w pracach [5, 12
129

Znacznie moiej publikacji poswigcono analizie ruchu wirnika ze sprezystym
walem, zawieszonego w sprezystych podporach o nieliniowych charakterystykach.

Wiadomo [30], ze np. warstwa oleju w panewce lozyska §lizgowego zachowuje
sig¢ jak podpora sprezysta o mieliniowej charakterystyce. Réwniez zamocowanie
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watlu w toZzyskach tocznych nie zawsze moZna rozpatrywaé jako zupelnie sztywne,
lecz nalezy uwzglednié podatnosé tego lozyska. Podatnoéci lozysk toczmych sa
na ogdl nieliniowymi funkcjami ugiecia [31]. Dodatkowym czynnikiem wprowadza-
jacym nieliniowoéci charakterystyki spresystej sa luzy w lozyskach, rosnace w miarg
zuzywania sie wspolpracujacych czedci. W zasadzie we wszystkich konstrukcjach
wirnikowych charakterystyki sprezystych podpér nalezy traktowaé jako funkcje
nieliniowe.

Analizg ruchu wirnika w sprezystych podporach o nieliniowych charakterysty-
kach zajmowal sie W. A. Grosow [27, 32-34] przyjmujac skladowe Pg, Py (rys. 1)
sity sprezystosci w podporze lozyskowej w postaci

(1) Py =kyx+koyx3, Py=k yt+ky3,

gdzie x,y przedstawiajy ugigcia w dwéch wzajemnie prostopadlych kierunkach,
ky, kp — state wspolezynniki.

W pracy [27] autor rozpatrzyl réwniez przypadek odcinkowo liniowych, Tama-
nych. charakterystyk sprezystosci podpér. W cytowanych pracach W. A. Grobowa
analiza ruchu wirnika zostala przeprowa-
dzona przy zastosowaniu asymptotycznej
metody Bogolubowa i Mitropolskiego,

A. TonDL [36-38] zanalizowal ruch wir-
nika przy zaloZeniu, Ze sity sprezystosel pod-
pér tozyskowyeh sa nastepujacymi funkejami
odpowiednich ugigé: ‘

Po=1Tyx+kyx2, Py=ksy,

a w pracy [22]

“.Q,'Px:klxzﬂkzx-*, Py=kyy2— ky 3.

E. Stankiewicz [39] przyjmowal sie
sprezystoscl podpory w postaci

P — k(x232)0,

gdzie k, ¢ oznaczajg stale wspdlczynniki
(zdy ¢ = 3/4, to powyisza zaleZnos¢ opisuje
podatnoé¢ promieniowa fozyska kulkowego).

W niniejszej pracy zbadamy ruch pio-
nowego, sprezystego, bezmasowego walu
z zamocowanym w Srodku jego dlugodci
statycznie niewyréwnowaZzonym  cienkim
krazkiem o masie m. Wal obraca sie ze stalg predkoscia katowa w w dwoch jednako-
wych sprezystych podporach lozyskowych (rys. 1).

Zakladamy, ze sily sprezystoci zaréwno walu jak 1 podpér maja charakter
sit centraloych [40] i sa na ogdl nielimiowymi funkcjami ugigcia promieniowego,
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Przyjecie takiego modelu wirnika jest uzasadnione w przypadku symetrycznych
waléw o niewielkich wartosciach niewyréwnowazenia: wtedy cfekt Zyroskopowy
W rozwazaniach mozna pominadé,

Dla wyprowadzenia réwnan ruchu wirnika obieramy uklad wspdlrzednych
nieruchomych x, y, z oraz ruchomych &, 7, z, obracajgcych sie wraz z wirnikiem
wokot osi z ze stala predkoscia katowa o (vys. 2). PoloZenie osi 4 wybieramy tak,
aby $rodek masy krazka oraz punkt zamocowania krazka na wale znajdowaly sig
na prostej rownolegtej do osi . Przyjmujemy, ze ugigta linia walu jest krzywa plaska.

Dla tak zmodelowanege wirnika réwnania ruchu matych drgan gigtnych we
wspdlrzednych ruchomych beda mialy nastgpujaca postaé:

£ — 2cm] — 02 ELKE ta (€ — on)+ fl ( ) (¢~ &) =0,
@ f ()
7 208 — w?gtky 4a () 408+ == (5 — ) = Ho?;
) ]
1() (5m§0)_ 6 2(?0)
3
G f2 (f‘ 0)
= ") = 1o
gdzie
r=V(E— EP+ — mo?,
) A
Fo= .3./554’77(2)-
W réwnaniach (2) mk jest wspdi-

czynnikiem wewnetrzengo liniowego
thomienia w elementach sprezysiych,
ma jest wspdélezynnikiem liniowego thu- Rys. 2

mienia zewnefrznego; f1 (#) jest sila

sprezystosci watu, f2 (rp} — sila spredystosci podpédr lozyskowych. Przyjmujemy,
7e funkecje f1 (1) i fa(re) sa na ogdl nieliniowe, przy czym zaklada sig, Ze

O H©@=0, £HO)=0.

Rownania (2) sq réwnaniami rézniczkowymi ruchu krazka. Uklad réwnan (3)
stanowi warunek réwnowagi sit sprezystodel; stad otrzymuje sie zaleZnosé ugied
waln od ugigé spreiyn w podporach. Z ukladu réwnan (3) wynika, Ze

(6} bon =m0 &, S10)=r2(r0).
Wprowadzamy nastgpujace oznaczenie:
) R=y &2 = rir;
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wtedy wyraZenie (6) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

8 fi{R—rp) = fatr).
Z, rdwnania (8) powinniémy otrzyinad zaleinosc .
&) 19 = ro (R).

Nie zawsze jednak udaje sig otrzymaé te funkcie bezposdrednio.

W niektérych przypadkach szezegdlnych zaleinodé (9) uzyskuje si¢ analitycznic
doé¢ prosto, np. gdy funkcje f1 1 f2 sa liniowe lub gdy f1 (7) | f2 (rp) maja identyczng
monotoniczng postaé funkcyjng {(w tym ostainim przypadku z zaleZnosei (8) otrzy-
mujemy rg = R/2). Réwniez w dwoch skrajnych przypadkach, gdy dany jest: 1} szty-
wny wal wirujacy w sprezystych podporach, 2) gietki wal w sztywnych tozyskach —
réwnania ruchu (2) 1 (3) znacznic sig upraszezajg. W przypadku pierwszym manty
Ji{iry =00, r=0, =R, §= &y, 3 =1np oraz z (2}

" . . . R
E—20n — 0? EHkEHa(f — o)+ szR(m)

E‘:O;

- {:- . ., f2 (R) 5
72w~ w2 gtk da (7 Fef)+ i n = Hw?,

W przypadku drugim mamy fy (rg) = 00, rg = 0, r = R, &y =1 = 0 i réwnania
ruchu (2) sa nastepujgce:

. ) . . HR)
E—20n — w2 +kEFa(E — cu‘i})-*f-"”ﬁn‘r §=0,

R
&7) 1 = Hw?,

“ T T
7-+2mw¢ — @2 n-ky4a (n +ob)4+ R

W przypadku ogélnym uzyskanie zalednodci (9) z réwnania (8) jest dosé klo-
potliwe, dlatego tez czesto stosuje sig rozmaite przyblizone sposoby otrzymania
tej zaleznoéci.

Ogdlnic rzecz biorge, jeieli spelnione jest zaloZenie (5) oraz w obszarze
D {lrg} < A, {R] << A3}, gdzie 2 = const >0, jezeli funkeje fy 1 /5 sa klasy C1oraz jesli

{‘%(ro) U (R— f‘n)]
dry dre o

(10) — K #0,

=0
R==0
to w otoczeniu punktu (rp = 0, R = 0) z réwnania (8) mozna okresli¢ funkejg ro =
= ry (R) w spos6b jednoznaczny. Funkcja ro (R) jest wtedy ciagla i 7o (0) == 0 [41].
Nizej podamy kilka przyblizonych metod uzyskania zaleznodei (9) z rownania (8).
a) Metoda kolejnych przeblizeri. Zakladamy, Zze funkcje fi i fy sa klasy C1
i spelnione sa zaloZenia (5) 1 {10). Réwnanie (8) mozemy przedstawié w nastepujacej
postaci:
an r{,:m;fZ(}O)wﬁ(Rﬁm,

gdzie K okreSlone jest za pomocq wzoru (10).
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Przy zaloZeniu ciagloéci pochodnych funkeji fi i f5 mo#na wybraé taki obszar
D gl << 4, R} < 8}, gdzie A == const > 0, 6 = const > 0, aby byly spelnione
nastepujace nierdownosei:

Ao YR~ )

dro ary
1— X <A<,

fi (®)
Tﬁ’<(1 — A,

gdzie A jest pewna stala liczba mniejsza od jedno$ci.
Przy powyiszych zaloZeniach z rownania (11) otrzymujemy w pierwszym przy-
blizeniu w obszarze D* [41]
o HE
K
Nastepne przyblizenia majg postad:

LG8 — L (R—1D)

D - {1
P2 = < ,
{2 (2
o O = (R =)
P T g T 7__K7 3

RO = LR — g
= .

P — )

Roznica migdzy rozwiazanicm: Scistym ry (R) a rozwigzaniem n-tego przyblizenia
szybko maleje ze wzrostem » i wynosi

lro (R) — #§1 << A2

Metoda kolejnych przyblizen jest doéé pracochionna, jednak ze wegledu na
mozliwo$é oszacowania bledu przy kazdym «kroku» przyblizenia oraz ze wizgledu
na do$¢ ogélne zaloZenia dotyczace funkeji f) i fo metoda ta jest godna wuwagi.
W rozpalrywanym przypadku wychylen walu przy wyprowadzaniu réwnafi ruchu
zaloZono, ze wychylenia sa male; zaloZenie ograniczajgce wartoéel rp i R do obszary
D* nie ogranicza wige zakresu stosowalnosci mefody kolejnych przyblizef.

Dla przykladu niech dane beda nastepujace funkcje:
N =0birtbyr3, falr =cirteyrg.

Pamigtajac, Ze r — R — ry i podstawiajac dane funkcje do réwnania (8} otrzymujemy
w pierwszym przybliZeniu
by

0y — Ly
; R - R3 s
0 bi+ey b4y
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a w drugim przyblizeniu

(12) P =R T By & — e3 ) — ik by el tes B+
‘ bﬁrcl (b eyt PV by te )4 17763 b7
e b BE
(bl'i’ )4 (b301 - €3 1) (bl”!’cl)4 (C3“[~b3).

Jak widaé, w kazdym nastepnym przyblizeniu wzrasta liczba wyrazdw i jednoczeénie
nastepuje korekcja wspolezynnikéw przy poszezegélnych potegach R

b) Rezwigzanie réwnania (8) za pomocq szeregdw. Jezeli w otoczeniu punktu
(r =0, ry = 0), funkcje f1 (") i f2 (ro) sa analityczne i spelnione jest zaloZenie (5) to
funkcja rg = ry (R) okreslona réwnaniem

(13 SL(R — 1) = fa (ro) = O

jest réwnieZ analityczna w otoczeniu punktu R == 01 mo#na ja przedstawic w postaci
szeregu [41]
{14) 1 = a1 Rtay R24-a; Ri+....

Jeieli funkcje stojaca z lewe]j strony réwnania (13) rozwiniemy w szereg w otoczeniu
punktu (r = R — ry = 0, ry = 0), to oirzymamy nastgpujace rozwinigcic:

dzfl] (R —rp)? B

V= T TET L hir |
(IS n= [dfi] [dfz] TR 2
{_dl{)
2] B [BA] R [d*fz] I3 }
[dr0]2'+[ 3]@ 31 p7 ETIRE

APEA
[dr ]0+[di'0 O:K# 0.

Podstawiamy szereg (14) do prawej strony wzoru (15), a nastgpnie przyréwnujemy
wspblezynniki przy jednakowych potegach R. Stad otrzymujemy formuly okresla-
jace wspllczynniki a5, 1= 1,2, ...:

i
Dk ar o

*i{[ﬂfl] (1 — a)2 [dzfz] ﬁ}
IS | 2N RT Tart )2l

B {[dzfi] 1—a [dzfz] Gy @2 +[‘l3f1] (1—f11)3__[d3f2] _6_7’;’_}
BT T 4z |, 1 as |, 31 a2 1,31

przy zaloZeniu, Ze

Ze wzgledu na przyjete zaloZenie, 2e wychylenia walu sa male, a wige Ze sa male war-
todei rirg, w praktyce mozna ograniczyé si¢ do skoficzonej liczby wyrazow szeregu (14).
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Otrzymuje si¢ przy tym dostatecznie duZg dla celéw praktycznych dokladnosé
{(np. w pracy [27], przy przyjeciu funkcji /5 w postaci (1), ograniczajae sie do dwéch
wyrazéw szeregu i stosujac dalej jednoczestoSciows metode Bogoliubowa-Mitro-
polskiego, uzyskuje si¢ wicle praktycznie waznych wynikéw dla podobnego zadania
Z dynamiki wirnikéow).

Przytoczona metoda jest o tyle niewygodna, Ze wymaga, aby funkcje f; i f>
byly klasy C, a ponadto jest réwniez do$é pracochlonna.

Dla preykiadu rozwiazemy metoda przedstawmna wyzej 1o samo co poprzednio
zadanie. Gdy dane sg funkcje

S1@y=bir+byrd, L) =ciroteyry,

to za pomoca wyZej przedstawionej metody z réwnania (8) uzyskujemy wzér

i + s h p
1o =R bi+e (51"%11)4( e aaby)-
3RS . ,
T ey ®lo b Glathd) ..

Jak wida¢, pierwsze dwa wyrazy szeregu ry (R), uzyskane za pomoca obu przedsta-
wionych metod i okreélajace pierwsze i drugie przyblizenie, sa dla rozpatrywanego
przykladu identyczne [wyraZenie (12) i pierwsze dwa wyrazy wyraZzenia (16)].

¢} Metoda wykresina. W przypadku,
Jezeli funkeje /1 () 1 /5 (o) sa dane w po- 2k Ly
staci wykresu (jezeli znane sg analityczne
wyrazenia tych funkdji, to wykresy mozna
zawsze sporzadzi¢), zaleznoéé (9). mozna
olrzymaé metoda wykrestna. O funkcjach
f11 f2 nic dodatkowo poza ich cigglodcia
si¢ nie zaklada. Wykresy funkcji fi () = F% ¢ (Rl B
= f1 (R —ry) i fa{rg) przedstawia sie na Rys. 3
Jjednym rysunku (rys. 3); punkt przecigcia _
krzywych okresla szukana warto$é ry, przy czym w zaleznosci od odleglosci od
siebie osi rzednych f i f (czyli w zaleZnodci od wartodci parametru R) punkt ien
bedzie zmienial swe polozenie. Sposdb znalezienia cigglej zaleznosci Fy = rg (R)
ilustruje rys. 4. Na gérnym wykresie w plaszczyzmc ry, f2 narysowano rodzing
krzywych opisanych zaleznofcia fi (R — ry), gdzie R jest parametrem tej rodziny,
Przenoszac odcigte punktéw przecigeia krzywych f) i f na o§ rzgdnych dolnego
rysunku otrzymuje si¢ w przecigciu z odpowiednimi odcigtymi R kolejne punkty
krzywej rg == rq (R).

Nalezy tu zwréci¢ uwage, Ze jezeli jedna z funkcji f; czy f3 lub obie te funkcje
§q niemonotoniczne w przedziale [0, oo}, to funkcja (9) okreslona przez réwnanie (8)
moze by¢ niejednoznaczna. Hustruje to rys. 5, na ktérym otrzymano krzywa rg (R)
metoda omdwiona wyzej.
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Przyjmujemy, ze takg czy inng metodg uzyskaliémy zaleznosé (9) z réwnania (8),
Wtedy rownania ruchu wirnika mozna przedstawié nastepujaco:

- . . . R—1ra(R
& — 200m — w2 ELEE Fa (& — wp)+ MS =0,
Rm
(17
, . . . Si IR — ro (R)]
7 +2mw¢ — w?ytky-ta(+od)t TRm 0= Ho?,

WprowadZmy oznaczenie

Ji[R— 1o (R)] =S (R).

Fq(k'ru

—

N
. N —
) j‘[ I
i : i | £ i | i
0 T ENOS I O L A I O L
Xy S e
SO A
NG
S 4 { | [
T /; | {
e N
T < | |
e T e e N |
L !
i
Rys. 4

Funkcje f(R) nazywamy uogélniona charakierystyka sprezystosci, Réwnania
(17) napiszemy wiecc w nastepujacej postaci:

. : C J®
§ 200 — 02 £tk ta (E— om)é == 0,
(18)
" . . . F(R)
1208 — ootk ta (ptod)-ty "= Ho?,
gdzie

R VBT,
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Wykzes funkcji f(R) mozna otrzymaé rdéwniez metoda graficzng. Konstrukcja
taka przedstawiona jest na rys. 6. Korzystamy tu ze znalezionej juz poprzednio
zaleznoéei rg (R), ktéra wykreélona zostala na dolnym rysunku. Réwniez na dolnym
rysunku wykreSlamy krzywa, ilusirujaca zalesnosé R — ro (R), odejmujac rzedne
punktéw krzywej ry (R) od odpowiednich rzednych prostej R. Na rysunku lewym
rysujemy krzywa f] (#). Przenosimy kolejno rzgdne kizywej f () na prawy gony

fo.

Rys. 5

rysunck. Odpowiednie odcigte krzywej £, () przenosimy na dolny rysunek do prze-
cigeia z krzywg R ry (R). Odcigte tych punktdw przenosimy z kolei na gérny
prawy rysunek i w przecigeiu 2 odpowiednimi rzednymi krzywej f1 (R) uzyskujemy
kolejne punkty krzywej f(R). Na prawym gérnym rysunku dodatkowo linig prze-
rywana wykreflono krzywa fi (R), ktéra ilu struje charakterystyke sprezystofci
w przypadku sztywnych podpér. Z poréwnania krzywych f(R) i f (R) widaé Wy-
'raz'nit_a, o ile sprezystosé podpor zmniejsza sztywnosé ogblnej charakterystyki spre-
Zystoscl. . ‘ o L
Réwnania ruchu wirnika mozna réwniez wyrazi¢ w pierllchbmym'ylkladgfe
wspdlrzednych x, y, z korzystajac z przeksztalcenia ‘ '

& = x cos at+y sin of,
7 = —x sin of -+ cos wf.

Rozprawy InZynierskie — 14
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- ukiadu réwnan (18) otrzymujemy wtedy

, - . SRy . '
- s x Ha+k) x Fkoy-t-x = — Hw? sin of,
Rm
19y - .
- k) § — kovty SR = pucos of
o ¥ )y XLy o cos ol
gdgié— '

R=Vx2+1)2.
Istnienie i liczba rozwiazan szczegbinych o postaci
x = A sin (wt4y),

(20
@9 y = —A cos (wfy)

ir(RI

Rys. 6

‘ukladu réwnaf rézniczkowych typu (19) zostato szczegélowo zanalizowane w pra-
cach [42 i 43]}. Rozwiazania (20) okre$laja ustalong precesjg synchroniczng wirnika
(drgania gigtne wymuszone wskutek niewyréwnowazenia) o stalym kgcie nutacji A4
i stalej fazie y. Amplitude A i fazg p oblicza si¢ z nastgpujacych réwnan:

; amAdw
1) — N2 A2 2 2 2 = H2 2 o, = o —
@1 (f(4) — Amo?2+ A2 a2 m2 @ = H2m2 of, p aretg o= T
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Podobnie jak w pracach [42 i 43} moZna przeprowadzi¢ analizg réwnania (21) dla
uzyskania warunkéw istnienia kilku rozwigzai typu (20) uldadu réwnan - (19)
o r0znych amplitudach 4. Na podstawie
wynikow z [42 i 43] przedstawwmy tu kry-
terium graficzne.

Na plaszczyznie 4, f(A4) (rys. 7Y wy-
kredla si¢ trzy obszary ograniczone osiami
wspOlrzgdnych, prostg A=H oraz krzywa

2 H3\
@ ot (i) 1- 5 )

W obszarze 1 istnieje jedno Tozwigzanie
e rownania (21), w obszarze 1T — dwa
rozwigzania w, w obszarze III — rozwia- a
Zania ni¢ istnieja. Jezeli wiec krzywa 1 (4)
przebiega kolejno przez te obszary, to :
w przedziale (0, H) funkcja @ {4) okreslona 2 réwnania (21) jest }ednoznaczua
1 ma postaé nast¢pujaca:

{am)®H ]
Zm

T

[A2 @m — 24 F(A)+ VA at m® — dmA> @ f (A)+4H2f2 (4) ]”2‘
@= 2m (H? — A2) ’

w przedziale (H, A*) mamy dwie funkcje o(4) (punkt A* wyznaczony jest przez-
przecigeie wykresow funkeji f(4) i G(4)):

[ 2Af(A) — A2 @2 i V A% at m? — &mA3 @ f (A)FAHZf2 (4) ]“’
2m (H2 — A2) ’

=

natomiast w przedziale (4%, oo) rozwiazanie w (A) nie istnieje. Dla 4 = H

F2(m)
H2a2m? — 2Hmf(H)’

w = w** =

adla 4= A¥
2A* f(A*) — A*¥2 g2 m
2m —(A*2 — H2)

23 w == ¥ =

Z postaci funkeji G (4) [wzér (22)] widaé, jaki wplyw na szerokodé i polozenie
poszczegonych obszaréw maja wspélezynniki ukladu réwnan rézniczkowych (18)
[lub (19)] — w szczegdinodci wspotczynnik thimienia zewnetrznego am oraz wartosé
m 1 poloZenie H masy niewyrdwnowazenia.

Z powyzszych rozwazan oraz na podstawie wynikéw prac [42 i-43] wnioskujemy
o przebiegu krzywej rezonansowej A (w) dla danych parametréw ukladu (18)
i funkeji f(R) (rys. 8). Warto$¢ 4* bedzie maksymalng amplituda precesji, osiggana
przez wirnik przy zmiennej predkodci katowej obrotéw wlasnych, okredla wige -stan
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rezonansowy. Jak widaé ze wzoru (23) oraz z rys. 7, warto$¢ tej maksymalnej ampli-
tudy zdleZy w zpacznym stopnin od postaci. funkcji /(4). Im bardziej plasko prize-
biega krzywa f(A), tzn. im bardziej mickka jest ogdlna charakterystyka sprezystosci,
tym warto$é A"‘ jest nizsza. Dla bardzo plaskich charakterystyk krzywa rezonansowa
A (w) moze w ogdle nie posiadad ekstre-

faf mum, odpowiadajacego stanowi rezonan-
¥ sowemu {(rys. 9), Odwrotnie, dla charakte~’
rystyk dostatecznie sztywnych amplituda

w sianie rezonansowym moZe rosnyé

nieograniczenie ze wzrostem o (rys. 10).

Z powyzszych rozwazdan wynika wnio-

4 . —-  sek wielokrotnie zreszta potwierdzany
_ do$wiadczalnie {np w pracach f3, 6, 12,

@ 44-46}), ze sprezyste podparcie wirnika,

Rys. 8 _ obniZajace sztywnosé calego ukladu,

: zmniejsza warto§é amplitudy rezonanso-

wej, a wige polepsza wlasnodci dynamiczne wirnika. Podobne wyniki na podstawie
teoretycznych rozwazafi uzyskal W. A. Grovow [33].

W pracy N. W. GRIGOREEWA [5] na podstawie prostych rozwazan kinetosta-

tycznych dla podobnego do rozwaianego w niniejszej pracy modelu wirnika, obra-

L o i

fam)*H )
m

N A a (0]
Rys, 9
faj
L) i/ (
Zm T
r i i
‘Rys. 10

cajacego sig’ w ‘nieliniowych lozyskach bez uwzglednienia tlumienia, uzyskano
pedobny wynik jakodciowy: przez odpowiedni dobér charakterystyk sprezystodel
podpér tozyskowych mozna znacznie zmniejszyé amplitudy drgan ustalonych wsku-
tek niewyréwnowazenia i zlikwidowad stany krytyczne. W pracy [5] szczegblowo




© RUCHU SPREZYSTEGO WALU WIRUJACEGO 543

zbadano uogdlniona charakterystyke watu i podpdr lozyskowych w postam funk¢it
famanej, odcinkowo liniowej:

) kl.R, _]eSIl R <R1,
J(R) = {ky R+R;y (k; — k), jesli Ry << R< Ry,
ki R— Ry — R)(ky — ko), JjeSli R > Ry,

gdzie ky, k2, Ry i R, sg to pewne stale wspélczynniki. Przedstawiono przykiad
doboru wspolezynnikdw K&y i kj tak, aby w zakresie roboczych obrotéw wirnika
amplitndy drgan ustalonych nie przekraczaly danej wartosci.

Zaproponowane w ninicjszej pracy analityczne metody otrzymania uogdlnionych

charakterystyk sprezystosci f(R) oraz konstrukcje graficzne moga postuiyé réwniez
jako metody doboru charakierystyk sprezystodei watu { podpor loZyskowych wirnika
tak, aby w zakresie roboczych obrotéw
wirnika amplitudy rezonansowe byly mini- L2 ()
malne. Uwzglednia sie przy tym nielinio-
wy przebieg charakterystyk sprezystodci
oraz zewngtrzne [ wewnetrzne {lumienie
w ukladzie.
_ Dila flustracji takiege doboru na rys. 11
przedstawiono wykreélny sposéb wyzna-
czenia funkcji f; (), czyli charakterystyki
sily sprezysto$ci walu, gdy dane sa krzywe
przedstawiajgce funkcie S5 (ry) {charakie-
rystyka sprezystodei lozysk) oraz f(R)
{ogdlna charakterystyka sprezystodci).

Odcigta punktiu 4 lefacego na krzy-
wej fo(rg) (rys. 11} przenosimy na dolny
rysunek; tworzy ona rzedng punkiu C
lezgcego na krzywej R — rg(R). Odcieta
tego punktu réwna jest odcigtef punktu B
lezacego na krzywej f(R). Postgpujac
w ten sposob uzyskujemy na dolnym ry-
sunku ciagly funkcje g (R) = R — 1o (R).
Wykres rg (R) otrzymujemy odejmujac ko-
lejno rzedne krzywej R — ry(R) od prostej
R tak, Ze EF — EC = ED. W ten sposéb
uzyskaliémy miedzy innymi punkty D oraz .
G, majace te sama rzedng, co punkt C. Rys, 11
Rzutujac odcigta punktu G na of R
goérnego rysunku otrzymujemy punkt . Punkt H i punkt 4 muszy lezeé na jednej
z krzywych rodziny f1 (r). W ten sposéb uzyskane «pary» punkidw przenosimy
na jedna krzywa rodziny, sprowadzong do punkiv I na osi R, HI = AK. Punkt 7
uzyskany zostal podobnie jak punkt H rozpoczynajac konstrukcje z punktéw L

F;.-(f')
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i M, podobnie jak A4 i B. W ten sposdb otrzymujemy punkt K krzywej f; (). Poste-
pujac podobnie dla dalszych punktéw krzywych £, (R) i f(R) uzyskujemy dalsze
punkly krzywej f ().

Reasumujac, w niniejszej pracy wyprowadzono réwnania rézniczkowe ruchu
nicwyréwnowazonego kraZka wirujacego, umocowanego na gietkim wale, podpai-
tym w sprezystych podporach, przy zaloZeniu nieliniowoéci sprezystych charakie-
rystyk. Przedstawiono kilka sposobdw uzyskania uogdlnionej charakterystyki
sprezystosci. Od postaci uogdlnionej charakterystyki sprezystoéci uzalezniona jest
wielko§¢ amplitudy drgan wymuszonych wskutek niewyréwnowazenia. Wykazano,
ze przez odpowiedni dobdr charakterystyki sprezystoéei mozna w zakresie roboczych
obrotéw w uniknaé obszaréw drgaii o zwigkszonych amplitudach.
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Pestome
O IBUXEHWH BPAHIAMOIGEFQCS BAJIA B INIOJATJIMIBBIX ITOJMHITHHAKAX

B craTee, paccMmarpusaerca fpmkenie TEOKON0 GE3MACCOBOTO Balla CO CTATHYECKH HEyDaBHO-
BEUEHHBIM JICKOM, HAXOIANDIMCS B CEPe/MHE €T0 JINHHE], Ball BPAMaeTcs B PaAabHO NONATIH-
BEIX NOBUETHEKAX, [IDANSTO, MTO XAPAKTEPMCTHKH CHII YIPYTOCTH XaK Baia, Tak B HOFHOpP HmOJ-
IIHIHAKOB MMEIOT XapakTep IEHTPRIbLHSIX CHI ¥ ABASIOTCA, B 06MeM, Helruelideivu by KIHAMEY
PAIMATIEHOTO OTKIOHCHHA, BEIBONETCH YpaBHEHUE HSHIKEHAA pOTOpa. IIpefNaralorcs aHATHTH-
YCCKME H rpadMuecKye METONLI YIPOIMICHAS YPAaBHEHHl ABHKCHHA, IOyTeM BEIBSASHWA TAx Has.
ofomernolt xapaxrepueTury yupyroctr. Haercs rpadmdeckmit cmocol OIpemeNeRHEs aMINmTY B
PE30OHAHCHEIX XONCOaHHi (YCTAHOBHMBHIAACA CEHXPONEYECKAA mpeLeceHs poTopa), [Ipemmosketbie
AHATHTAYCCKAE METOAB! NofyueHus 0000IIeHEOR XapakTepHCTHKHE YOPYTOCTH, a Taxke rpada-
YecKad KOHCTPYKUHS, MOTYT OBITH HCNONB30BAHEL B KAYECTBE MeTona MOAGOpA XapakTepPHCTHRH
YNpPYTOCTH Bajla M OmOp HONIIAIHAKOB POTOPA TaK, 9To0H B j@anazone palowmx oboporom
POTOPA PEICHAHCHBIE AMIUIMTYALI OBUIA MEHHEMAJIHHEIME,

B cratse paeTes o6LUMPHEIH OF30p MHTEPATYDE, KACAIOINEHCH NUHAMHKA POTOPOB Ha YIPYLHX
onopax.,

Summary
ON THE MOTION OF AN ELASTIC SHAFT ROTATING IN SUSCEPTIBLE BEARINGS

In this article the motion is considered of a flexible massless shaft with a statically unbalanced
disk, mounted in the centre of its length. The shaft rotates in radially susceptible bearings. It has
been assumed that the characteristics of elastic forces of both the shaft and bearing supports are
of the character of central forces and are in general nonlinear functions of radial bending. The
equations of motion of the rotor have been derived, Analytical and graphical methods have been
presented of simplifying the equations of motion by the introduction of the so called generalized
characteristic of elasticity. The graphical method of finding the amplitude of resonance vibra-
tions (a steady synchronic precesion of the rotor) has been presented., The proposed analytical
methods of obtaining the generalized characteristic of elasticity and the graphical construction
might setve as methods of selecting the elasticity characteristic of the shaft and bearing supports of
the rofor so that in the range of the working revolutions of the rotor the resonance amplitudes
be minimal.

The article has been supplement with an exfensive review of literature pertaining the dynamics
of rotors on bearings.

ZAKEAD UKEADOW MECHANICZNYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
o POLSKIES AKADEMIL NAUK
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