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OPTYMALNA NIEJEDNORODNOSC PLASTYCZNA
SKRECANEGO PRETA ZE WZGLEDU NA NOSNOSC GRANICZNA

J. MAJERCZYK-GOMULKOWA, A MIODUCHOWSKI (WARSZAWA)

1. Problem

W praktyce spotykamy sig ze skrecanymi pretami nigjednorodnymi. Niejedno-
rodnos¢ ta moze byé spowodowana np. zatoZzeniem, ze pret sklada sic z kilku
pryzmatyeznych czgéci o 1éznych granicach plastycznogei (rys. 1). Z punktu widze-
nia zastosowan praktycznych interesujacym jest taki wzajemny uklad tych czesci
(przy niezmiennym konturze przekroju poprzecznego), ktdry zapewni mu maksymal-
ng nosno$¢ graniczng. Zagadnienia zwiazane z tym problemem sg
omdwione w pracy [1]. Czesto zdarza sie, Ze plastyczna niejedno-
rodno$¢ poprzeczna skrecanego preta pryzmatycznego zmienia sie
nie w sposéb skokowy, ale w. sposéb ciagly. 1 tu réwniez pojawia
si¢ problem optymalnego jej rozkladu w przekroju poprrecznym,
tzn. takiego jej rozkladu, ktéry zapewni maksymalng no$noé¢ gra-
niczng tego preta, Temu wladnie zagadnieniu poswigcona jest niniej-

sza praca.
Zanim przejdziemy do postawienia problemu opisujgcego ten '
typ zadania nalezy poczyni¢ pewne zalozenia odnosnie zmiennoéci \J

granicy plastycznosei w przekroju poprzecznym rozpatrywanego
preta. Przyimiemy mianowicie, %e wartosé granicy plastycznogei Rys. 1
jest ograniczona z gdry i z doblu oraz wprowadzimy «ilofciowen

ograniczenie tej wielkodci typu catkowego. Ograniczenie takie zapobiegaé bedzie
powstaniu trywialnego rozwigzania, w ktérym w calym obszarze przekroju poprzecz-
nego wystgpowalaby tylko gérna warto§é granicy plastycznoéed.

Jezeli wprowadzimy prostokatny, kartezjanski uklad wspétrzednych x, y, z,
tak Ze of z skierujemy réwnolegle do tworzacej powierzchni bocznej preta, to
problem ekstremalny przedstawia sic nastepujaco. o

W obszarze D poszukujemy takiej funkoiji naprezefi ¢ (x, ¥) {1 taldego rozkladu
granicy plastycznodei k (x, ¥)), dla ktérych zachodzi [1]:

lgrad u (x, p)l =k (x,3), [u(x, 9], =0,
ki <k(oy) <k, [k dedy <4
. D

(L)
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i ‘dajac maksimum funkcjonatn
{1.2) [, k) = f u(x,¥)dxdy,

D

gdzie D oznacza pole przekroju popIzecznego rozpatrywanego preta, C kontur pola
D; ky, k, odpowiednio dolng i gérna dopuszezalng wartosé granicy plastycznosci,
A pewng stalg. Przyjmijmy poza tym, e wprowadzone w (1.1} 1 (1.2) wielkoéei sa
wielkoéciami bezwymiarowymi (sa tez odniesione do odpowiednich parametrow).
Ten sposéb zapisu zwigkszy jego przejrzystost.

a

|

K

|
|
]
|

Rys. 2

O tym, ze problem optymalizacji noénoéel granicznej skrecanego preta ze wzgle-
du na jego nicjednorodno$é jest bardzo zloZony, niech §wiadczy nastgpujacy
przykiad, Weimy mianowicie skokowo niejednorodny pryzmatyczny pret o przekro-
ju kwadratowym, dla ktérego kifk, = 3/4 1 taki, ze pole obszaru materiatu o niZszej
granicy plastycznodei réwne jest polu obszarn o wyZszej granicy plastycznosci.
Niech wzajemne ustawicnia obu obszaréw bedzie takie, jak na rys. 2a i 2b. Proste
rachunki pokazuja, Ze nofnoé¢ graniczna preta dla przypadku przedstawionego
na tys. 2b w przyblizeniu jest 2,57, wicksza od noénofci granicznej preta dla przy-
- padku przedstawionego na rys. 2a. Jak widaé, réznica ilo§ciowa jest niewielka.
Spowodowane to jest oczywiScie tym, 7e wartodci granic plastycznoéci obu mate-
riatéw Téznig si¢ bardzo mato. Z drugiej strony jedpak latwo stwierdzic, ze dla
duzych réznic tych wartoéci nodnosé graniczna prefa przedstawionego na rys. 2b
bedzie znacznie mniejsza od nosnosel granicznej preta przedstawionego na tys. 2a.

2. Warunki konieczne istnicnia ekstremum i
. . ""'_‘.7'},}

2.1. Prébe otrzymania warunku koniecznego do rozwiazania zadania (1.1) - (1.2)
oprzemy na abstrakcyjnym schemacie, jaki dla tego typu zadat wariacyinych opra-
cowali NEUSTADT i HALKIN [2 1 3]

Zbiorem 2, na ktérym poszukujemy rozwiazania, niech bedzie zbidr par funkcji
(u, k), okreslonych w obszarze D i takich, Ze:

a) obszar D moZzna rozbi¢ na skofczong ilo§¢ podobszaréw o regularnych brze-
gach-tak, aby k bylo klasy C! w kazdym z tych podobszaréw i dawato sig W sposdb
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ciggly wraz z pochodnymi przedluzyé na jego domknigcie (rozbicie D na podobszary
moze by¢ rézne dia réznych funkeji k); mozna by krétko powiedzied, ze funkqa k
ma byé «przedrialami gladka» w obszarze D,

b) funkcja k jest taka, Ze réwpanie (1.1); z warunkiem brzegowym (1.1), ma
rozwiazanie z gradientem «przedzialami gtadkino;

c) funkeja jest takim wladnie rozwigzaniem réwnania (1.1} z warunkiem (1.1),.

Niech para (4, k) nadaje maksimum funkcjonatowi (1.2) na zbiorze /2 przy
ograniczeniach nastepujacych:

wi( k)= if [k(x,y)—k] >0,

{x, ¥yeD

Va (u: k) = inf [k2~k(x, y)] )>,0

(x, )eD

Vs k)= A— [ k(x,y)dxdy >0
D

Zbidr M, ktory gra rolg aproksymacji zbioru .2 w otoczeniu punktu (up, ko), okreli-
my nastgpujaco: M sklada sig z takich par funkeji (%, k) okreflonych na D, e
a) k jest «przedzialami gladka» w D;
b) & ma «przedzialami gladki» gradient i spelnia rdéwnanie

@D gradug(x,3) grad @ (x, ) = ko(x, ) K (x, »);
C) [ﬁ (x: y)]c -

d) @ moze mieé skokows nieciaglo$é ty'1ko w takich punktach
obszaru D, w ktérych spotykajs 319 dwie linie gradientowe funkcji Rys. 3
to(x, y) (tys. 3). -

Réwnanie (2.1) jest linearyzécj@ rownania (1.1); w otoczeniu rozwiszania
(t40, ko). Jeli mianowicie rozpatrzymy réwnanie

2.2) lgraduf = ko tek, [u],=0

i jego rozwigzanie przedstawimy w postaci u = uy--efl, to po odrzuceniu Wyrazu
zawierajacego &2 otrzymamy na # réwnanie (2.1).
Latwo zauwazy¢, Zze zbidr M jest liniowy.

Okredlimy teraz przeksztalcenie zbioru M w .2, a raczej rodzing przeksztatcen
zalezng od parametru ¢ > 0:

(2'3) 55.(27! E) = (u, ]CO—I—EE) )

gdzic u jest tym rozwiézaniem réownania (2.2), dla ktérego catka
f udxdy
D

jest najwigksza.
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Na zbiorze M okreilamy funkcjonaly

oK)= [a(x, ) dxdy,

D

pu(@ k)= inf K(x,3),

{x,)eDy
2.4) o ) _
@2 (Il, k) = inf [Ak (xs y)] ]
(x, y}eDy
ps(@, F) = — [ R(x p)drdy,
Jil
gdzic
(25} D;l = {(x, y)EDa ko’(x,J’):kl}s

D, = {(x, e D, lko(x: ) =k}

Obszary D, i D, sa oczywidcie nieznane i musza by¢ wyznaczone w trakcie rozwig- .
zywania zadania.
Aby méc zastosowad twierdzenie Iialkina [4] wystarczy dow1esc Ze

w; (8., K)) — w: (o, ko)
&

(2.6) lim [ — (@, /2)] =0

&1 0

dla i =1,2,3 oraz

(_2._7)_. lim

>0

[ 1(8.(, k) —TI (ug, ko)

&

]~(po(ﬁ, E)] =0

Rownosc (2.6) jest dla i = 3 oczywista, a dlai=1,2 jest dobrze znanym faktem
z teori rézniczek wypuklych [5]. Nieréwnoéé (2.7) po rozwinieciu przybiera postac
nastepujaca:

(2.8) }im—l~'f (u— ) dx dy = f adxdy,
g0 D D

gdzie jak poprzednio u jest rozwigzaniem réwnania (2.2) o maksymalnej calce,
a i jest rozwigzaniem réwnania (2.1) o wlasnosciach b, ¢ 1 d. Nie udato sie wyjasnic,
przy jakich zalozeniach zachodzi nieréwnoéé (2.8). Zalozenia te mialyby Wplyw na
zakres stosowalnodci tej metody.

Jedli nieréwnoéé (2.8) zachodzi, to z twierdzenia Halkina latwo wnioskujemy, Ze
istnieig stale ¢;, ¢, i €5, nieujemne i nierdwne zeru jednocze$nie takie, Ze

(2.9) [ didx dy+eyinf K (x, y)ea inf [—F (6, 7)) — ¢ [Rdxdy<0
D Dy Dy D .
dla kazdej pary funkcji (4, k) € M.

2.2. Funkcje i i k sg zwiazane ze soba zalezno$cia (2.1). Postaramy sig wyrazi¢
pierwsza catke wystepujaca w réwnaniu (2.9) przez k. W tym celu wprowadzimy
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w obszarze D krzywoliniowy, ortogonalny uklad wspélrzgdnych r, s tak, by oé r
pokrywala si¢ z linig gradientu poszukiwanej funkcji u,:

(2.10) ugIr (s, 7)) = r,
gdzic
(2.11) I"(S, F)= [X(S, ),y (s, I‘)}

i jednoczesnie

(2.12) . rd,r=0,
przy czym
(2.13) J(s,r)=[0,r,8,1] >0,

QOznaczmy przez n i T wersory nowego ukiadu ngéhzgdnych 7, 5. Zgodnie z po-
przednim mamy

.graduo _ O, T ok
" leradul 10,1 TR
2.14
@19 & 79 ¥
T 1

gdzie wprowadzono oznaczenie [ = |0, r|; réwnoczeénic

' ‘ 4
(2.15) J(s, )= 10,1 |¢, ¥] = —.
o ko
Napiszemy teraz warunek (2.9) w nowoprzyjetym ukiadzie wspétrzednych #, s oraz wy-
razimy pierwsza 2 calek tego réwnania jako funkcje & (j/x, ). Mamy mianowicie
So rols} 7

(2.16) [adcdy = [aGs,r)Tdrds= [ [ a(s,r)]drs.
g 0

b b
Zaktadamy, ze do kazdego punktu obszaru D mozemy dojéé¢ wzdhuz linii gradientu,
ktéra wychodzi od konturu C, a konhezy si¢ na linii nieciagtosci w punkcie (so, Fo).
Ponadto w naszym ukladzie wspdlrzednych wielkoéci takie, jak np. i (x, y) bedziemy
przedstawiali jako & (s, r).
Dzielac rownanie (2.1) przez
' tgrad uy] = ky

1 korzystajac z zaleinodci (2.14); otrzymujemy
217 ko 0, v grad i (x, ) = k (v, ) ,
czyli '

ks, r)

(2.18) m .

0, (s, r)=
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Calkujac przez czedei i pamigtajac, Ze na brzegu obszary, j. dla r = 0, many @ = 0,
otrzymuiemy

rols) rols) (.5', ?’) rols)

(2.19) f a(s, 1) J (s, ) dr = f [m f J (s p)dp] dr

0
Warunek (2.9) przybierze teraz postac
sy ols) rofs)

1
(2.20) Of Of (s, 1) lm f T (s, p) dp— 5 J (5, r)]drdss

< — ey infk(s,r)—cyinf [— & (s,r]
b[ f}ﬂ

dla kazdej funkcji £ «przedziatami gtadkiej» w D. Korzystajac z dowolnodci k otrzy-
muiemy stad latwo nastgpuigcy wniosek:

ro(s)
J(s,pdp—esJ(s, 1) <0 dla (s,nebD,

Eos, 1)
:n(s) o
@2 1 f T pdr—cad (1) =0 dla (s,1)eD,,
:o(s) _
o f I pdp—ca (5 =0 dla (sr)eD{Dyu D).
Niech |
(2.22) G(sF) = T)J (s, ) dp— e ko (5,1) T (5,7) = f%f—% dp—esl(s, 7).

Warunek konieczny maksimum badanego funkcjonatu przyjmuje ostatecznie postaé
| G(s,r) <0 dla - kols,r)=Fky,
(2.23) TG(sr)=0  da ko (5, 1) = ks,
G(,r)=0 da £k < ko (s, 1) < kj.

Jezeli w jakim§ obszarze funkcja &, nie osigga zadnej ze znanych wartodci granicz-
nych k, i k,, to w calym tym obszarze G (5, 7) = 0, a wigc w kazdej regularnej czeéed
tego obszarn mamy

[(s,7)

2. R =0.
@2 4.6 o Skien=0
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3. Dyskusja jakoSciowa

3.1. Jak widaé, efektywne wykorzystanie warunkdéw (2.23) 1 (2.24) jest bardzo
trudne. Dlatego tez zajmiemy si¢ teraz bliZzej ich analiza z punktu widzenia ich
Zastosowania przy konstrukeji rozwigzania.

Warunek (2.24) ma przejrzysty sens geometryczny, Aby to pokazad, udowodmmy
nastgpuiacy
LEMMAT 1, Prawdziwy jest zwiqzek

o~ ]
(3.1) 01= ] =—rp,

gdzie i jest krzywizng linii v = const, tj. krzywej opisane] przez wekitor x (s, t) przy
zmiennym § i ustalonym r. :

Dowdd. Istoinie, biorac pod uwage, e ni T okrelone wzorami (2.14) sa odpo-
wiednio wersorami normalnej i stycznej do tej krzywej i korzystajac ze znanej
w geometrii rézniczkowej zaleznodei ‘

3.2 on=—xl|dr~T
otrzymujemy
Ol = 8, (koJ)=0,[0:1, ko 0, 7] = 0, [0,1,m] =
| — 10.(3, 1), n]-[3, ¥, &, n] = [a, (%0) , n}

(drugi skladnik jest réwny 0, bo &x %, a &, n jako pochodna wektora o stalej
dhugosdci jest wektorem prostopadiym do n, czyli tex réwnoleglym do <), Stad

apl 1 0 = Kl !
Uy _ko[sn:n]__' ]%0 ETan}—*K’%o:

co nalezato dowie$é. Zatem

!
(3.4) g, G= “f_c; (csk—1).

Warunek (2.24) oznacza wige tyle, e

(3.5 K= o’
tzn., Ze w obszarze o «poéredniej» wartosci &, linie r = const musza by¢ lukami
okregdw o promieniu ¢,. Ponadto, oznaczajac x = 1/p widaé z (3.4), ze a) G roénie
jako funkecja » dla p < ¢35 b} G maleje jako funkcja r dla'p > ¢,

Zanim przejdziemy do omdwienia otrzymanych wynikéw i ich interpretacji
udowodnimy jeszeze nastepujacy
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LEMMAT 2. Prawdziwy jest wzor

1
{3.6) , _aS(E) = —r(r)J,

gdzie x (r) jest krzywizng linii s = const, tj. krzywej opisanej przez swektor 1 (s, r)
przy zmiennym r i ustalonym s.

Dowdéd. Analogiczne do lematu 1 otrzymujemy

ofi)-o{7) -l o] e
s ko = g ] =as T:arr :[T5 rT]‘

Uwzgledniajac zalezno$é analogiczna do (3.2)

a,t = —x (r)|.r|n

(i) =15 - wead
d, ’To =17 , =l d, e|l=—rx)],

co nalezato dowiesé.

Jak widaé z (3.6), w obszarze, w ktérym funkcja ko jest réwna wartociom
graniczoym k, lub k,, linie gradientu tej funkeji sq liniami prostymi. Znany ten
fakt przytoczony tu zostat dla zachowania zwartofci naszych rozwazan i uwypukle-
nia pewnych zaleznodci geometryczpych cbszaru D. ' '

Przesledzmy obecnie, jak zmienia sig funkcja ko wzdhoZ linii gradlentu {s = comst).
Zacznijmy od punktu (so, 7o) na linii niecigglodei. Jak widaé z (2. 22) W pewnym
otoczeniu tego punktu wartodé G (s, r) < 0; innymi stowy, posuwajac sig od punktu
(89, ¥o) (wzdluz linii gradientu w kierunku malejacych wartodcl ) r zmienia si¢ od
r=0 na C do pewnej wartofci r, na linii niccigglosci [zgodnie .z (2.23)]
w obszarze, w ktérym kg (s, ¥) = k;. Qczywiscie zgodnie z (3.6) linia ta jest linia
prosta. Punkt, w ktérym otrzymamy G (s, r) = 0 na tej linii oznaczmy przez r,
[punkt ten musi si¢ pojawic, bo wartosé calki w (2.22) stale roénie]. Posuwajac sig
dalej po linii gradientu okreflonej wzorem (3.5) dojdziemy do punktu, w ktérym
obszar G (s, r) = 0 sie konezy. Jak latwo spostrzec w przypadku wyjécia obszaru
G (s,7) = 0 na kontur C nie bytby speiiony warunek (1.1},. Oznaczmy ten punki
przez r; (oczywiScie moze si¢ zdarzy¢, ze punkty r, i r, pokryja sig). Ograniczmy
teraz nasze rozwazania tylko do takich obszaréw D, ktérych kontury skladaja sie
ze skoniczonej liczby odeinkéw prostych (konturami krzywoliniowymi zajmiemy sig
pdzniej). Poniewaz w otoczeniu tego brzegu linie gradientu s liniami prostymi, to
zgodnie z (3.4) (od ry, gdzie G (5, ) = 0 do r = 0 warto$¢ G (s, 7) roénie) G{s,r) =0,
czyli wobec (2.23) jest to obszar, w ktérym k, (s, r) = ka.

3.2. Rozpatrzmy teraz obszar G (s,7) = 0. Zgodnie z (3.5) linie u, = const
sa tukami okregéw o promieniu C,. Krzywa, na ktérej Jezg $rodki tych okrggow,
sparametryzujemy za pomocac r

(37 0 (1) = [xo (7o ()]

mamy
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oraz oznaczmy przez ¢ (s, r) kat, jaki tworzy promien wychodzacy z punktu lezacego
na krzywej srodkéw (3.7) do punktu (s, r), z kierunkiem O (r), liczony w kierunku
wzrostu s (rys. 4). Poniewaz, jak widaé, zachodzi

I(Sa I‘) = (3 as a (Sa l’),
a dla linii gradientu zgodnie z (2.14),

dz
dr

K "
ko :

to uwzgledniajac zalezno$ci geometryczne, wiazgce ze soby dwie sasiednie linie
Uy = F Oraz uy = r-+Ar, otrzymujemy (rys, 5)

ko(s, 1)

{3.8) cos af{s’,r)= m_;j

cos a{s,r).

Rys. 4 Rys. §

3.3. Jak widac z (2.22), (3.5) i (3.8) danie linii (3.7) lub ktérejs z linii r, (s), #» (s)
ograniczajacych obszar G = 0 narzuca od razu wzajemny uklad linii gradientu
i linii #y = const w rozpatrywanym obszarze D. Istotnie, weZmy np. pod uwage
linig $rodkéw okrggéw o promieniu’ C,, zdefiniowana jak w (3.7). Niech linia ta
oraz linia r, () przebiegaja np. tak jak na rys. 6. Wtedy zgodnie z (2.22) musi zacho-
dzi¢ warunek ) '

Ho(s, p)

A dp—ec3 I (s, 12(8)) = 0,

rs{s)

Jezeli teraz uwzglednimy, ze w obszarze ograniczonym liniami r, (s) ir; (5) wystepuje
materiat o stalej granicy plastycznodci (linie gradientu sg liniami prostymi), a zgodnie
z (2.14), wartoéci I zastapimy w sposéb przyblizony odpowiednimi odlegloéciami
pomigdzy tymi liniami gradientu, to réwnanie to mozemy napisaé w postaci

1
e ply =3 1(5, 15 (),
ki *



502 J. MATERCZYK-GOMUELKOWA, M. MIODUCHOWSKI

gdzie przez p oznaczono odleglo§¢é mierzong wzdluz linii gradientu od linii 7, (s)

do linii ry (s). Jak widac jest ona réwna '
(s, r2(5))

p= ¢

S

3.

(3.9

Od okreflone] w ten sposdb linii 7, (s), po tuko okrggu o promieniu C; wzdiuz
1, = const zgodnie z (3.8) dochodzimy do linii r, (s). Z drugiej strony tej linii mamy
obszar o stalej granicy plastycznodci i w oparciu o dany kontur obszaru D okreflone
rozwiazanie, OczywiScie problem polega teraz na takim okrefleniu linii O (r), aby

A
1
[
2
I

I

R
Bs 1Fs

—

o
—r———— — ———
a

F=im—

Rys. 6

uklady linii gradientu funkeji u, i linie u, = const po obu stronach linii r; (s) byly
zgodne. Jak si¢ potem okaZe, Wlodniesicniu do obszaréw o konturach sktadajgcych sig
7 linii prostych zagadnienie to daje si¢ stosunkowo fatwo rozwigzad. Wzory (3.8)
i (3.9) oraz znany sposéb budowy obszaru G (s,r) = 0 sa stosunkowo prostymi
zalezno$ciami geometrycznymi i dlatego tez pole linii gradientu i linii polizgu dla
kazdego obszaru D budowaé bedziemy graficznie. '

4, Metoda graficzna

4.1. Rozpatrzmy teraz nastgpujacy problem. Nalezy zbudowaé rozwigzanie dla
preta pryzmatycznego o przekroju kwadratowym przy danych z géry warto§ciach
kafks i Cy. Niech np. wynosza one odpowiednio k,fk, = 4/3 i C3 = 10. Narysuj-
my na razie uktad linii réwnoleglych (pole linii gradientu odpowiadajace rozwig-
zaniu dla preta jednorodnego) oraz linie nieciagloéci, ktdrej punkty mie¢ beda
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wspolszedne s, Fo. Linia ta przecina oczywicie linie gradientu pod katem 43°,
Na razie nie precyzujmy blizej pofozenia konturu tego kwadratu (wymiaréw boku
kwadratu).

Wiemy tylko, ze kontur ten przecinac¢ bedzie narysowane linie gradlentu pod
katem prostym.

Na jednej z linii gradientu wybierzmy soble dowolnie dla ustalenia uwagi punkt
P, przecigeia sie linii niecigghodci z linig gradientu {rys. 6). Obiezmy sobie kat a (s, r),
pod jakim te linie gradientu przecina linia O (). Z punkto p; zgednie z (3.8) zata-
czamy teraz ik o promieniu C; od punktu ¢, do punktu g;. Polozenie punktu p,
na sasiedniej linii gradientu, jak réwniez kierunek linii O (r) w tym punkcie, nie sa
juz dowolne. Dobicramy je teraz tak, by spehniaty zaleznosci (3.8) 1 (3.9), co wobec
ich prostego sensu geometrycznego nie nastrgcza wigkszych trudnodci. W wyniku
otrzymujemy poloZenie punktu p,, #, 1 4. Przystgpujemy teraz do konstrukeiji
sgsiedniej linii gradientu przechodzacej przez punkt p, itd. az do momentu, w ktd-
rym punkty ¢; i ¢; (dla i = [, i = k) si¢ pokryja. Moment taki musi wystapi¢, bo
linia niecigglodci przebiega po jedne] stronie punkiu p; nad linia O (r), po drugiej
za§ pod nia, co wobec (3.9) powoduje wzrost kata a (s, 7), jezeli posuwamy sig
po linii O (#) od punktu p,, czyh zgodnie z (3.8) wzrost kata a (s', r); w konsekwen-
cji nastepuje zmniejszanie sig dtugoéei tuku ¢, ¢;, Jak wida¢, otrzymalismy w ten
sposdb pewien ukiad linii poélizgu spelniajacy (3.5), (3.8}, (3.9), jak réwnieZ linie
ri (8), r, () ograniczajace obszar, w kiérym G (s, r) = 0.

Oczywiscie pozostaje jeszcze do rozstrzygniecia problem konturu, jakiemu pole
takie odpowiada. Otéz, gdyby konturem dolnym byla jakakolwick linia poniZej
I -1 (rys. 6), to w rozwigzaniu pojawilaby si¢ linia kontaktu materiatéw o réZnych
granicach plastycznodei, na ktorej albo naprezenia normalne nie bylyby sobie
réwne, co jest sprzeczne [6], albo nie bylby spelniony warupek (3.9). Analogicznie
mozna powiedzie¢ o linii IT-1II.

W celu przedstawienia pelnego rozwiazania (pole linii gradientu i linii poélizgu)
nalezy jeszcze do otrzymanej rodziny linii gradientu funkcji u, (rys. 6) dorysowag ro-
dzing linii ortogonalnych u, = const (rys. 7). Przedstawia on rozwigzanie dla 1/4
kwadratu,

Na zakoficzenie dyskusji tego przykiadu nalezy poruszyé jeszcze nastgpujacy
problem. Budujac pole linii gradientu funkeji #, przyjeliSmy, Ze linia O (r) przecina
linie nieciagtodci w punkcie p,; powstaje oczywiScie pytanie, czy rzeczywiscie fakt
taki musi mie¢ miejsce. Aby na to odpowiedzie zalézmy, Ze linia @ (r) ma nastgpu-
jacy przebieg. Pozostaje bez zmian w punktach p, 4, ..., p7; W punkcie p, jest styczna
do linii nieciggtodci, a dalej przebiega dowolnie nad nig (po przeciwnej stronie linii
#o(s) niz na rys. 6). Latwo pokazaé, ze taki przebieg linii O (r) prowadzi do sprzecz-
noéci. Mianowicie, gdyby krzywizna r, tej linil zachowala stale ten sam znak,
co w punktach pyq, ..., P4 1 p1, to W pewnym momencie punkt (s', r) zgodnie z (3.8)
musialby wypaéé po drugiej stronie Iinii 7, (5); gdyby natomiast w pewnej chwili
stala sie réwna zeru lub zmienita znak, to zgodnie z (3.9) musiatoby zachodzié
p = Cy wobec p < C,. Jak widad, linia O () moze by¢ co najwyZej styczna do linii
Fo (s) w punkcie p,. Ale wtedy a (s, 7) = 45°. Poniewaz musi zachodzi¢ ¢ (s',r) = 0
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[punkt g (s’, r) nie moze wychodzi¢ na druga strone linii r,.(s)], to zgodnie z (3.8)
musi zachodzi¢ warunek
ko (s, 7) k. .
= -
ko (S’, I‘) kl = }/2 .

(@.1)

Oznacza to tyle, Zze w przypadku kwadratu dla % (s, r)

kl -‘<_'k(S,r) gkz ’

Rys. 7

Przy k; 1k spelniajacych (3.9), mozemy poszukiwaé rozwiazania dla tych wszystkich
wartosci A, ktdre spefniaja ograniczenie A, << A< A,, gdzie przyjeto oznaczenia

&=fhh@; dy= [ kydxdy;
b . b

nie natrafimy wigc na sprzecznoéei przy budowie rozwigzania. Alutorom niestety
nie udato si¢ uzyskaé zaleZnosei ograniczajacych stosowalno$é tego typu metody
dla przypadku, gdy (3.9) nie byloby spelnione, tzn. gdy

ks _
—E<]/2

w odniesieniu do odpowiadajacych im wartoéci 4, i A,. Oczywiscie rozwigzania
takie w pewnym zakresie parametréw sa mozliwe, gdyz linia O (r) moZe przecinad
lini¢ nieciggtosei pod katem wickszym niz 0° (tzn. w odniesieniu do Xkwadratu
a(s,r) > 45%). Np. na rys. 8 mamy przedstawione rozwigzanie dla siedmiokata
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przy takich samych wartodciach k,/k, i C, jak dla kwadratu. W tym przypadku
warunek (4.1} ma postaé :
k2 ].

@ 00

1 oczywiscie k,/k, = 4/3 nie spetnia (4.2). Z drugiej jednak strony otrzymane rozwia-
zanie spelnia réwnania (3.5), (3.8) 1 (3.9), czyli jest poprawne dla pewnego zakresu
warto§ci A, 1 A4,,

Rys. 8

4.2. Jak wida¢ z dotychczasowych rozwazad, znalezienie rozwiazania nawet
dla warunkéw postawionych jak w (1.1) - (1.2) jest zagadnieniem bardzo trudnym.
Wynika to oczywidcie z faktn, Ze okreslenie wartosci funkcjonaln C; bezposrednio
z nich jest niemozliwe. Gdyby zachodzila Jednak konieczno$é otrzymania rozwWia-
zania dla z géry danych warto$ci &y, &, 1 A, to mozna postapic nastgpujaco. Przyjmu-
jemy pewna warto§¢ Cs (przy pozostalych wartoéciach poczatkowych zgodnie z za-
fozeniem) i dla niej konstruujemy rozwigzanie tak, jak to zostalo opisane w p. 3.
Sprawdzamy potem rozbieznoéé z warunkiem (1.1) i korygujemy wartosé C, (jezeli
Cy rofnie, to warto$é A maleje i odwrotnie) i ponownie budujemy rozwiazanie.
Postgpowanie takie daje oczywiscie ciag kolejnych przyblizen az do momentu
osiagnigcia wymaganej doktadnodci.

Poniewaz jednak w hasz’yin przypadku interesujg nas nie tyle konkretne wartogci
ky ko 1 A, a raczej wzajemny uklad stref materialéw o réznych granicach plastycz-.
nosci, to ograniczyliémy sig tu do podania rozwiazania dla z gory okre§lonego

 ksztaitu konturu (a nie jego wymiaréw) przy danych wartosciach kalky 1 Cy. Oczy-
widcie, zgodnie z tym, co powiedzieliémy poprzednio, rozwiazanie takie jest pier~
wszym W ciggu kolejnych przyblizet do rozwiazania prawidtowego.
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43, Zajmijmy sie obecnie takimi przypadkami pretow pryzmatyczoych, w kto-
rych kontur przekroju poprzecznego jest kizywoliniowy. W $wietle poprzednio
omdwionego przykiadu preta kwadratowego widaé od razu, na jak duze trudnodci
napotkamy teraz przy konstrakeii rozwigzania w oparciu o zalenodei (3.5), (3.8)
i (3.9). Poprzednio budowalidmy rozwiazanie nie majac z gdry danego pofolZenia
konturu; nie byt on nam potrzebny, gdyz linie gradientu, w odniesieniu do Itérych
stosowalidmy warunki geometryczne, zawsze byly rodzing linit réwnolegliych.
Mogliémy wigc stosowaé niejako metode odwrotng: do danego rozwigzania dobie-
raliémy kontur. Przy obwodach krzywoliniowych podejécie takie jest niemozliwe. .
Jedynym konturem, dla ktorego mozna zbudowaé rozwigzanie w sposdb metodyczny
w oparciu o zaleznodci (3.5), (3.8) i (3.9) jest okrag.

e
-

ey

T

i} G iy

. Rys. 9

Niech mamy obwdd o promieniu R (rys. 9). Linia nieciaglodci r, (5) redukuje
sig teraz do §rodka okrggu. Przyjmijmy pewna wartoéé C,. Wtedy zgodnie z (3.9)
obszar, w ktérym G (s, r) < 0 [k, (s, r) = k], ograniczony jest okregiem o promie-
niu p = 2C, zatoczonym ze $rodka kola. Na tym okregu G (s, r) = 0. Poniewaz
na obszarze ograniczonym z jednef strony okregiem o promienin p, a z drugiej
okregiem o promienin R mamy p > C,, to zgodnie z (3.4) po uwzglednieniu po-
przedniego otrzymujemy, Ze w tym obszarze G (s, r) > 0 [ko (5, r) = k,]. Jak widaé
warto§¢ funkcji G (s, #) ma przebieg taki, jak na rys. 9. Zgodnie z poprzednim dla
p > C3 G maleje jako funkcja r (osiagajac dla r = r, warto$¢ zero) do chwili,
w ktérej r = r, (bo w tym momencie p = C,). Od tégo momenty funkeja G (s, r)
zaczyna rosnaé (p < C,) pozostajac jednak zgodnie z (3.9) stale wjemna. Gezywiscie
zgodnie z intuicja otrzymaliSmy w rezultacie warstwe materialu o wyzszej granicy
plastycznodci na zewnatrz materiatu o niZszej granicy plastycznodci. W odniesieniu
do innych krzywoliniowych konturéw nawet metoda dopasowywania tego konturu
do zbudowanego uprzednio rozwigzania zawodzi, Przykladem moze byé¢ elipsa
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(rys. 10a i 10b). Otrzymane tu rozwigzania zbudowano droga kolejnych préb wy-
bora wzajemnego ustawienia linii nieciaglodei ro () i linii O (). Rozwiazanie przedsta-
wione na rys. 10a odpowiada wartofci C; = 10, a na rys. 10b wartoéei €3 = 5.
Jak widaé zmniejszajacym si¢ warto$ciom C, odpowiada wzrost obszaru, w ktérym
material ma gdérng granicg plastycznosci.

5. Dysiusja

Pomimo, iz nie udalo sig w pelni odpowiedzie¢ na poczatkowo postawiony
problem optymalnego i‘éikl"adu'wartqéci granicy plastycznoéci, kidry zapewnitby
maksymalna no§no$é graniczng skrecanego preta, to jednak ofrzymane warunki
konieczne istnienja takiego rozwiazania jak i szereg efektywnic rozwigzanych przy-
ktad6w pozwalaja na wyciagniecie waznych wnioskéw natury-jako§ciowej. Zwrécmy
mianowicic uwagg ha sposéb, w jaki propaguja si¢ strefy uplastycznionego materiatu
podczas sprezysto-plastycznego skrecania pretéw pryzmatyczoych [7, 8 1 9] i poréw-
najmy ich ksztati jak i miejsce wystgpowania ze strefami materiatu o wyZszej granicy
piastycznosm w otrzymanych przez nas rozwiazaniach. Jak widaé, w rozwigzaniach
zdpewmajqcych maksymalng no§no$¢ graniczng strefy materiaty o gornej: granicy
plastycznosci pojawily sig wszedzie tam, gdzie w precie jednorodnym o takim sa-
mym konturze przekroju poprzecznego pojawily sie strefy plastyczne. Innymi slowy
wszedzie tam, gdzie zaleZy mam na zwigkszenin nosnosci granicznej skrgcanego
preta pryzmatycznego nalezatoby umieszezaé wkladki wzmacniajace w o takich
whaénie miejscach.

Autorzy. dzigkuja doc. J. RYCHLEWSKIEMU za sugestie tematn i pomoc W opra-

cowaniu tego zagadnienia. =
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Pesronme

ONTUMAJIBHA A TLIACTHYECKA ST HEOJHOPOIHOCTL CTEPXKHS,
NOOBEPKEHHOTO KPVYEHWIO ITPH VUETE HECYIIER CIIOCOBHOCTH

PaccMarpreacTes IpHIMATHRECKHE CrepHira IIOHBEPTACMEIE KPYYEHHEO, ¢ NONePETHOH, Hempe-
DHIBHOH, nracTHyeckoll ueOMHOPOAEOCTIO, (QCHOBHBANCL WA meroge Heifmrragra-Xaeimma,
TONTYYeHO HEeOGXODMMEIE YCIOBAS JUIA TAKOTO PaCHpENSIeETEs HToN HeOJHOPOAHOCTY, KOTODA
AaeT MaKCHMARBHYIO HECYIEYIO CHOCOOHOCTE.

Ilpeamaraercs mpocTas rpadiueckas WHIEPHPETAIIHE 3TUX yenoemif, wxoropas nozapobEo
ofcykaaeT Ha HPEMEPE TPH3MATHHECKOTO CTepMKI KBAIPATHOTO CEUSHAS.

HJatores, TaxKe, peiTeREA IS CTEpIKHEH KPYLOBOTO M COMHUYYACTHOI'O TIBPeTHOTOTO CEUCHHEH,

Summary
~OPTIMUM PLASTIC NONHOMOGENEITY OF A TORSIONED BAR

Here considered are torsioned prismatic bars with a transverse, continuous plastic nonhomo-
geneity. On the basis of the Neustadt-Falkin method, the necessary conditions for such a distribution
of this nonhomogeneity, which offers 2 maximum limiting load capacity were obtained.

A straightforward graphical interpretation of these conditions is given, discussed in detail upon
the example of a prismatic bar with a square cross-section. The solutions are also presented for
bars with septagonal, civcular and elliptical cross-sections.
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