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NAPREZENIA MOMENTOWE W ZAGADNIENR- " y v

DLA PASMA NIESKONCZONEGO

ALINA DUSZA, MAREK SOKOLOWSKI (WARSZAWA)

Wstep

w prac:y‘roz'pa,trmnb dwa zagadnienia kontakfowe: statyczne i dymamiczne,
ktérych rozwiazania w zakresie klasycznej teorii spreZystodci sa znane i prowadza
do nieskoficZzonych koncentracji naprezeri. Celem pracy jest poréwnanie wynikdw
otrzymanych przy zaloZeniu, Ze ofrodek jest zdolny do przenoszenia naprezes
momentowych — z wynikami klasycznymi. W szezegélnosel interesujacy jest wplyw
napreZen momentowych na koncentracie napreZen, wystepujace w punktach nie-
ciggloéci w warunkach brzegowych. S :

W pierwszej czgdci pracy rozwazono nieskonczona warstwe sprezysta Sciskana
dwoma sztywnymi, péinieskoficzonymi blokami. Wplyw naprezedi momentowych
przejawia si¢ w istotnym wzro§cie naprezefl normalnych pod krawedziami bloku.
Czgéé druga pracy zawiera rozwigzanie podobnego zadanija, jednak w ujeciu quasis
statycznym przy zaloZeniu, Ze bloki przemieszczaja sig po powierzchni warstwy
ze stalg predkoscig. Podobnie jak w przypadku pierwszym i tutaj istnienie naprezef
momentowych wplywa na wzrost napreZefi normalnych na powierzchni warstwy,
a ponadto 1 na krytyczng wartos¢ predkoéci ruchu blokdw, przy ktérej nastepuje
rezonans z falami powierzchniowymi typu Rayleigha.

Oba te zagadnienia rozwiazane zostaly za
pomoca przyblizonej wersji metody Wienera-
Hopfa opracowanej przez W. T. Korrera. Od-
nosne rozwiazania maja wigc charakter przybli-

Zony, jednak wyniki dotyczace nieskoficzonych
koncentracji naprezen sa w zasadzie $cisle dzieki [ —

i e

. B

spelnienin  warunkéw  postulowanych przez -4
W. T. Korera [11.

A

1

Rys. 1

1. Zagadnienie statyczne

Rozwazmy wnieskonczenie dluga warstwe
sprezysta |y| << a, Sciskang miedzy dwoma pél-

nieskoniczonymi blokami doskonale sztywnymi (r'ys. 1). Przyjmijmy, ze sily dzia-
lajace na bloki wywoluja stale przemieszezenie pionowe 8 na krawedzi warstwy
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dla dodatniej wartoci x. Zakladamy ponadto, Ze przez powicrzchnig stylcu blo-
kéw sztywnych i warstwy sprezystej nie przenosza sig ani napreZenia styczne,
ani napreZenia momentowe. Przy tych zaloZeniach zagadnienie sprowadza si¢ do
rozwigzania podstawowego uktadu réwnafi rownowagi dla oérodka z napreZeniami
momentowymi przy nastepujacych, nieciaglych warunkach brzegowych:

oye (X, La) = Mgz (x, £a} =0,
(I.].) Cyy (x, :!:a) = 0, X < 0,
o(x, ta)=F5, x>0

We wzorach tych podobnie jak i w dalszej cze$el pracy wprowadzono oznaczenia
jak na rys. 2. Funkcje ozz, Oyy, Ozy, Oyz $2 skladowymi asymetrycznego tensora
naprezen w sensie klasycznym; ma; i my. skladowymi

b - tensora napreZzef momentowych, a # i v przemieszcze-

y*‘[',—gx niami. Symbole p,v i E oznaczajg odpowicdnio stale

— Lamégo i Poissona oraz modul Younga. Polozenie

'ﬁ,z Tsxy odpowiednich sktadowych pokazuje w plaskim stanie
= naprezenia rys. 2.

mxz/ Zgodnie 7 praca R. MINDLINA [2] zagadnienie pla-

=  skiego stanu naprezenia dla ofrodka z napreZeniami

Rys. 2 momentowymi moZna uprosci¢ przez Wprowa/dzenie fun-

keji @ i o stanowiacych uogolnienie funkcji naprezen
Airy’ego znanej z klasycznej teorii sprezystosci. Zakladajac, Ze napreZenia wyrazaja
si¢ za pomoca tych funkcji:

o2 o2y oy o2y
T2 o0 T axay’ S = o2 T oxay
2 Py i2g Py
1. = — —_ = — —r
( 2) Oy ox ay ayz L] Oyz ax ()y ()yz 3
oy dn
Mgz = a s My — 5; s

przeksztalcimy uklad réwnaf réwnowagi i réwnanie ciaglodci odksztalcefi do naste-
pujacej postaci:

Vip=10, Vigp—-DP2Vip=0,
(L1.3)

;] 0
— (w— 2V2 ) — ) 22
Py (w—12V2y) =2(1 —»){ dxv .

W powyzszych réwnaniach [ jest dodatkowa staly materialowa o wymiarze
dtugodci, ktérej sens fizyczny mozna zwigzaé z geometryczng charakterystyka
mikrostruktury rozwazanego materiatu.
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Warunki brzegowe (1.1) po uwzglednieniu zwigzkow (1.2) przybieraja postaé:

Ry o
_t)xdy }—5‘;~0, y=*a
oy
= (, = 2
(1.4) oy y=da
P 2y
0x2 axay_o’ y=4a x<0,

o(x, ) =TF8, y=-4a x>0

Wprowadzamy nastepujace wykladnicze transformaty Fouriera w postaci
zespolonej podajac zarazem obszary ich istnienia na plaszezyZnie zespolonej w:

§+(w) = I/—;.n— f oy (&, a) €™ dE, Imw > 0;
0
V(w) = ]/_ f 2 (&, a) e™* dE, Imw > 0;
0 .
V-{w) = ]&t f v (&, a) ¢ dE, Imw << 85

-0

o

Q)(W) '/'—“ f ‘P(‘Eﬂ?) eiwf d‘fs 0 < Im W < 5] é &1,

o

() = ,/" f (&) a0 <Imw <o <oy

We wrzorach tych & i 2, oznaczaja pewne liczby dodatnie, kidrych wartosé
ustali¢ moZna w zasadzic po osfatecznym rozwiazaniu zagadnienia. :

Uwzgledniajac symetrie zagadnienia, z réwnan (1.3);, (1.3)y otrzymujemy po
transformacii wyraZenia na funkcje naprezen w postaci

a
Dw, )= w [A4 ch wy+Bwy sh wy],

(1.5)
¥ (w,n) = Cshwny--Dsh ky,

gdzie
k=V@wtrd)e.

Transformaty naprezen oyy(x, y), oyx (X, ¥), myz (x, ¥) oraz przemieszczenia
v (x, y) wyrazi¢ mozna za pomoca (1.2) i (1.5) w postaci
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: w w
Syy (W, 7)) = — ” [4 ch wr-+Bwn sh wy] — Z [Cw ch whn+Dk ch ky],

iw w2
Syz(w, 1) = > [4 sh wy--B (sh wiy--wy ch wy)] — 7 [C sh wn+D sh kv),
(1.6) )
My(w,n) = - [Cw ch wy+Dk ch k),

1
V(w,n)=ﬂ{——Ashwn+B[(l—2v)sh_wn—wnchwxf]}%
i C‘h —+ D sh knl
2‘ua[ sh wy sh knl.

‘ Stafe catkowania A, B, C i D obliczamy z warunkéw brzegowych (1.4}, (1.4)
i (1.4); oraz warunku cigglodci (1.3)y wyrazajac je przez nieznang iransformate
S+ (w) napreZenia oyy na krawedzi warstwy:

a ak(wchwishw)t4(l —v)w2l2p

= —— +
4 w a2k (w-+shwch wy+4 (1 — ») w2l2ch wp S+ ),
a a2kshw
=— S ()
. w @k (wt+shwchw)+4 (1l —»yw22pchw
(1.7
) a 4i (1 — ) akwl2 sh w
C=—— S+ (w),
w @2k(wtshwchw)+4 (1 — ) w2l2pchw
a 4i(l1 — ¥y aw2 2shwchw
= S+ (w),
wchk 2k (wishweh w41 —»yw2l2pchw
gdzie

p=kshw —~wchwithk

Ostatni niewykorzystany dotad warunek brzagoWy (1.4) prowadzi po zasto-
sowaniu wzordéw transformacyjnych i (1.6), (1.7) do réwnania Wienera-Hopfa

o 1—9a
(1.8 ———— St (W) H (W) — V+ (W) = V- (w),
gdzie |
How) 1 a? ksh2 w
19 () " W @k(wtshwchw) 4 d—vw2lpchw’
(19) 1 ai
V4 (w) = — —

W Vom
Jadro (1.9) réwnamia (1.8) przy zalogzeniu /=0 (co odpowiada pominigciu
wplywu naprezed momentowych) prowadzi do zwiazku
' o 1 sh2 w

He) = wehw
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Réwnanie (1.8) staje sig¢ wiec, jak nalezalo przypuszezaé, identyczne z réwpaniem
otrzymanym w pracy [3]. Wspdtczynnik (1 — v)/u wystepujacy w réwnaniu (1.8)
odpowiada plaskiemu stanowi odksztalcenia. W plaskim stanie napreZenia zostaje
on zastapiony wspélezynnikiem 2/E.

Réwnanie (1.8) rozwiazujemy teraz w sposdb przyblizony metoda Koifera
[1] zastepujac skomplikowane jadro (1.9) prosta funkcja H (W) spelniajaca, jak
wiadomo, trzy warunki:

1) H(w) i H(w) powinny zachowywaé si¢ podobnie w obszarze regularnosci
wszystkich transformat wystepujacych w zadaniu (W naszym przypadku w sasiedz-
twie osi Rew);

2y H(w)'i H(w) powinny przybiera¢ identyczne warfosci w otoczeniu punktow
Rew=01i Rew=o0 _

3) H (w) powinien charakteryzowaé prosty rozkiad zer i biegunow.

Przy spelnieniu tych warunkéw rozwiazania zagadnienia przybliZzonego Gyy (x, @)
i 9 (x, d) sa zblizone do rozwiazan fcistych oyy (x, ) i © (x, @) dla dowolnych x,
a przyjmuja wartosci $ciste, gdy x -0 i x — o0,

Poniewaz z (1.9) wynika, Ze

1
H{w) = 5 + O (w), gdy w—0;

1
H((w) = WW—I—O(W 2) :gdy W —> 00,

przyjmujemy przeto
o . 1
(1.10 H(w) = S
_ 2
(3 — 2 'l/w_ + 3 o

Podstawiajac funkcje H (w) z (1.10) do (1.8) otrzymujemy zastgpcze réwnanie
Wienera-Hopfa, ktore rozwiazujemy droga faktoryzacji starajac si¢ rozdzieli
wyraZenia analityczne odpowiednio w pélplaszezyznach zespolonych Imw >0
i Im w < & Jedli to postgpowanie okaze si¢ mozliwe dla pewnej dodatniej, chofby
dowolnic malej liczby &, to mozliwe bedzie odwrdcenie dirzymanych transformat
we wspOlnym pasmie analitycznodci 0 << Imw < e.

Mnozac obie strony (1.12) przez ]/w — 2i[(3 — 2») otrzymujemy

(1 — ) aS*(w) Lk Vw— 23 —2)

M(3—2’1’)l/w+ v

= V- ]/ 2
- (W} w 3“_21}’ _l/ﬂ-
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Wryraz zawierajacy stala K moze byé rozlozony na dwie czefci analityczne odpowied-
nio w gornej i dolnej polplaszczyznie. Po przeksztalcenin mamy

— + K
(L11) 020 sron+ ]/*32712 -
;”(3—2")]/w-+ 2 -
3—2»

_ *2—1'_1/_ _(]/TT_]/:__ZT")E
=Y 35 VW YT 32w

Zgodnie 7 twierdzeniem Liouville’a obie sirony powyZszego rownania przedsta-
wiaja funkcje catkowita typu

apt+ay wtap w2

Jedynie zaloZenie, z¢ wszystkie wspolczynniki ag, ay, ... s3 réwne zeru, prowadzi
do naprezen skoficzonych w nieskoniczonoéci. A wige (1.15) jest réwnowazne dwu
réwnaniom:

Po przekszialceniach i zastosowaniu odwrotnej transformacji Fouriera otrzymujemy

: 2
KuV —2iV3 — 2 f]/w+ 329
w
r

= — v iwe 0
ayu (&, a) a4 a2V e dw, £>0,

(1.13) TR
K f T3 2y Y e
: 1

LG o —]/421. "
r ) W -

3 2v

dw, &£<0.

Calki w (1.13) obliczcamy metoda residuéw. Dla obliczenia catki (1.13);
zamykamy droge catkowania w dolnej poOiplaszczyinie, uwzgledniamy biegun w
punkcie w = 0 i punkt rozgalezienia w w = ¥ ~-2i/(3 — 2».) Ostatecznie przyjmu-
jemy

2

T

] 23 e 28 Y
(1.14) ayy(é,a) = — E(T"_!f—v) (]/3 — 21)7“5_9;5— + erf l/m)
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Rozwiazanie analogicznego zagadnienia przy pominigciu napreZeil momentowych
(oérodek klasyczny) ma postaé {4}

(1.15) oy (£, a) 2o ( ei + fx/ié)
. oyy (€, a) = — er .
e a(l — )\ 2ne

Jak widac, wzory te roéznia sig od siebie wspoiczynnikiem ]/ 3 2y, wplywaja-
cym w spos6b istotny na konceniracje maprezedn w punkcie & = 0. Ponadto, jak
widaé, oyy (£, @) nie zaleZy w sposéb jawny od charakterystycznej diugosci [, nie
ma wigc przejicia granicznego ze wzoru (1.14) do (1.15). Do podobnego wriosku
doszli E. STERNRERG i R. Muki1 [5] rozpatrujac na innej drodze problem skonczo-
nego stempla weiskanego w polptaszezyzng i stwierdzajac takze wzrost napreZenia

o ]/3 — 2v. Dla poréwnania na rys. 3 przedstawiono wykresy przyblizonych warto$ci

ag,it.a)
uds

[}
|
\
i
1
]
[
i

1 1 i

0 o 05 W ¢

Rys, 3

oyy (£, @) z uwzglednieniem i bez uwzglednienia wplywu naprezen momentowych
(linie ciagle i kreskowane) dla dwdch skrajnych wartodci wspdlezynnika Poissona
» =0 oraz » = 1/2. Wazrost wspolczynnika koncentracji naprezen wynosi wigc
od 41% do 73%, a jeszcze w odleglosci x = af2, & = 1/2 mozna sig spodziewaé
10%,—20% wzrostu napreZen normalnych, spowodowanych istnieniem naprezen
momentowych, Jednakie te ostatnie liczby maja charakter jedynie przybliZony
i zaleZa zapewne w dufej mierze od wartodcl L
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2, Zagadnienie guasi-statyczne

Przechodzac do zagadnienia quasi-statycznego rozwazmy problem przedsta-
wiony na 1ys. 1 przy dodatkowym zalozeniu, Ze doskonale sztywne bloki, weiskane
na gleboko$¢ & w nieograniczong warstwe sprezysta, poruszaja sie ze stafg predkoseia
¢ w dodatnim kierunku osi x. T w tym przypadku chodzi o okreflenie wplywu
naprezet momentowych na przebieg procesu.

Roéwmania rézniczkowe ruchu dwuwymiarowego z napreZzeniami momentowymi
maja postaé

- oe ) 0 o2u
(Ii-l—,u):); + uv u+2!2)u$ Viw, =p PR
@1 |
de ) ) i) ) 2o
(1+M)5J“; T pVio -2 p Vies = g5,

gdzie A, u oznaczaja stale Lamégo, e = gufox+ovfdy oznacza dylatacje, a oy
skladowa obrotu elementu oérodka wokd! osi z. .
Wprowadzajac potencjaly ¢ (x, », £} i 9 (x, », 1) okreSlone za pomoca wzoréw:

dp | Op _dp  dp

“ %y YTy
e = Vig, mz;—%vzw,
rownania (2.1) mozemy zastapi¢ przez uklad réwnan:
2.2) G2y V2o = op, pV2yp — RuViy = gp.
Warunki brzegowe zagadnienia sg nastepujace:

22¢ 2o o2y
Oyz (X, +4) :—”(By_z_%xay )

2
: iy (x, +q) = — ZIZ,LL;—VZQE{),
.3 'y
TP
O'yy(x, :tﬂ') - (P+ (el ay ()y ox =Y x < cf,
' dp
‘U(X;:ta)_“(‘)";—a—:l:a, x > cf.
Zaktadamy, 7e proces ma charakter quasi-statyczny, trwa od chwili ¢ = —oo,

a w chwili ¢ = 0 krawedzie blokéw znajduja sig w poloZeniu przedstawionym na
rys. 1.

W celu wyeliminowania zmiennej czasowej ¢ wprowadzamy zmienna pomocnicza
x" = x — c¢t. Niech

1/14—2#
cp = —_—
e
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oznacza predkosé fal podtuznych,

Cy = -
o
predkosé fal poprzecznych oraz

c\2 ) c\2
2=1—f=], 2=1—1—].
v ( (:1) b ( (:2)
Przy tych oznaczeniach rdwnania (2.3) przyjmuja postaé

20 g+ gy = 0,
.4 Y@z, vy
B2y, wat9, 9y — PO, wraaa 29, arwryy+9, yuyy) = 0.

W dalszym ciagu pracy zakladaé bedziemy, Ze oba wspdlezynniki 2 i 92 sa
zawsze dodatnie, a wiec e predkosé ¢ nie przekracza predkosci propagacji fal
sprezystych w odrodku.

Postugujac sig transformacjami cafkowymi Fouriera wprowadzonymi w poprzed-
nim punkcie, rozwigzanie ukladu réwnan (2.4) przy uwzglednieniu symetrii mozna
napisa¢ w sposdb nastepujacy: '

D(w, ) = Achywn, ¥ {w, n) = Bshswy+C shpwn.

Tutaj podobnie jak poprzed'nio w jes_t parametrem transformacji, n = y/a, a ponadto
144 ]/ 1-ya
T l/1+ P r=yltoae
, I
A=T144w232(1 — g2, A= -

Pierwsze trzy warunki brzegowe. (2.3) w postaci przetransformowanej prowadza
do uktadu réwnan

Syy(W) =

wi .
Syz (W) = Ma—z {—24iy shyw--B (1+52) sh sw+C (14p2) sh pw}

2 .“ W
.5) - {B(1 — s2)2sh sw+C (1 — p2)2 sh pw},
2ulzwid
My (w) = ——— {Bs (1 — s2) ch sw+-Cp (} — p2) ch pw},
w iw
V(w) = shyw + . (B sh sw-C sh pw),
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z ktorego wyznaczamy state 4, B 1

th th sw — rth pw

—_ 2 O+
A Duw? sh yw a5,
26) PR L
-6) "~ Duw?chsw ),
2iya2
= — gt
Duw? ch pw S+0),

gdzie
D = (—tk th sw-}-r th pw) (1--§2) cth sw+4y (ts — p),

_p—p)
s(1l—s50 7
2w2
k= (42 = — (1 — 22,
: 2w2
r={l-+p? — 7 (1 — p2.

Wstawiajac powyisze stale do ostatniego warunku brzegowego (2.3} po prze-
ksztalceniach otrzymujemy poszukiwane réwnanie Wienera-Hopfa: :

dai
228
Jadro tego réwnania ma w naszym przypadku postaé bardzo zloZona:

1 g2
(2.8) H(w) = y( — 2} f(w)

w[Sfy V4 ]/1 + wfzﬁ — (1422 f(w)cth wy]

d s M_ o _
2.7 ;S (w)H(w)+TV——V W), M=

2

gdzie
S W) =s(/A+1) th wp+p (4 — 1) th ws.

Latwo sprawdzi€, ze przechodzac we wzorze (2.8) do granicy A—0 ofrzymujemy

v =) thywth fw
) = gy tow — (L+f2p th pol’

Jest to wyrazenie identyczne z otrzymanym w pracy [4], w kfdre] rozwazZano ana-
logiczne zagadnienie z pominigciem wplywu napreZzen momentowych.

‘W celu zastapienia rdéwnania (2.7) réwnaniem uproszezonym i zastosowania
metody Koitera malezy przeprowadzi¢ dyskusje wyraZenia (2.8) w przedziale
0 << w < oo (funkcja jest symetryczna), w szczegdhodci wyznaczyé wartosci H (w)
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w punktach w=01i w = co. W tym celn przedstawimy funkcje H (w) w innej po-
staci. Stosujac nowa zmienna # = wl i wprowadzajac oznaczenie

]/ ﬁz V4 thﬁ

2.9) G ) = @ e )
s() (Y A-4-1) 1 thgﬂw + p ) (Y4 — 1y th ——
otrzymujemy
Lo
A1 —p%) u A
(1+p22 '

Funkcje p (w, 4), s (w, 2) 1 4 (w, 1) okreslone poprzednio staja sie, dzigki wpro-
wadzeniu nowej zmiennej ¥ = wi, A # 0, funkcjami jednej zmiennej

p(u)=]/1+ ]/A, s(u)—]/l—{-%{, A = 1141 — a2,

Zastapienie funkcji H () prostym wyraZeniem typu
{2.11 H) = ———
@.11) 0=
analogicznym do (1.14) jest, jak moZna latwo zauwazyé, mozliwe jedynie pod wa-

runkiem, Zze mianownik (2.10) pQZOStaje dodatni 1 ograniczony dla dowolnej rze-
czywistej wartoéci . Gdyby dla pewnego u — uy zachodzilo

(1+p22
&y ’

to zamiast (2.10) nalezaloby postuZyC sig wyraZzeniem typu

 Glug) =

W pracy [4] stwierdzono, #e tego rodzaju zaloZenie prowadzi do rozwigzan
niecallkowalnych; wspélne pasmo regularno$ci fransformat, o ktérym byla mowa
W pierwszej czefci pracy, przestaje istnieé I nastepuje rezonans z falami powmrzchmo-
wymi Rayleigha.

We wspomniane]j pracy [4], w ktérej rozwazano ofrodek bez naprezen momento-
wych, rezonans taki nastgpowal wtedy, gdy predkoss blokow sziywnych ¢ osiggala
predkosé propagacji fal Rayleigha ¢z, W omawianym tu przypadku uwzgledniajg-
cym naprezenia momentowe kryfyczna warto$¢ predkofci zalezy od dedatkowego
* parametru A; zjawisko wplywu naprezefin momentowych na propagacie fal po-
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o

L wierzehniowych stwierdzid poprzednio C. RYMARZ [6], kiory rozpatrywal to za-
. gadnienie dla przypadku péiprzestrzeni sprezystej. E

W celu stwierdzenia tego zjawiska przedyskutujemy zachowanie si¢ funkeii
G (4) w przedziale (0, cc). Funkcja ta przyjmuje nastepujace wartodci graniczne
przy # =01 u-—>o0: '

_ oy _ pa—p
2.12) lim G () =7 Im HG) = 370 o
OTAZ

| 1 -
(2.13) BEI)JMG () = 5’ BTMH(H) - uldy — (14212 :

Poréwnujac z kolei wartosci graniczne (2.12) 1 (2.13) z wartofciami wyprowa-
dzonymi w pracy [4], w ktorej wplyw naprezen momentowych byl pominigty,

stwierdzié mozna zgodno$é granic lim H, podczas gdy dla w — o0 stosunek -
w30 .

Ui B lgo _ 467 = (+0F _
N7 NP T (N

jest rézny od jednofci. W przypadku statycznym ¢ =0 otrzymujemy

(2.14)

r0) = 3—27
zgodnie z wynikami poprzedniego rozdziatu oraz pracy [3]. Stosunek ten nie zalezy,
jak widaé, od parametru A, a jedynie od stosunku predkosei ¢ do predkoscl pro-
pagacji fal podluznych i poprzecznych oraz od stalej Poissona ». Przy wzrastajacej
predkodei stosunek ten maleje do wartosci 0 dla ¢ — ¢

Granice G (1), gdy # — 0 i w — oo, okreslone wzorami (2.12) i (2.13), pozwalaja
stwierdzié, ze miamownik wyraZenia (2.10) pozostaje w tych punktach dodatni,
gdyz przy 0 << ¢ << ¢p:

Y .
arpr O " e T

8y ‘ d
@rpr O @ T

Na rys. 4a, b, ¢ pokazano (w skali pollogarytmicznej) wykres funkcji '

2.13) 8 = G pp G ()

w przedziale (0, o0) dla trzech przypadkéw predkosci c: mniejszej, rOWDe] oraz
wigkszej od predkosci propagacii fal powierzchniowych Rayleigha cp W kazdym
z tych przypadkdw rozwazono ponadto trzy wartodel parametru A = 0,001, 1 ==
= 0,011 4 =0,1, Z wykyesow. tych wynika w sposGb oczywisty, ze tak dlugo jak
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¢ << ¢p, Tunkcja g () pozostaje wigksza od jednodci i rezonans z falami powierzchnio-
wymi nie moze wystapié. Gdy ¢ > cg, dobdr odpowiednio malej wartodci para-
metru A doprowadza do rezonansu; przy ¢ = ¢, rezonans wystepuje jedynie, gdy

a glu)

v="1/3, c=1015c,
-3 ,? -1 oy u
fald i) o at * 0 u

=1
-

Rys. 4

A —0. Obserwacje te potwierdza prosta analiza wrzoru (2.9): przy dostatecznie
malych ustalonych wartoéciach # €1 i przy A—0 otrzymujemy nastgpujace
zwigzki przyblizone: .

VA+1m2, YA—-1m2(01 -2,

2 1
]_/1 +%_z%, pwy=p, 5@ m;,

Su pu yu
- ®th—ths —=1
thﬂ ,thl',th 7 s
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z ktérych wynika graniczna warto$é G (u):
Blu B
G = 5 ~o
-u—JrZﬁ(I — 2y ul

Tak wiec przy A —0 i u < 1 mianownik wyraZenia (2.10) przyjmuje minimalng
wartosé
_A
a+pp
ktora, jak wiadomo, jest zawsze dodatnia dla ¢ < cg; réwnanie
apy — (PR =0
jest bowiem dobrze znanmym réwnaniem okre§lajacym predko§é propagacji fal
Rayleigha na powierzchni ciala spreZystego in- _

Z rys. 4a, b i ¢ oraz przeprowadzonej analizy przyblizonej funkeji (2.9) wynika
wiec, ze napreZenia momentowe wplywaja na zwiekszenie sig predkoéei krytycznej
ruchu sztywnych blokéw; wzrost ten moze by¢ znaczny przy wiekszych warto$ciach
parametra 2. ‘

Rys. 5

Przy dostatecznie malych wartodciach predkosci ¢ < cp mianownik wyrazenia
{2.10), a wigc i (2.8), pozostaje dodatni dla dowolnych 1zeczywistych w. Biorac
pod uwage graniczne wartosei (2.12) i (2.13) mozemy wigc podobnie jak w pierwszej
czedel pracy zastapié jadro H (w) réwnania Wienera-Hopfa (2.7) jadrem przybli-
Zonym.

2.16) H(w) = e
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gdzie.
NG Gt v ML el N}
92— (e PR ay — (4P i

Przeprowadzajac faktoryzacie w sposéb analogiczny do zastosowanego w pier-
wszej czelel pracy [wzory (2.15)—(2.17)] otrzymujemy po retransformacji wzor
na przyblizony rozktad napreZen normalnych pod powierzchnia blokow sztywnych:

, 5
2.17) ouy (&, @) = — 5,4( —+erf]/—)

gdzie & = x'[a. L

Podobnie jak poprzednio wzér (2.17) jest &cisly; gdy &> 0 i & — co. Tak wiec
$cista wartos¢ wspélczynnika koncentracji naprezenmia oy, w punkcie y = g,
& = 0 wynosi

] i) 4y — (148221 [4v2 — (145232
alyy oy —_F _ b VEy — (L1622 [ — (1427

aVadB @ y (L — )y

@Gy (&,a}

W punkcie ! niniejszej pracy ofrzymaliémy wspélezynnik koncentracji
2ub V3— 2
a(l —9)  yon

tatwo mozna sprawdzié, ze gdy ¢ -»0, a wige gdy g—1iy—1, wzor (2.18)
sprowadza si¢ do (2.19).

(2.19) N=

Rozprawy Inzynierskie — 2
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Na rys. 5 przedstawiono wykres funkcji Oyy (€, @) wedlug wzoru (2.17) dla
» = 142 i kilku wartoéci stosunku ¢/ez; obserwujemy tu, podobnie jak W przypadku
pominiecia wplywu naprezeh momentowych rozpatrzonym w pracy [4], zmniejsza-
nie sig napreZefi oyy (¢, ) przy wzroscie predkosei c. '

Na. rys. 6 pokazano wykres paprgzef Gyy (&, @) dla v = 1/2 i dwéch wartosci
c=0ic= 0,875¢,. Linie ciagle odpowiadaja wzorowi (2.17), linie kreskowane —
wzorowi wyprowadzonemu w pracy [4] i pomijajacemu wplyw naprQZeﬁ momento-
wych. Tutaj podobnie jak i w przypadku statycznym oméwionym w punkeie 1
(rys. 3) obserwujemy' wzrost napreZenia i wspolczynnika jego koncentracji spo-
wodowany naprereniami momentowymi. Wzrost ten jest najwigkszy przy malych
p’rgdkoébia,ch ¢—0'i wynosi wiedy V3 - 2»; przy wzrastajacych predkogciach
¢ — ¢ analizy wzoréw (2.18) i-(2.19) wskazuje, Ze stosunck N /N nieznacznie
maleje. :
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T o PeswMe

MOMEHTHBIE HAIIPSDKEHWS B 3AIAYE PASPBIBHBIX KPAEBBIX VCJIOBUIA
UL VIIPYI'OT'O CIIOA

Becxoaémtﬁ-; ynpymﬁ COH WL TONOCE TUIACTHERA TIOABEPTASTCH CEATHIO- HBYMs TONY-
GECKOTEHIEIVY JKeCTRAME GIoxaM. PacCMaTprBasTC KaK CTATHCCKAR TaK H KBAGH-CTATHHIECKan
sanaua, B Hochenmed 3anaue IPHAMMAETCH UTO GI0KH CPETBHIAIOTCA C NOCTONHHOH CKOPOCTEIO ¢
110 TOBEPXHOCTA CIOL. MOMEHTHEE NANDAKCER] DA B PACCMATPHBASMOM CIyTde. HA xo3dge
(pVILACAT, KORTICHTpAMH TANPIKEHIH TAKOC-JKE BIUALAC OKA3EIBAIOT HA KPATHYECKOC 3HAUCIHE
‘ckopoeTd ¢ Npy KOTOpOl TOMKEH ApOH3OITA PE3OAAHC © [OBEPXHOCTHHIMI' BOIHAME B CPEfie
Tana Koccepa. - IEEEE




NAPREZENIA MOMENTOWE W ZAGADNIENIU KONTAKTOWYM 10

Summary

COUPLE STRESSES IN THE DISCONTINUOUS BOUNDARY VALUE PROBLEM
OF AN INFINITE LAYER

An infinite elastic layer or a plate strip is compressed between two semi-infinite rigid blocks.
Both the static and the quasi-static problems have been considered, the latter assuming that the
blocks move at a constant velocity along the surfaces of the layer. The couple-stresses seem to be
responsible for a considerable increase of the stress concentration factor; a similar influence is
observed with respect fo the critical value of velocity ¢ at which a resonance with the surface waves
in a Cosserat-type medium should be expected.

ZAKFY.AD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMIOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlesona w Redakefi dnia 4 wrzesnia 1967 r.






