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Praca niniejsza traktuje o problemach brzegowych termosprezystosci w jedno-
rodnych i izotropowych cialach spreZystych ograniczonych powierzchniami ku-
listymi i stozkowymi, a w szezep6lno$ci w grubofciennych otwartych powlokach
kulistych poddanych wplywom ustalonej temperatury o rozkladzie osiowosy-
melrycznym. o :

- Celem pracy jest podanie $cistych i przybhzonych rozwigzan dla zagadnied
przewodnictwa cieplnego oraz stanu napreZen i przemieszezen termicznych W ujeciu
Ilasycznej liniowej teorii termosprezystosei: _ ‘

Podj¢ta w pracy problematyka nalezy do przestrzennych zagadnien teorii
sprezystodel lub termosprezystodci, a takze do klasyeznej teorii powlok. Wypada
zafem podaé przeglad bibliograficzny podstawowych prac, ktéte wigza sig z po~-
ruszanymi zagadnieniami. BT
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Pierwsze zainteresowania teoria naprefen cieplnych w cialach stalych sprezystych
zapoczatkowane zostaly pracami J. M. C. DunamsLa [1 i 2] w latach 1837-1838
i dotyczyly ogblnego sformulowania zagadnief. W roku 1873 C. W. BORCHARDT
[3] oglosil traktat o rozkladzie temperatury i stanie napreZenia W Jjednorodnej
i izotropowej kuli pelnej ogrzanej dowolnie (niekoniecznie symetrycznie) na powierz-
chni zewngtrznej. On takZe pierwszy wprowadzil funkcje termosprezystego poten-
cjatu, ktora od tej pory byla stosowana w pracach N. N. LEBEDIEWA [4], J. N, Go-
obiERA [5]; R.D. Mmbprma, D. H. CHENGA [6] i innych badaczy. W roku 1957
B.D. SHARMA [7] zbadal stan naprezefi i przemieszezef termicznych w nieskon-
czonym sprezystym ciele z kulista pustka i w pelnej spreZystej kuli pod wplywem
dzialania jadra termosprezystego odksztalcenia, W tym samym czasie E. L. McDo-
WELL i B. STERNBERG [8] podali rozwigzanie dla problemu temperatury, naprezef
i przemieszezetn w zamknieiej powloce kulistej o dowolnej stalej gruboécl, ogrzanej
osiowosymetrycznie na powierzchniach ograniczajacych. Gruboscienna powloke
potkulista w osiowosymetrycznym polu temperatury zbadal J. IGNACZAK 91
sprowadzajac zagadnienie do rozwiazania nieskoficzonego ukladu réwnan dla
wspblezynnikéw szeregéw. W ostatmim czasic W.E. Warren [10, 11] uogdnii
rozwiazanie podane w pracy [8] na nieustalone pole temperatury.

Stany naprefen i deformacji termicznych w cienkich powlokach obrotowych
(w tym takze w powlokach kulistych) w ujeciu klasycznej teorii powlok Kirchhoffa-
Love’a w przypadkach osiowosymetrycznych zostaly wyczerpujaco zbadane przez
G. TicHELBERGA [12], S. P. TiMOSHENKE [13], A. L. Lurieco [14], A. L. GOLDEN-
weszerA [15], H. ParxusA [16], E. MeLaNa [17] i innych. Ponadto podstawowe
rezultaty dotyczace powlok obrotowych poddanych dzialaniu temperatury zebrane
zostaly w monografii W. NowackieGo [18]. -

Zagadnienie przewodnictwa cieplnego oraz stan naprezefi i przemieszezen
termicznych w otwartych powtokach kulistych dowolnej grubosci byly przedmiotem
badan autora w ‘pracach [19-23].

1. Ustalone przewodnictwo cieplne

1.1. Sformulowanic zagadnienia. Rozwazaé bedziemy cialo o ksztalcie wycinka
kuli, ograniczone dwiema wspdl$rodkowymi powierzchniami kulistymi o promie-
niach r'=r;ir=ry (0 € r < o) oraz powierzchnig stozka kolowego o pdtkacie
wierzchotkowym 6 = 6 ({) < 31 <m) % w1erzch0ﬂ<1em w Srodku powierzchni
kulisiych. : :

Cialo zanurzone jest w osiowosymetrycznym polu temperatury tak, Ze na. po-
wierzchniach kulistych i na p0w1erzchn1 stozkowej dane jest prawo zmiany tem-
peratury. Poszukiwaé bedziemy pola temperatury wewnatrz obszaru powloki
7 7adaniem $cistego spelnienia warunkéw granicznych i brzegowych. W dalszym
ciagu powierzchnie kuliste ograniczajace cialo nazywac bedziemy powierzchniami
granicznymi, a powierzchnig stozkowa powierzchnia brzegows. Powierzchni gra-.
nicznej przypisywaé bedziemy warunki graniczne, a pow1erzchn1 brzegowe_] warunki -
brzegowe.
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- We wspllrzednych kulistych r, 6, ¢ rozwazany obszar ciala (zys. 1) jest opisany-
nicréwnosciami R o :
Ly . nEr<rn, 05059, 0<p<2m
W rozwazZaniach wprowadza si¢ wspéhrzgdne bezwymiarowe'

(1.2) e=r3Y, 0<o<l

Rys. 1

Zagadnienie Dirichleta dla temperatury w przypadku ustalonym sprowadza sie
do rozwigzania réwnania przewodnictwa cieplnego (Laplace’a)

(1.3 . ; AT =0
w obszarze ciala (1.1) przy nastepujacych warunkach granicznych i brzegowych:
Tlnm =T, k=12 m<p<l, |

(L4) -
T(.p)=T(@, pw—=cosl, p <p<l.




36 ZBIGNIEW FRANCISZEK BACZYNSKI

Warunki powyzsze oznaczaja, Ze kuliste powierzehnie o = g ograniczajace obszar
(1.1) utrzymuje sie w dowolnej temperaturze Tz (@) zmiennej wzdiuz poludnikéw,
a na powierzchni wydrazenia stozkowego okredla si¢ temperaturg T (¢) zmienng
wzdlu promienia. ' .

Zaktada sie, ze cialo jest jednorodne i izofropowe termicznie, a wspdlczynnik
rozszerzalnodci termicznej ap nie zalezy od temperatury. =

Rozwiazanie réwnania przewodnictwa cieplnego (1.3) przeprowadzimy dla
wygody w dwéch etapach przy rozdzieleniu warunkow bIZegowychq(lA). W pierw-
szym ectapie poszukiwaé bgdziemy ogblnego jednorodnego rozwigzania réwnania
(1.3) z warunkami granicznymi

T (ox, ¢) = T (1), k=1,2, o< p <1,

(1.5}
T (o, 1) =0, pr=costy, e <<e<l,

a w drugim etapie og6lnego jednorodnego rozwiazania réwnania (1.3) z warunkami
brzegowymi '

T(Qk‘:}u‘):ox k:132: .|u1<1u<1!

(1.6)
T (o, ) = T(0), 01 <o <L

1.2. Rozwigzauie I problemu. Niech dane bedzie cialo w kszialcie wycinka kuli,
ktérego obszar opisany zostat przez (1.1). Jesli powierzchnie graniczne ciala pozo-
staja pod wplywem ustalonej osiowosymetrycznej temperatury T (i), 2 powierzch-
nia brzegowa utrzymana jest w temperaturze zerowej, to réwnanie (1.3) we wspoi-
rzednych kulistych (p, 8, ¢) ma postac

.7 TJQQ+2~9_1 Tote 20l — T, ). =0.

Jego rozwiazaniem spelniajacym warunki graniczne i brzegowe (1.5) jest funkcja
&0 .
19 Tl = ) [0 Bu, 07 Py (1)
' r=0

Funkcja ta okrefla pole temperatury wewnatrz rozpalrywanego obszaru. W szere-
gu (1.8) A, 1 By, oznaczaja ciagi stalych wspdlczynnikow, ¢ oznacza Zmienny
promici bezwymiarowy, a Py, (1) zwyczajny wielomian Legendre’a argumentu
p = cos 0 o xzeczywistych indeksach ar okre§lonych na zbiorze liczb naturalnych.

Zakladamy, 7e temperatur¢ na powierzchniach graniczoych mozna okreslié
za pomoca szeregu wedlug zwyczajnych wiclomiandw Legendre’a w przedziale
(!u‘l’ 1) R LR AR

(1.9) T = Y aPo(), T2 = Db
=0 . SOr=0
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Wykorzystujac warunki brzegowe (1.5) i rozwiazanie (1.8) otrzymamy dla wyznacze-
nia ciggéw wspolezynnikéw wzory nastepujace:

A a,0 oc—’rl — b b a s 1)_1’
(1.10) = ¢ o @

By = (0o 0™ — ag0f™) (@ — 171

W przedziale ortogonalnosci wielomianéw Legendre’a (g, 1) mamy

ae — — {[(L — #2) Qa4 1) Poyu Pu il ey, [ TiPadit
(1.11) . #
1

ba = {{(1 - lu’z) (2(1_1_1)._11:'1, G.Poc,,u]gl}l,t:.ul f T,’?,Pad”"
: " E . #1

Ciag rzeczywis_tych indekséw a # —1/2 okreflony jest rdwnaniem przés_tqpnym
(1.12) Pi(p1) = 0.

W wyrazeniach (1.8) i (1.11) funkcje P, () moZna przyjmowaé w postaci catko-
wej (calki Melera), szeregowej lub funkcji hlpergeometrycznych Najwygodniejsza
jednak jest postaé

si
(1.13) Pop) =

(a ~—n - atnt1 )Pn(,u),

gdzie Py (1) oznacza zwyczajny wielomian Legendre’a argumentu g == cos § o na-
turalnych indeksach ».

1.3. Rozwiazanie 11 problemun. Jeshi na powierzchni brzegowej ciata zdefiniowa-
nego przez (1.1) dana jest ustalona osiowosymeltryczna temperatura T(p) #0,
a powierzchnie graniczne utrzymane sa w-temperaturze zerowej, fo réwnanie (1.7)
oraz warunki graniczne i brzegowe (1.6) spehia funkcia

(1.14) Tlo.w) = D Ap, (@™ — ¢ ") Py, ().

Funkcja ta okreéla pole temperatury w rozpatrywanym obszarze. W szeregu (1.14)
Ap, oznacza ciag stalych wspélezynnikéw, ¢ zmienny promieft bezwymiarowy,
a Py (u) funkcje Legendre’a pierwszego rodzaju(l) o zespolonych indeksach
okreslonych na zbiorze liczb naturalnych (%), przy czym

1.15 I M
(1. ) ﬁs— ) i, ‘r-v—' ID@}’ ,5'7: 22y e

() Niekiedy funkeje Pg{p) = P— 344 () nazywa sig funkcjami stozkowymi.

(2) Ciag indeksbw f jest rozwiazaniem réwnania prizestepnego Qﬁ — Q—ﬁ 1.0, ktére wymka
z jednorodaych warunkéw brzegowych dla temperatury. L
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‘Funkcja T (g, ) jest jednoznacznie rieéiona przez (1.14), gdy znany jest ciag
stalych 4, Tak wigc problem polega na przedstawieniu danej funkcji temperatury
w postaci szeregu ukladu funkcji

(1.16) T = D) A, (e — ¢~ " )Py (), gy = cos b,
5

Dla przyblizonego rozwigzania problemu zachowuije sie W wyrazeniu szeregowym
(1.16) okreSlona liczb¢ skladnikow.

WoprowadZmy do rozwazan wielko$é, ktora nazywaé bedziemy kwadratowym
odchyleniem funkcji nd powierzchni stozkowej ff = 0:
. [ ,

' = | \ B —Bs—1 2
(LIT) X (g, dp, A, ) = | | T — D) A5, (0" — ™" Py, (ur) | 0 do-

8=1
&1

Wspolezynniki A, (s =1,2,...) okreSlamy z warunku minimum odchylenia
kwadratowego funkeji. Warunek ten prowadzi do ukladu réwnan liniowych

oxX

1.1
(1.18) o4,

=0, k=12,..

Jesli wprowadzié oznaczenia

i
oy, = Po, (1) P (1) [ (" — @771 (¢ — ™" oo,
(1.19) . e
a5, = Py, () [ T(0) (@™ — 0= ") odo,
e -

to uklad réwnan (1.18) przyjmie postaé

o0

(1.20) D ag g, =g, k=1,2, ...

s=1

Wsp6tezynniki ap,, moga byé tutaj obliczone droga elementarnego calkowama
dla calej klasy cial. Otrzymujemy zatem '

0 dla s#k

21 = ’

a.z1 Ay {_2 (or — V) [Ps,(e)P  dla s=k,
. Skmlng ¥ 3

PowyZej wspblezynniki as, obliczone zostaly dla stalej temperatury T'(p) = | danej
na powierzchni brzegowej 6 = 6;; mozna takze obhczac Je bez trudnoéci dla do—
wolnie danej temperatury T (p). : L T
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W ten sposdb znane s wszystkie wspdlczynniki nieskoficzonego ukladu réwnan
(1.20). Okazalo si¢ przy fym, Ze macierz 4 utworzona ze wspdlczynnikéw ag,
jest macierza diagonalna:

a8,y

t:H

(23 A= s

Tak wiec rozwiazanie nieskonczonego ukladu r(')wnaﬁ=(l.20) otrzymuje si¢ bezpo-
$rednio w postaci

129 N ﬁ{ 0 dla s £k,

ag, (ap,)"1 dla  s=k.

Wracajac do rozwigzania ogélnego (1.14) nalezy podkredlié, Ze aczkolwick
szereg ten zostal okreflony na zbiorze liczb zespolonych, to kaZdej wartosci fs
w postaci (1.15) odpowiada wylacznie czgéG 1zeczywista T (o). Mozna bowiem
wykazaé, Ze

Re (gt — ™Y =Tm Py, (1) = 0,

1.25
( ) Re Pﬁa(ﬂ) #0, Im (Qﬁ._ Q"ﬁ"_l) £0,

a ciag stalych Az, okazal si¢ urojony.

Funkcje Legendre’a w rozwiazaniu (1.14) moga byé brane w rozmaitych posta-
ciach podobnie jak w rozwiazaniach podanych w p. 1.2. Sposrod przedstawien
-catkowych wazniejszymi sa nastgpujace:

-]

2 ch Ty ,
(1.26) Py (@) = 0<f<n=n
_ V2cosy —cosl :
oraz dla duzych wartoci T wyraZenie
. erﬂ
(1.27) P e 0L 0 o
' tiz+4s 8 V 27t sin 6

Przy rzeczywistych wartosciach = i —1 << p << 1 funkcja P_ypy .4, (@) jest rzeczy-
‘wista i ciagla oraz spelnia nastepujace réwnosci: . .

(1.28) lim 1P —1/2+4r () =00, P —1/2447 () E_P —1/2—4x (), P — 1244 =1
o=

Réwnoécl (1.28) sg spelnione” dla dowolnych warto§ci 7.

Szczegdlne przypadki rozkladu temperatury w ciatach ograniczonych powie_r_zch—
niami kulistymi i stozkowymi rozwazane byly przez autora w pracach [19 i 24]..
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2. Ustalony stan naprefenia i przentieszczenia

21, Sformulowanie zagadnienia. Rozwaza sie swobodne cialo sprezyste o obsza-
rze, ktory zdefiniowany zostal poprzednio (w p. 1.1). W obszarze ciala (1.1) panuje
znane (wyznaczone w rozdziale 1) pole temperatiry T (o, p), kidre wywoluje osio-
wosymelryczny stan napreZenia i przemieszczenia, Zakiada sig, Ze cialo jest jedno-
rodne i izotropowe, a stale materialowe E i » nie zaleza od temperatury.

Zagadnienie polega na rozwiazaniu ukladu réwnan klasycznej teorii termospre-
Zystodci, tj. rOwnan réwnowagi wewnetrznej, nogdlnionych réwnan fizycznych i row-
nan geometrycznych:

oyy,3 =0,

¥ 1+
(2.1) gy = 206 &y + 1_21}8— 1—2'VaTT dii ] »

2645 = us, by
z warunkami brzegowymi
2.2) | oy ng — O

Rozwiazanie zagadnienia termosprezystej réwnowagi rozwazanego ciala buduje
sig w postaci:

2.3) 8 = SO+ 50459,

W rozwigzaniu powyzszym SO jest szczegdlnym rozwigzaniem réwnan pola (2.1),
danym przez potencjal termospreZystego przemieszezenia @D, (o, ), a SO i ngz)
s3 ogblnymi jednorodnymi rozwiazaniami pierwszego i drugiego problemu, spel-
niajacymi réwnania (2.1) przy T (g, #) = 0 oraz pewne warunki brzegowe, tak
aby (2.3) spelnialo w sposdb Scisly wszystkie réwnania postawionego zagadnienia,
tzn. (2.1) i (2.2). . :

Ponizej zajmiemy si¢ skonstruowaniem powyzszych trzech rozwiazan postu-
gujac si¢ metodami trojwymiarowe] teorii fermosprezystoéei.

2.2, Szezegolne rozwiazania potencjalne, Obecnie przystapimy do okreflenia szczegdl-
nego rozwiazania potencjalnego Sg’); ktére dane bedzie przez potencjal termo-
spreZystego przemieszezenia @, (o, p). Ograniczymy si¢ przy tym do potencja-
hi odpowiadajacego polu temperatury, kidre wyznaczone zostalo w rozdziale 1
i opisane wzorem (1.8). Podobnie zreszta moZna zbudowaé potencjal odpowiadajacy
pelu temperatury (1.14).

Niech zatem w obszarze rozwazanej powloki (1.1) panuje rozklad temperatury
(1.8), ktéry moina przedstawié w postaci szeregu Lauranta:

@4 T(oo ) = D, Co0Pa () 7r=0£l, 12,0,
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gdzie C, jest nastgpujacym ciagiem Iic—zbowym:

(2.5) Coy = (bay, — @z, 07+ (1 oL,
przy czym '
2.6) a_ g =y, b_ i =by, r=1012, s

Funkcja (2.4) spelnia réwnanie harmoniczne Laplace’a, przeto funkcja vgfyra-
#ajaca potencjal termospreZystego przemicszezenia w postaci

27) @ 'émZ Co o H,, (o) j) = e P
@2.7) {0, ) = 3 e +39 RN u, (0, p1) = " Py, (1)

Jjest szczegdlnym rozwigzaniem réwnania Poissona
2.9) AD =mT, m=a,(l4+»)(l —v) L

W przypadku osiowosymetrycznym skladowe stanu naprezenia i przemieszcze-
nia wyrazaja si¢ przez potencjal termospreZystego przemieszezenia wzorami, ktore
. w bezwymiarowych wspélrzednych sferyeznych maja postaé:

e = 2G (D, — mns
pp = 2Gp~1 (@,9+9_1ﬂﬁ_1®,0 — mpT),

2.9

oo = 2G0~HP, p+07 1D, 00 — meT),

Uot == 2G(01D,0)g, g = Op =0,
(2.10) Uy :@‘Q?"z, 'Mg= 9_1@,01‘2, MaZO.

Korzystajac z powyzszych zwiazkéw i wykonujac odpowiednie operacje na funkcjt
(2.7), otrzymamy napreZenia i przemieszczenia odpowiadajace rozwiazaniu po-
tencjalnemu S, Ograniczymy si¢ tutaj do potenciatu (2.7), tzn. przyjmiemy
m _ , : ‘
@.11) o=y X Qart D) 1 Co? ey 1 =0, 1,42, ..
« (Gl I -
W ten sposSb otrzymamy
0@ = mG 2 (@ — ar - 4) Qar+3)-1C, H,,
o= —mG ), Qo+ 31 C, [(ar-+2P H, — uHs,

@12) o g Z (2a,,+3) lc,t, [Gayr +4) H, -+ pH,, 4,

o = 6 Y (@) Gart3) CorftHe

agfgzag?ﬂ):O, ﬁ-—smﬁ
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oraz

__mry :
== Z (ar+2) (20,+3)~1 Cs, 0 He,,

(2.13) : ug(}) _

& opH, @y 7

D=0, p= cos 6.

Zbadamy teraz st—aﬁ naprezenia na powierzchniach granicznych i powierzchni
brzegowej rozwazanego ciala. Ze wzoréw (2.12) wynikd, 2¢ na powierzchniach
Julistych wystapily naprefenia normalne i styczne:

09 (u, 1) = D, AV H, (erc, 1),
’ T

@.14)

oD (gs, ) = D, BY Mﬂar,ﬂ(gk, W, k=12,
gdz‘ie r
(2.15) AP — G (a2 — o —4) Qat+3)1C,,

B = — m@ (a+1) 2a+3)"1 Co

Podobnie na powierzchni wydrazenia stoZkowego obliczone ze wzoréw (2.12)
naprezenia normalne 1 styczne sa nastepujace:

(216) 0) (Q, ,U.l) = Z C(D) o:,, s Gé%) (Qs #'1) = Z Dg?,-) H“r #yd
r
gdzie
2.17) CO = mG Qa+3)-1Csy DD = —mG (a+1) 2a+3)"1 Ca

"W ten sposéb wyznaczony zostal stan naprezenia ofp i przemieszczenia u?,
ktory odpowiada szezegdlnemu rozwigzanin Sg’) rownan pola (2.1), a ktéry jednak
nie spelnia postawionych warunkow brzegowych (2.2).

W dalszym ciggu poszukiwaé bedziemy rozwigzaf dla stanéw dodatkowych
likwidujacych odpowiednie napreZenia na powierzchniach granicznych i powierzchni
brzegowej ciala; pozwoli to spetni¢ warunki brzegowe (2.2).

Pierwszy dodatkowy stan ma likwidowaé naprezenia potencjalne ag” na po-
~wierzchniach kulistych ¢ = gx i odpowiada ogblnemu rozwiazaniu 1 problemu
- S0, a drugi dodatkowy stan ma likwidowaé wszelkie naprezenia off+off na
-Powwrzchnl stozkowe] p=p i odpowmda IOZquzamu I problemu S(Z)
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Niech powierzchnie kuliste, ograniczajace rozwazane cialo, poddane bedy
dzialaniu obcigzenia normalnego i stycznego rownego ¢o do wielkodei bezwzglednej
naprezeniom potencjalnym. (2.14) lecz przeciwnie skierowane:

PPk )= — D) A9 H, (o1, 1),
(2.18) v

r

PR n = — D) BOpH, om ), k=1,2, m<p<l.

X3

) m
Py pi i

i 1)
a5 =i (1)
i

ptx’l

i - D1
] P2

Rys. 2

~ Powierzehnia stozkowa ograniczajaca cialo niech pozostaje pod wplywem
dowolnego stanu obciaZen normalnych i siycznych, ktdéry réwnowazy stan obciazen
(2.18). Wtedy w obszarze ciata (1.1) wystapi stan naprezenia off i przemieszozenia
ugl), ktéry zamierzamy wyznaczyé. : .

Skorzystamy przy tym z funkcji Galerkina [25, 26 i 27] postugujac sie pewnymi
biharmonicznymi funkcjami naprezen ¥, (i=1,2, 3). _

Z funkcji bedacych rozwigzaniami réwnanh teorii sprezystoéei priyjmiemy trzy
liniowo niczalezne, ktére w ogdlnym przypadku maja postaé

_ v = ¥ cos @,
(2.19) ¥, = ¥sing, ,
V3 = = Ayt 1)1 P, ()4 Baa1 07 Py ()
+ Celo+1) Qat-5)"1¢"" P,y (W+Dea e — 3)1 g2, (),
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_gdzie . ,
W — — CQat+5) 10 P, 1 o ()4 De Qo — 3) 10 V2P, 5 (1)-
Korzystajac nastepnie ze znanych formut [25] wyrazajacych naprezenia i prze-
mieszczenia przez funkcje naprezen Wi otrzymamy dla osiowej symetrii
o = D {dD ar(ar — D 2+BY (D (ar+2) 0% — CP(ar+1) x
« et D) (r — 2) — 201+ D oy [ar (er--3) — 2} @727} Hs
H, = He (0, ),
o = D (4D (ar Hyy— g, )02 — B (ar+-1) HoyHpHi sl 077 —
L CO Ryt 1) (ar — 2 — 2 Qarrt 1) 9) Hoy -t S = 49) pHa, ] +
+ DP[ar 2 Qar-+1) ¥ — oy — 3) H,, — (0r — 44+-4) pH,,, ] o241y,

@220) o = — 3 (4D (el H, —pH,, )0 2—BY [(ar+1)2 H,
-f,uHar, Ao 3 CO (o 1) (2 +H-dar+24-29) Hyp — (ar k5 —
— do) pH, , 1 — D [ar (0 — 20r — 1429) Hy, — (ar —
— Ay pH,, J o,
o = ) [— AP (o — 1) g 24 B (ark2) 0% +
’ I+ CO(e242ar — 14 29)+DY (af — 24+29) P 1717 P

v

ol =0,
% =0,
oraz )
W) = Q6) 1y 3 [ AD o1 — BT — (O k5 — 40 et
¥
+ DS,) (o — 4-F4v) g—2m-] EH::,.. e
WP = (26) 11y D) 14 gt — BY) (ot 1) g7 —
- ,

@.21) S — CD(ay+ 1) (ar — 2-+49) p+DD ap(ap+-3 — 4 o ™1 H,,,
&4r 9 or Q r

o
Uy == 0.

Powyisze wrory pozwalaja okrelié stan napreZenia off i prremieszezenia uf”

w rozwazanym obszarze wycinka kuli, gdy tylko okreSlone zostana ciagi stalych
. AD, BD, ¢ DV, State te wyznaczamy z warunkéw danego obcigZenia (2.18),
ktore prowadza do ukladu algebraicznych réwnan liniowych:

22 APala— 1) gg*+BP (1) (a4+2) 0> = CP(a-+1) [(a+1) x
x (o — 2) — 214H-DP alaat3) - 2lep ™' = — 4D,
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(2.22)  — AP(a— 1) g *+BP(a4-2) 0 P+ O (024 20— 1429) +
tedl + D (a2 — 2429) 571 = — B
Rozwiazanie powyiszego ukladu réwnafh daje poszukiwane ciggi stalych:
AP = (L — g (1 @) (@ - D7 (et D e,y — ad_, ] %
x [ea A4 (a+1) d, B AT, a # 0,1,
BY = {— (1 — gt ) — e ot Degy— ad_, ] (A0 + aBD +
223) e 0= D alee, td ) A — (@t DBOR ALY, et -1,
CO =g (1 — ) (1 — @™ a(@t D)oy yFd o) ¥
x [eg AQ4+(a+1) d. BP1AY,  a# 1, —2,
DY — — gt (L — (1 — ) Qat1) [ee A+ (ot 1) d,BY] 4]
‘ | a#0,
gdzie
Q24 4= - N — P atD e —ad_, ] {acm — (a+1) da] £
+ 011 (1~ ) a (o) (catdad (i Hd_yy),
a wspdlezynniki
(2.25) € = 2420 — 142y, dy=02 —a—2—2n

Stan zewnetrznych obciazen ciala, kiéry odpowiada rozwigzaniu Sfx“, jest
z zaloZenia samozréwnowazony; obciazenia powierzchni granicznych réwnowaza
obciaZenia powierzchini brzegowej.

Podobnie jak w stanie potencjalnym tak i tutaj na powierzchni brzegowsj po-
jawily si¢ napreZenia normalne i styczne, ktére wedlug (2.20)3 4

oPlo, p) = D, 14D 0248V %3 — CDat5— ) +
r
(2.26) +D“’(a«~4+4ﬂ1 pH,
e ) = X 1= AD (e = ) @21 B art D) g7
Cm(a2+2ar 1420 +DP (02 — ay — 29) g~y H,

Naprezenia brzegowe (2.26) sa w ogdlnogei r6Zne od zera i nie czynig zadosé
jednorodnym warunkom brzegowym. (2.2), podobnie jak fo mla!(o miejsce W stapie
potencjalonym.

Jest rzecza, oczywista, Ze suma sit (09468 ny jest na powierzchniach kulistych
réwna zeru, a na powierzchni wydraZenia stozkowego suma ta przedstawia samo- .

zréwnowazony uklad naprezen normalnych i stycznych, tak ze rzut glqwn_eg__q_:_f' iR

wektora sil brzegowych na kierunek osi symetrii ciala réwna sig toZsamosciowo. '
zeru. Widoczne jest po uwzglednieniu - wzoréw (2.20) i (2.21), Ze . rozwiazani
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S© dla pierwiastkéw a =10, -+ 1, —2 staja si¢ téwne zeru, co odpow1ada prze-
mieszezeniu sie ciala jako ciala sztywnego. Z tego powodu wspdiczynniki AP,
APBY B e, i DY sq w dalszym ciagu nieokredlone.

NapreZzenia odpowiadajgce pierwiastkom o =0, 1, sa takZe réwne zeru, co.
jest zgodne z ogdlng teoria naprezen (3). Wiadomo bowiem, ze harmoniki Ty i T
odpowiadajace polu temperatury (2.4) sa lniowymi funkcjami (w ukladzie wspot-
rzednych xq, X, x3) i nie daja naprezef w obszarze jednospdjnym.

Wykazemy teraz, ze napreZenia i przemieszezenia odpowiadajace rozwiazaniom
SO sD wyrazone przez nieskoficzone szeregi, sa zbiezne bezwzglednie i jednostaj-
nie wewnalrz rozpatrywanego obszaru, tj. dla

Fte<r<rp—e O0<u<l, P<s<i(y—rdl

Aby tego dowiesé, wystarczy z uwagi na posta¢ (2.3), (2.12), (2.13) i (2 20) ustali¢
bezwzgledng i jednostajng zbieznos$é szeregdw postaci,

; G PP, (w), O<p<l, (1=0F1I,F2.)
przy zaloZeniu, ze:
tl<1-—-2¢ (>0 dla n=0,
] =148 (=0 dla n<0
oraz, Ze G (n) jest funkcja wymierna.

Zbieinoéé ta wynika natychmiast, je§li zauwazymy, Ze

1 Pa@ < L, fim L2211 _

nvo |Gl

Dowéd ten pozostaje takre wazny dla szeregbw opisujacych pole temperatury
w p. L2, _ . '

2.4. Ogéine rozwiazanie I problemu, Ogdlnym rozwiazaniem IT problemu bedzie
takie rozwigzanie rdéwnan leorii spreZystodci S(Z) ktéremu odpowiadajace
napreZenia off spelniaja jednorodne warunki na povwechhmach granicznych o = gg,
a4 na pownerZChm brzegowej g = py przyjmuja z gory dane wartoSci (rys. 3).

Mainy zatem do czynienia z zagadnieniem obciaZzen brzegowych w wycinku
grubej warstwy kulistej, gdzie dany jest samozréwnowazony uklad obciaZen:
| 2

753 (o, #) = — oglo, ) - ol (2, 1),

{2)

@2.27)
: Pgﬂ

(Q; lu'l) = — O'(OJ (Qs .ul) - GG) (Q: Jul)

W pierwszym etapie poszukiwaé bedziemy takiego ukladu szezegélnych rozwig-
zafi, ktére by na powierzchniach kulistych ¢ — oy dawaly napreZenia normalne
i styczne 0@ i 6@ réwne zeru, a na powierzchni stozkowej = napreZenia

%2) i 0(2) o dosc dowolnych wartosclach '

: (3)'1’01'-.- odpowicdnie twierdzenie w monografii [28] na stronie 95. .




ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI W OBSZARACH OGRANICZONYCH a7

Takie rézne od zera rozwiazania regularne w calym obszarze o <01,
0 < 0 < @) nic istnieja. Jednak w przypadku rozwaZanego obszaru wystarczy,
aby poszukiwane rozwigzania byly regularne w obszarze nie Zawierajacym bieguna
8 =m. ' ‘

X

njof (1) =0

PhXq
7 @ m
& pii =pi tp) i*/
‘ -0 T
- iy p1|
2 P2 .
Rys. 3.

Niech skladowe stanu naprezenia of) wyrazone przez funkcje naprezefi Galer-
kina maja tutaj podobna postaé jak w rozwiazaniu SO, tzn.

(2.28) _ + e, CR Mo s, DR o™ P N Py (),
0B = X (AP P BP ¢ P CR iy P DDAy 0 Y Py, (1)
&

gdzie oznaczono

cp=(B+12 (B —2+20 (BH1), dp= B (F+2) — 1429,

(2.29) |
cop 1= BB 13) — 1B, Cd =21

Poszukuje si¢ rozwigzania, dla ktdrego powierzchnic kuliste sa wolne od napre-
Ze, tj. przy o = g1 i ¢ = 1 powinno byé ol =0 ¢ = 0. Jesli skorzystamy ze"
wzoréw (2.28), to warunki te maja postaé czterech liniowych jednorodnych réwnan
dla stalych 4§, B, C i DP. T
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Dla p-tej harmoniki otrzymamy _
(2.30) AP Bl — BB 0”0 — CPepof — DP g0’ =0,
T AP BP o T CP dp A DP Ay =0, k=12

Aby uklad (2.30) posiadal rozwigzania niezerowe, wyznacznik podstawowy
powinien przyjmowaé warfos¢ zera, a wspolczynniki przy tym warunku mozZna
przyjaé proporcjonalne do minora elementu plerwszego wiersza wyznacznika
podstawowego. Ofrzymamy zatem

AP = (epd_p_ — g 1dp) 07 — U+ D Ay — c_pi] er ¥t +
+d_y ) ds— c_p_il i,
BP = (c_p_yds — cpd_p_yer" — ds(Bd_p_yFepy) o+
(2.31) +d gy (Bdptepyel
CP = (A1) d gy — ¢ pogd@r P HBd_p_yFepoider” —
—d_p_1 2B+D o7,
D@ = [ey — (B+1) d) 07 ° — (cptBdp) 7>+ QB+D) dper™ '

Dla okreflenia ciggu f mamy réwnanie przestgpne, ktére wynika z warunku
zerowania sie wyznacznika podstawowego ukladu réwnar (2.40):

1
@32 (cptBdp) B+ d_g_y — c_p_s]sh2 {? @B+1)In 91] —
— Q2B+ (epd_py — €_p-14p) Shz (In g1) = O.

Mozna bezposrednio sprawdzié, Ze réwnanie (2.32) traci sens przy zamianie f
na {(—f§ — 1) i dlatego wprowadza si¢ do dalszych rozwazafi parametr

(2.33) pr=-+5

‘Wtedy réwnanie przyjmie postaé:

(2.34) sh2(f*1n g1) sh-2 (111191) = |

5, 971!
= 2 (ﬁ*‘4 - %5*2 + :{% — 4v2) [ﬁ*4+ﬁ*2 (4(1 —12) — ?) + E] g

Fatwo sprawdzié, 7e réwnapie (2.34) ma jedynie dwa plerwiastki rzeczywiste:'
f* =01 p* = 1. Nie sa one jednak interesujace, poniewaz odpowiadaja, ToZWia-
zaniom toZsamoSciowo rownym zeru. Istotnie, przy # =0, tj. przy = —1/2
mamy ~ ‘ oo

7

Cp=C_p.1 = —8—+v, dy=d_g 4 _.;;._71_4_'“21’ -
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i wedhig (2.41) znajdujemy
— p® __ oD p@
4P =B~ cP =P =0
Przy f* =1, tj. przy f = 1/2, mamy
. .
_ @ _ 7 _
AP = — 2, BP = P =0, DY =1
Podstawiajac do réwnan (2.28) otrzymujemy napreZenia toZsamosciowo réwne zeru.
Przypuszczamy zatem, Ze réwnanie (2.34) ma pierwiastki zespolone
(2.35) B = ag-ribs, f¥ = as — ibs.

Pierwiastkom tym b@dé odpowiédaé ciagi zespolone
1 — i
(2-36) ﬁs = ? 'Tl—a,;_‘_l‘bs, ﬁs = — _2—‘ + [ —‘-ibs.

Stosownie do przytoczonych poprzednio formul nalezy okreslié ciagi wspot-
czynnikéw AP, ..., DP, zestawié rzeczywiste czgci funkcji naprezedi Galerkina,
a nastgpnie naprezenia i przemieszezenia odpowiadajace pierwiastkom S i i
Wynik tych elementarnych, ale bardzo uciaZliwych rachunkéw, jest nastgpujacy:

@.37) O‘Lﬁ‘” = Re (O'gg), B =P, |
of, = — 0”5 {{a;+-as 072 02) ch (B* In @) H{azt+-as0y 20?) sh (B*In o) +
+ 2sh (% In g¢) (1 — D)1 [(a3+a70%) ch (F* In g0y ") +

+ (aataze?) sh (8% In ooT DI} Pa(e),  B* = B2,

gdzie
5 73
= — = g=l2 = pw—1i2 R I A W= E Sk 1)
a as=f 2{3 +(16 4v)ﬁ 2
1 3 73
S Ty T Y% [y (LS, 91 L
sz 3 + 4 i (32_ 2 )ﬁ s

3 27 1
a3 = —a;=— 1+ (-""12 — v),B*‘l + (16 +ﬁ4 v —2’»2);3*—2,
(2.38) 1 L
: 5 7 : 21 3
S ST SN I DU W . 1 S Et A R O >
ag (2 Zv)ﬁ (4+2w 4v)ﬁ (32 4fu)ﬂ 8

5 17 35 1
= | — e e — Y e 2 -2
a5 = (4 21})}3 (32+2v Zv)ﬁ 2

3 7 7 15 3
dg — — (E“ -+ 211) ﬁ*“‘f-}‘lzﬂ‘“f (‘Z' — 7 Yo 4112) ﬁ*_yz — (Ei -+ Z"H) ﬁ*—slz,

Rozprawy Inzynierskie — 4
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0'2%') = Re Uge’ B = Bs

(2.39)
ofy = 07 {(ha+bs o7 >0H sh (B*Ing) +
+ 2sh (B* In g)) (1 — D)~ [(b3+b70%) ch (8% In eor’h) +
+ (bs+bge?) sh (5% In oo VI #Ps.u(), B = Bis
gdzie ‘
by = bs =0, ,
b1 St (B )
(240) - by=—b;=(1-20)p*" + (%— + -;—v — 4»2) g2,

21 3
— _op—lz g2 [ el — #—5/2
b4 = bS ﬁ ﬁ (16 2 '.U) ﬂ »
9 49
=1—t=— el — 2\ g¥—2,
bg=1 (2 4'»)6 +(16 7v+4v),3
Fatwo bezpoérednio sprawdzi¢ na podstawie wzordw (2.37) 1 (2.39), Ze napre-
zenie styczne ofy dla p=g1ie—=1,2a takZe napreZenic normalne b, dla o = o1,
sa réwne tozsamofciowo Zzeru. Podobnie agg dla o = 1 przyjmuje wartosé zera
na mocy réwnania przestgpnego (2.34).
Wyrazenia dla réznicy papreZed normalnych of" — 6% maja postaé taka
sama jak (2.37) z zamiang Pg na (1/4 — B¥) Pg+-2uPy, ,, oraz wspOlczynnikéw a; (F)
na ¢; (f), przy czym

€ = [ﬁ*”’z - —;“5*‘3’2 -+ (?i% — 4wz) 5*‘—512] (1 _ _‘_9‘_ ﬁ*mx]‘lj

€2 % [ﬁ*_l - “g—ﬂ*'*z + (% — 47;2) 5*‘—3] (1 — ;;_‘5*—1)‘1’

o T

[-— (% —»21:) grsi (% - %HW) pusi 4
Tk

25 :
o5 = — ﬁ*“lfa + (_Z — Gv) ﬁ*—sfz,

(2.41)

C4

cg = — (—;— — 41') g1+ (%% — léw-- 8v2) B2,
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3 .
e = p* 1+ (Z — 9v+8v2) pE2,

cg = (% - 6v) pr—32 (% - 311) g7,

I wreszcie wyrazenia dla sumy naprezen normalnych ofy™ -- 6" maja takse
postaé (2.37) z zamiang wspolczynnikéw a; (§) na d; (8), przy czym

1
dl - 23]_ + (Z - ﬁ*) €1
1
dy = 2ey + (Z - ﬁ*) €,
1
dy = 2e3 + (—Zl— -~ .3*) 3
1 .
dy = 2eq + (Z - 5*) C4,
(2.42) . |
[(2+v) es-|-2ves f*12 + (-4— ﬁ*) esf(l — 291,
) )
ds = [(2+v)86+2ves fEL2 . (—Z ﬁ*) cs (1 — 291,

[(2+v) o7+ 2veg f¥12 + ( *) c—,-—l (1 —29-1,

dy = [(2+v) e+ 2veq f¥172 + ( — ﬁ*) eg| (1 — 29)-1,

.

B |

Wryrazenia dla skladowych stanu przemieszezenia moZna przedstawié w podobnej
postaci:

u®" = Re W), =25 (B8,

@ y = — (142 E-lrp ™ {{erteser?@?) ch (f*In o) +
+ (eatesore?) sh (8% 1n @)-H(1 — o)~ 1sh (B* In 1) x
x [(e3+e70]) ch (B* In o7 0)-H(eate5 0% sh (B* In 07" )1} Pa (),
gdzie

a={(i-30)|1- 36 I+(—_4,,2)5*-2]}(1_%ﬁw)—l,
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e = {ﬁ gri etk (% - ;v)ﬁ*“3 - (1 - %ﬁw) y

x [(1 —2pr (% + %v - 41;2) ,sﬁ]} (1 — iﬁ.*”)_i,

— {— (1 — 2v) [ﬁ*“”z + (% + —;—y — 47;2) ﬁ*”’z] -

R e et

1
fed] g = (3 — 4wy p* 2 — (f — 13v+3vg) pr—3,

[’

€

N

33
e — — 1+ﬁ*#1 — (E — 6':1—1—41!2) ﬁ:{:*Z’

11
o= —2(1 — 9 =t — (;— — 5—v+4vz) =2,

1 15 3
_opw-l2 ] ol px—32 | - — *u-S,’Z-
eg = f (2 6v+8v)ﬁ (16 zv)ﬁ

Wyrazenie dla skladowej przemieszezenia uwf" przedstawia si¢ W takiej postaci
jak ug z zamiana Py na Pge iz zamiana wspOlczynnikéw e na i, przy czym te
ostatnie zostaly okrelone przez (2.41}).

PowyZsze rozwigzania réwnan feorii sprezystosci maja te wlasnosé, Zze czynia
zado$é jednorodnym mapreZeniowym warunkom na powierzchniach granicznych
ciala.

Do liczby rozwigzan tej klasy moina wiaczyé takze trywialne rozwigzania
{2.45) Oog == Oy = Opp = Ogn = 0, 1y = A €08 0, uy= —Asinb,

ktére odpowiadaja przemieszczeniu ciala bez deformacji w kierunku osi symetrii.

Podobnie jak wyZej mozna zestawié urojone czefci naprezen i przemieszezen
o8 i ufh® odpowiadajace plerwiastkom fis i Bs.

W ten sposGb wyznaczylismy cala klase jednorodnych rozwigzan réwnanh teoril
sprezystoéci, ktore odpowiadaja wolnym od napreZef powierzchniom kulistym
ciata. Te rozwigzania mozna wykorzystaé do zrealizowania warunkow brzegowych
na powierzchni wydrazenia stozkowego, poniewaz dodanie ich do rozwiazan do-
tychczasowych nie wnosi zadnych zmian w warunkach obcigzenia kulistych po-
wierzchni ciata.

Jedli ozpaczyé rzeczywista i urojona czefé naprezen okreslona wzorami (2.47-
2.52) odpowiednio przez o‘%’*" " Gg‘g”'i), to wyraZenia dla naprezen pormalnych
i stycznych o odpowiadajace fs-lej parze rzeczywistych jednorodnych rozwigzai
SiP beda nastgpujace: '

(2.46) o = dp, of"Cp, 05", C
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Warunki brzegowe na powierzchni wydraZenia stozkowego g = wy napisane zostaly
W postacz (2.27) i wyrazaja prawo rozkladu obcigZenia na tej powierzchni. Przy
tym p§d (o, 1) >0, jeSli zewngtrzne normalne obciazenic jest rozciagajace,
a pgg (0, p1) > 0, jeSli zewnglrzne styczne obceigienie jest zorientowane w sirone
wzrastajacego .

Rozklad obcigzenia normalnego i stycznego na powierzchni brzegowe] jest
statycznie rOéwnowaZny Zzeru, tzn.

(2.47) f [161 253 (2, ) +p1 P (o, pa)] o dp = 0.

Tak wigc zadanie wyznaczenia ciagbw stalych Ay i Cp, w wyrazenin (2.46)
polega na jednoznacznym przedstawieniu dwéch danych funkcji (2.27) w postaci
szeregbw:

PR = D s, " (o, )+ Cp, 08 (o, )],
(2.48) 8=l

3 = 2 [4p, 055" (0, )+ Ca, o8 (0, )Y

W praktyce ograniczamy sig¢ do s-tej sumy rozwazanych szeregéw., WprowadZmy
do rozwazan (podobnie jak w p. 1.3.) kwadratowe odchylenie funkcjl na powierzchni
stozkowej p = p1:

(249) Y (dp, dp, Apy-r Cs, Co, Cpy ) =
i

b 2
f {{pﬁﬁ? (o) — Z (45,085 (0, p1) + Cp, 0l (o, m))] +

51

2
+ [pg?(g) Z (43,9 ¢, p)-+Cp, 05" (o, u))] }ede-

Wspdlczynniki Adg i Cp (s =1,2,3,..)) okreflimy z warunku minimum odchyle-
nia kwadratowego Y, co jak wiadomo prowadzi do ukladu réwnas liniowych
oY oY

(2.50) TA,J; =0, fﬁs =0

Jesli wprowadzimy oznaczenia

1
gy = [ (6" o400 ") o d,
(53
1
(@2.51) bgy, = [ (o8 ® oGP "0l 0 6l ?) o dp,
21
1

- s & y i 5,8 X
h = [ o oo o) g,
171
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1
+ 2 y
a5, = [ (o ol — 1 o) ede,
@.51) e
) (Bt D (P
ep, = [ (PR o® — 0@ oi*") e de,
ey

to uklad réwnan (2.50) przyjmie postaé nastepujaca:

Z (aﬂsrc Aﬂs+bﬁsk Cﬁs) =dp,
=1
(2.52) .
Z (bﬁkaAﬂs+cﬁsk Cﬂs) == €pps k= 1’ 2’ 3’ e
=1

Ciagi stalych ag,,, bg,, 1 ¢, moga by obliczone dla calej klasy cial za pomoca
calkowania elementarnego. Rozwigzanie nieskoficzonego ukladu réwnan (2.52)
daje poszukiwane ciagi statych Ag, <., Cp,-

“Tak wiec stosownie do skonstruowanego rozwiazania (2.46) mozemy wyrazié
stan naprgZenia i przemieszczenia w postaci nieskoficzonych szeregdw wedlug

nieortogonalnych funkeji:

(=)
‘) \ R
I R
(2.53) "~
u'ff?') = 2 (Aﬁsugﬁs'r)—i-cﬁs ugﬁsvil).
s=1

Szeregi (2.52) sa okre§lone za pomocy pierwiastkow ps réwnania przest¢pnego
(2.34). Sciste wyznaczenie wszystkich pierwiastkéw tego rownania jest praktycznie
niemozliwe. Autorowi udalo sie znaleZé nastepujacy nieskoriczony ciag pierwiastkow
¥ spetniajacych §cidle réwnanie przestepne (2.34):

* . r 1 .
fs=its, . Pfs=— £ -+ its,
(2.54) o
Ts = s S:1,2,3,....
In o1

Nie jest to, jak nalezy przypuszezaé, jedyny ukiad pierwiastkéw spetniajacy réwna-
nie (2.34). Niemniej jednak ze wzgledu na strukturg rozwigzan (2.37) 1 (2.39) oraz
zespolone indeksy funkeji Legendre’a P_yp (1) Zespolony ciag (2.53) nasuwa
si¢ w sposdb naturalny i zupelnie wystarcza do opisu zagadnienia.

Zajmiemy si¢ obecnie badaniem nieskonczonego ukladu réwnan algebraicznych
(2.52). Uklad réwnan (2.52) mozna napisaé w postaci macierzowei

55 M bﬁsk] {Aﬂe]=[“ﬁk] —

(2.55) > [b,s,m el el = Len) k=1,2,3,

§=1
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lub w postaci

A dep — ap — by Ag s
2‘56 lﬂ.lc] [ sk sk 5 _I_ & s
( ) [ bﬁa-s sk — Aoy, Cﬁs Cay

gdzie nieskoficzona macierz wspblczynnikéw tego ukladu ma postaé

ap,, 1 bﬁu L 98y, bﬁn

DO Y s U L. YIS S I
@2.57) as,, bo,, 1, — 1 bg ,

_____ﬁ_m________C_'g,z_l___.fu_]?'?i} _____ ¢ @1:..1. _________________

a macierz jednokolumnowa wyrazéw wolnych — postaé

a'gl

(2.58)

Flementy macierzy (2.57) okreflone zostaly wyraZzeniami (2.51),,,3, a elementy
macierzy (2.58) wyrazeniami (2.51)4,5. Jesli wykonamy calkowanie zgodnie 7 tymi
wzorami i uwzglednimy, ze ulkdad jednorodnych rozwiazan of i o}, okrelony jest
ciggiem (2.54), to otrzymamy

e N i 1 1

aﬂs.&: = fu'].'Plgs-ﬂ(IH'I)PﬁIcil-‘(#l) {? (1 — @& )[(Ts+1:k)2— 9 - (‘L's__tk)z_gl -
45 9 2 ) 1

- l(? — 10v) (E - v) 91“] (1 — e er? [mm B

N 1 1
(s — )2 — 1| w513’

{2_.59) bs,, = Pﬁs w(p1) Ppy (1) { ) [(_ - 4”2) _127 1] .

S

! 1 5 7 21
x [(Ts+fk)2—9 - (zs ﬁ'rk)z_g] - [I (1 T(Z—Zv) -%) 4
sl (e - el

) - —_ 1 _‘]:“
x(1—gi M er 2 [(ts-i-‘i'k)z —1 (s — Ti)2 — 1]} 7’
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5 6 i
.Z};_l:: —_ P Ei 1 — ZE___4 2 j; i — Z§_f,4 2 J;
[fvfzi Cp = B4 Poy wt) Poy )y 3 TN 6~ M) )
C.0. B .
1 1 1 73 1
-] — — _ ) — —
< —e )[(:ﬁm)z 9 (- p — 9] ) [(1 (16 4”2) zg) x
7 21 47 21 73 1
x (1 — (1— *2’1}) "_%) -+ (1 — (Z —2'v) 7?) (1 — (E *4112);%) -+
7 21 7 21
+ (1 - (‘Z - 2’#) —1}5) (1 _ ('Z - 2?1) ?%c) (_)f{l X
1 B 1 e
x ot TP — 1 (ts — ) 1]( — 01 ) e }

Podobniec wykonujge catkowania (2.51)4, 5 otrzymamy ostateczng postaé elementow
macierzy jednokolumnowei. -

Catkowanie przeprowadzono przy zaloZeniu, Ze na powierzchni stozkowej
§ = 0, dane jest stale obciaZenie styczne & =1 i normalne 72 = 1. Nie ma
tutaj trudnosci w przyjeciu dowolnych warunkéw obcigZenia. Te obliczenia pro-
wadza do nastepujacych formut: '

18 — 16»

= —=
41;‘—}“9

- 10
g =t P (i) {m - (=D [91‘2+(w1)’“9?”2}},

@ 167 — T3H642 -
1673 — (T — 8P
4rpt+9

| 1
e =12 2
(= DFer ' P+e; 1} T
Wobec bardzo dhugich wzoréw uzyskanych z cafkowania podali$my tylko wyniki
dla wyrazen (2.51), odpowiadajace drugim czgéciom calek, tj.
1 \
f Lo Mo dy  itd.
: o
Rozpatrzmy nieskoficzong macierz postaci (2.57). Okazuje, Ze ciagi podwojne
utworzone Z jej elementéw sq zbiezne do zera:

(2.61) lim Ape = lim bgsk = lim Chp = 0.
. &, k= 8, b—>oo 8, koo

Ponadto elementy diagonalne macierzy (2.57) dp bp» Coy, Uo=1,2,3, e}
przyjmuja warto§ci ekstremalne. Nie powiodlo sig zbadanie regularnoci ukladu
réwnan (2.56), bowiem trudno dowiesé, Ze suma moduléw elementéw w kazdym
wierszu macierzy (2.57) jest mnicjsza od jednosci. Wykazemy natomiast, Ze Olrzy-
many nieskonczony uktad réwnan (2.56) spehia pewne stabsze kryteria, tzw. wa-
ronki H. - Kocha [29]. |
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1. Szeregi utworzone z modutdw clementow gtownej przekatnej macierzy (2.57i SR

2.62) D (g |+ Tbay, 1+ les,, )
k=1

sg zbieZne.
2. Szeregi podwoéjne utworzone 7 kwadratow elementéw macierzy (2.57)

(2.63) D, las, P+ B, P+ (e, P
8, k=1

sa zbieZne. .
3. Szeregi utworzone z kwadratow elementow macierzy jednokolumnowe]j (2.58).

(2.64) D) Hag P+ (s
k=1

sg zbieZne.
Dla dowodu pierwszego zauwazmy, Ze szereg (2.62) mozna przedstawié przy
wykorzystaniu wyrazeh (2.59) w formie

® (A(ky Bk Ck) DK E(k)}
(2.65) Z{r,i I i N

£t

gdzie 4 (k), ..., E (k) sa funkcjami ograniczonymi, a

sk
Ing ’

Tp = 0<<g <L
Szereg utworzony z czterech pierwsiych skladnikéw (2.63) jest Zbiezny. Natomiast
aby dowie$é zbieznosci szeregu

fe]

(2.66) DIE® i —

k=1

potrzebne sg dalsze informacje o funkcji F (k) poza tym, Ze jest ona ograniczona.
Jak wynika z wyraZenia (2.59), funkcje E (k) moina przedstawi¢ w formie

E(k) =EIPL (u)P

gdzie E jest stalg dla danego zagadnienia (zalezng od parametréw geometrycznych
i mechanicznych), a P!, . (u1) jest przyporzadkowana funkcja Legendre’a
pierwszego rodzaju (funkcja Mehlera) ustalonego argumentu pq = cos 0. Jeéii
skorzystamy z asymptotycznego przedstawienia tej funkcji w postaci

7 |12 3p
T o
RPN A L RREROYLY) S
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10 zamiast szeregu (2.66) mozemy rozwazal szereg

e nZel- Bl
k

8Ty

Tutaj E jest stala, a 1 = k=flng; i przyjmuje zawsze wartodci ujemne, bo 0 << o1 < 1.
Zatem zbieznoéé szeregu (2.67) wynika natychmiast ze zbieinofci szeregu

(.68) | y L
k=1

€

i pocigga za soba zbiezno§é szeregu (2.66).
Aby dowieSé zbieZnofei szeregu podwojnego Q. 63), wystarczy wykazac, Ze
zbieZny jest szereg postaci

A(s, k) B, B) Cis, ) Ds, k) }
(TP | (st @t (st

{2.69) Z.O: {
8, F=1

gdzie funkcje A (s, k), B(s, k), C(s, k) i D (s, k) sa ograniczone, a

. ms _ mk 0 )
ng]ngf TE—IHQI: <Ql< .
Zbienosé szeregu (2.69) wynika z kryterium poréwnawczego wobec zbieznoSci
szeregu
A |
2.70) - dla e>2.
: S,EZI (s+k)
Postepujac jak poprzednio, przekszta}camy szereg (2.64) do postaci
3 1 - ) =0
2.7Y) {"‘ S4B fx
k;: A0 + B0 (i 3+ )Z-I-C(k) + B0

skad natychmiast wynika, Ze szereg (2.71) jest zbiezny wobec zbieinoéci szeregu

kzl —1—'(11 > 1) oraz ograniczonoéci funkcji A (k), B (k), T (k), D@, ...

. Podsumowujac powyZsze rozwazania stwierdzamy, ze nieskonczony vkiad réw-
" nan algebraicznych (2.56) wzgledem poszukiwanych ciagbw stalych g, i Cp, spelnia
" “warunki Kécha. Wynikaja 7 tego nastgpujace wazne wnioski.

: “:Wyznaczmk An utworzony z n? elementéw macierzy (2. 57) jest zbieiny do
gr_a.mcy A, przy czym A jest nieskoficzonym wyznacznikiem ukladu réwnan (2.56).
sh “zastapimy .w macierzy ukladu (2.56) s-ta kolumne ciggiem ograniczonych

aﬂl, aﬁz, aﬂa, ey

C.sl, Cﬁz, cﬁs’ vy
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to rowniez bedzie istnieé granica skoriczonych wyznacznikow:

2.72) lim A = A®,

H—rco
Po wprowadzeniu takich wyznacznikéw dla ukladu réwnafh (2.56) moze by¢ stoso-
wana metoda rozwigzan analogiczna do mefody dla ukladéw skoficzonych.
W szczegdlnosci zachodza analogiczne twierdzenia do twierdzefi Cramera. MoZna
dowiesé, Ze w naszym przypadku nieskoficzony wyznacznik ukladu réwnan (2.56)
Jjest r6zny od zera. Zatem uklad réwnah ma jednoznaczne ograniczone rozwiazanie

. Aﬁa . A(s)
(2.73) [ Cﬁ_,] =
Z warunkéw (2.62) i (2.63) wynika, e zbieZne sa szeregi kwadratow rozwiazan
D e i (G
5=1 §=1

Zagadnienia stosowania metod redukcji i przyblizonych rozwiazaf nieskoficzo-
nych uktadéw réwnan, ktére to réwnania czynia zadodé kryteriom Xocha, opraco-
wane zostalo przez L. W. Kantorowicza [30]. '

3. Przyklad zastosowania

3.1. Powloka pétkulista. Rozwaza si¢ swobodng powloke potkulista (rys. 4,
ktorej obszar opisyja nierdwnosci:

(3.1 a<e<l 0<0<Z, O<gp<om

X7
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i Zewnetrzna powierzchnia kulista poddana jest dziataniu ustalonego strumienia
" cieplnego, a pozostate powierzchnic ograniczajace obszar powloki utrzymywane
sa W temperaturze zerowej, ij.

Tl ) =0, Tloz,m=21p T, =0,
0gpusl, o<e<l

(3.2)

gdzie A* jest proporcjonalne do intensywnosci strumienia.
Rozwiazapie réwnania przewodnictwa cieplnego dla pola bezirddiowego
i stacjonarpego jako réwnania Laplace’a przy powyzszych warunkach ma postaé

(3.3) T—atr, (142D (1 — gl Hop, e=rrs"

Wystgpowanie pierwszego wyrazu W wyrazeniu (3.3), tzn. A*ry(l +209 tou,
jest zwigzane z beznapreZeniowym stanem w swobodnej powloce pétkulistej i swo-
bodnymi odksztalceniami termicznymi. Natomiast drugl wyraz wyrazenia (3.3), tzn.

G4 C Ty= A% 2p,  AG = - ¥r (120D et

odgrywa role w réwnaniu Poissona i okrefla stan napreZenia w rozwazanej po-
wloce (4). Potencjat termosprezZystego przemieszczenia ma w tym przypadku postaé

m

(3.5) D_y= — ?A(—O)zﬂ

i spelnia rownanie Poissona

(3.6) AG_g = mT_3, m= ap(14+¥) (1 —»)~L

“

Stan napr¢Zenia odpowiadajacy rozwigzaniu potencjalnemu wyznacza sie wzorami
(2.9), ktore tutaj przyjmuja postaé

© _ 0 M _© o, -
3 09 = — 2mGAD, 0 2y,  of) = oy = — mGA% 02 p,
o9 = — mGA®, 0 24, 6@ =60 =0.

Naprezenia of), o3, o© znikaja w plaszczyinie réwnikowej, gdy 0 = =/2, a o)
znika pa osi symetrii przy 6 = 0. Na powierzchniach ograniczajacych powloke
wystapily naprezenia normalne i styczne, kidre nie spetniajg jednorodnych warunkéw
brzegowych. Naprezenia te nie sg zréwnowazone, bo rzut giéwnego wekiora
naprezeh potencjalnych z powierzchni kulistych na of symetrii powloki nie réwna
si¢ zetu, fzn.

1

@.8)  Zg=2mo} [ 169 (or o) p — 083 (o Y pldpp # 0, k=12
0

() W wyrazeniach (3.4) i dalszych wystepujg indeksy (—2), co oznacza, e pole temperatury
oraz pole naprezen i przemieszczen opisane sa w rozwazanym przypadku jedna harmonika sze-
regdbw Fouriera-Legendre’a. )
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Warunek taki dla napreZen w plaszezyZnie rownikowej jest spelniony. Jak widaé, e
potencjalny stan napreZenia 0(0) musi byé uzupelmony dodatkowymi “stanami
o{? i off tak, aby spetnione zostaly jednoredne warunki naprezeniowe na powierzch-
niach kulistych i plaszezyinie réwnikowej.

W pierwszym etapic na potencjalny stan naprezenia nakladamy stan ag}) wy-
wolany statycznymi obcigZeniami (2.18) o intensywnoéci

(3.9) 2D (or, ) = 2mG A%, 072 s,

250 (ox, B = mGA®, 07 p, 0<,u<1, == 1,2,

Stan naprgzenia a“) wyrazi si¢ jedng harmonikg funkcji napreZen stosownie do
wzordw (2.20), ktore tutaj sie upraszezaja:

o) = [64% =414 (1) DYy 0l g,
o = 09 = [— 349, 0448 (1+%) DY, ]
ob) = [34Y, 0=442 (140", 01 s,

D _ A _
O = Oy = 0.

(3.10)

Stale A_, i D_; wystgpujace w powyZszych wyraZeniach sg rogwigzaniem ukladu
rownan algebraicznych (2.22), uproszczonego w rozwaZanym przypadku do postaci

649057+ 22 — ) COy4-4 (1+4) DY, 0} = 2mG A9,

(3.11)
34 057 — (1 — 29) COH2 (149) DBy 0} = mGA®,  k=1,2

i majg wartosci
49, :% mGA% et(1 — @) (L — )1
(3.12) c®, =0,
D, = G (149)1 A% — g8 (L — gD .

W tym stanic podobnic jak poprzednio naprezenia off), off, o) znikaja na
plaszczyZnie rownikowej 0 = n/2, a o znika na osi symetrii § = 0. Naprezenia

of} na powierzchniach ogramcza_]acych powloke stanowia uktad samozréwnowago-
ny, co wynika z analogicznego warunku do (3.8). Suma odpowiednich naprezefi
(3.7) i (3.10) realizuje warunki graniczne na powicrzchniach kulistych, natomiast
na plaszczyZznie réwnikowej suma ta daje resztkowe napreZenia styczne, ré7ne od
zera: :

(3.13) <°>+am - mGAY, 02434, 0-442 (14-%) DYy
W drugim ctapie na stan napreZenia o) i of} nalezatoby nalozyé stan o wywolany

obcigzeniem stycznym dzialajacym w plaszezyinie 6 — nf2 o mtcnsywnoscl

2 0) 1
7= a0l
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Z uwagi jednak na bardzo malawartosé obciazenia brzegowego p(j,) w stosunku

do sumy napreZen off+of pomijamy stan o ograniczajac sig do przyblizonego
rozwiazania zadania. Ostatecznie stan napreZenia odpowiadajacy temu rozwigzaniu

(3.14) o5 = a&?’-{—qﬁ?

wyznaczony zostaje z dokladnoscia do resztkowych naprezen stycznych na powierzch-
ni brzegowej o wielkofci (3.13).

3.2. Obliczenia numeryeme. Dana jest stalowa powloka polkulista o wymiarach:
rp =60 cm, rp=100 cm (2h/rq = 1/2) (%), kibrej zewngirzna powierzchnia
kulista narazona jest na dzialanie strumienia cieplnego o gradiencie

[T, (0, )]t — 2 cos B ["Clem],

a pozostale powierzchnie utrzymywane sa w temperaturze zerowej. Stale materia~
towe sa nastepujace: v = 0,3; E = 2,1.106 kG/em?, a; = 1,1-107.

Pole temperatury w powloce przy powyiszych warunkach brzegowych jest
okreslone wzorem (3.3). W szczegdlnosci po wstawieniu tam wielkodci danych
powyzej mamy

T.— 139,6640p — 30,1680-2 4,

Rozklad temperatury w poszezegdlnych przekrojach powloki podano na 1ys. 5.
NapreZenia w stanie potencjainym off oblicza si¢ wzorami (3.7). Po wstawieniu
w tych wzorach wartosci szezegblowych: m = 2,043; G — 8,076.105; AY, =
= —30,168 otrzymujemy:
o — 9954780 2, offf = ofy = 497,739 24,
o9 = 4977390211, o5y = oy =0.

NapreZenia w stanie ol odpowiadajace rozwiazaniu pomocniczemu S® wyznacza
sie wzorami (3.10). Po obliczeniu stalych wedlug wzoréw (3.12) i wstawieniu ich
wartodei do wzordéw (3.10) otrzymujemy:

o = — (304,656 p~4--690,8200) ,

o) — ol — (152,3280~4 — 1381,640¢) .,
oD = — (152,328 p=4-+345,4100) i,

o = ot = 0.

Superponujac ostatecznie stany naprezen oD i of} stosownie do (3.14) otrzymujemy
wartoéci maprezefi oy = ol +off odpowiadajace przyblizonemu rozwigzaniu
zadania. .

Na rys. 5 przedstawiono rozkltad temperatury T (o, ¢} W rozwazanym obszarze
powloki. Linie ciagle 1,2, 3,4 i 5 wyrazaja zmiang temperatury wzdhnz promienia
przy ustalonych kolejno katach 6. Linie przerywane 1,2,3 i 4 wyrazaja zmiang

(5) 2hjry oznacza stosunek grubodci powloki do jej éredniego promienia krzywizny.




9 kg

By - 85

< oo
/ .

M Ousk

- 6002
fwoiantho

§ s&yg

§0

oo

&1

[63]




64 ZBIGNIEW FRANCISZEK BACZYNSKI

fikcyjnej temperatury, ktéra wywoluje niejako stan naprezenia. Na rys. 5 naniesiono
takze zmiane T (o) na osi symetrii powloki przy zatozeniu prostoliniowego rozkiadu.
Jak widaé przyjecie takiego rozkladu daje w rozwazanym przypadku blad réwny
20,9%,. Stan napreZenia w powloce odpowiadajacy §ciSle wyznacZonemu polu
temperatury ilustruje 1y6. 6, na ktérym naniesiono wartosci o4 (@, p). Linie ciagle
wyrazaja zmiane naprezei promieniowych, obwodowych i stycznych mierzonych
wzdtuz promienia g dla 6 = 07, 43°, 90°. Wyznaczony stan papreZenia jest przybli-
Zony w tym sensie, Ze na powierzchni réwnikowej pozostalo resztkowe napreZenie
0. kidre ma rys. 6 przedstawia pole zakreskowane. Blad, jaki popelniamy nie
uwzgledniajac jego wplywu na naprezeniaw obszarze, nie przewyzsza 8,1 %. Na1ys. 6
prosta przerywana wyraza rozklad naprezen obwodowych ag na osi symetrii
powloki, ktore wyznaczone zostaly na podstawie teorii powlok Kirchhoffa-Love'a.
Poréwnanie wynikéw dla naprezefi w tym szezegolnym przypadku wskazuje na duze
bledy wynikajace z obliczania powlok grubych w ujeciu teorii powlok cienkich.
T tak naprezenia obwodowe oeg D2 wewnetrznej powierzchni graniczne] obarczone
s bledem 35%, a na zewngtrznej powierzchni granicznej blad wynosi az 115%.
Ponadto naprezenia promieniowe w ujeciu teorii powlok cienkich sa w ogole nie-
wyznaczalne, co prowadzi dla naprezen o, do bledéw 1007,

Podzigkowanie, Autor wyraza swa wiziecznoéeé Panu docentowi doktorowi Jozefowi IGNACZA-
xowl za cenne sugestie, prredyskutowanie wielu kwestil i przeczytanie r¢kopisu te] pracy.
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Peszwome

BOTIPOCKI TEPMOVIIPYTOCTIA
B OBJACTAX OI'PAHHYEHHBIX COEPHYECKHMMII M KOHYCOOEPA3HEIMHA
o TIOBEPXHOCT AMI .

B paGote paccMatpmBaercs, MeKOY LPOYAM, METON ONHOPOMMLIX PeLIeHil, KACAIOIMXCH
KDAEBSIX 3312 TEILNPOBOAHOCTH, HANPMKEHUE U FEPEMELICHNT, A% HEKOTOPOTO ENACCH VIipy-
THX TEIl, OPPAHFMCHHEX CHEPHICCRAME H KORYCOOBPABHLIME NOBCPXHOCTAMA. MeToz FENOCT D
PYSTCH Ha TPEXMEPHOH OCECHMMETPHYCCKOM 3afay9e [UIT TONCTOCTCHEON OTKDPEITOH cheprueckoi
obonouxy, ) ) ) )

Obmee ONHOPORHOS PEHIEEUE HNg Hanay Teﬁﬂonpbno.uﬁocm npuﬁe,ueimoe B pasmene 1 maer
BOSMOMHOCTE ONPCACNATE TeMISPATYPHOS NMONE B UPOHMIBONLMON. ONZOCRASHON O6IACTH Tend,
OTPARRICHHOTO COOCHABIME CHEPUMCCKAMY UOBEPXHOCTAMH M TOBEDKHOCTHIG KDYIWOTO KOHyca
¢ NPOMIBONBHEIM Y{IOM DacKpuiTis, Kpaeswie YCIOBHS MOTYT B.ZanHOM ciiyue. HPHAHMATE
COBEPINERRO MNOE3BONBHBIH FUT TAX HA TPAHMIHEIX TOBEPXHOCTSX, KAK ¥ HA KpaeBOH HOBEpXHOCTH, |

Bonpoc sarpesa Telra Ba TPAHAYAHK MOBEPXHOCTIR © HyJIeBOi TeMneﬁaTypéf{ NPUBOLAT i 06«
MWEMY PEmICRnEo B Buae psna (1.8). Dro pemenye (1.8) sensercs pimoM Gyprec-Jlescinapa, 1ocTpo- -
SHHEIM C HOMOIIBI0 OPTOTOHATEHEIX HYHKIAE B Kopsel Tpamﬂeiineﬂﬁ'{giro ypasnouns Jlexarnpa,
JTC YPABHEAHE BHITEKALT M3 CHHOPOAHOID YCIODHA MiIs TEeMIEPATYPHEY HA KpaeBoR noﬁépjg{ocm. :
B pabore moxasemaercs, wro panst (1.8) nemmercs abiorioTHO CxGHAmBIscH paBHOMepELIME
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B PARCCMATPHBAEMBIX ofnacTax. DTa CXOAEMOCTh ABIACTCH OfEAKO . MEZICHAOR TaK, YT OCTaB-
eHEe bl YHCTEHREN PAcuCTOB HECKOMLKIX BHpPRKEHWi TPEBOTHET K OrPeKHOCTAM RENKELATON
or 10 o 20 mpoueHTOs, & YICT HECKOIbXEX [IECATKOB BEIpAKEHIH — JAeT HOTPenFHeCTE BCIIAYI-
HOit B HECKO/IBKO BPOLCHTOB. Jinst ocOBHIX CIyHacs CreayeT rOGABOUHO PeIATE COOTRETCTBYIONISS
TPAHCHEHACHIHOS YPABHeIHS Jicaaspa H NPWBECTH NOCASHOBATENBHOCTS meHCTBHTENLHBX KOp-
geit, Pemes®e TAKOro ypapHOARS B obmeM cnydac HSBOBMOIKHO. ’

Bonpoc, kacaroumaics TPOM3BOIBHGIC Harpesa TeNa Ha KPAcBOH MOBCPXEOCIH ¢ HYREBOH
TeMIepaTypoil Ha FPAIHBHERN THOBCPXHOCTIX. [PHROIMT K PEINEHRI0 § BEAS PANA (1.14), Dro pe-
meme spmneTcs pafom @ypse-Maxnepa, [IOCTPOEHHEIM ¢ TIOMOIDBIO OPTOTOHATLHOH QYHKIHY
7 KOMIITIEKCHBIX KOpHEH TPAaHCUSHICHTON0 YPaBRCHMA, KOTOPOE® BEIEOJUTCH M3 OUHOPONHEIX YCIO-
BH OIS TEMISPATYPsl Ha chepIMECKHX TIOREPXHOCTSX. KommexcHuie KoHprpieH sl piaig (1.14)
OMpPeIENAIOTCA MCHOCPEICTBEHTO NYTOM pemenya GecKoReUHOR CHCTEME ypasmenmit (1.20). Cne-
IyeT HOJYEpPKHYTH, 9TO PEUICHye (1.14) B OpOTHBOMONOKHOCTS DEIICHMIO (1.8) me Tpebyer pe-
HIEHES] TPAHCACHACHTHOTO yPABHEHHA HIA KaEAOTO ¢Nydast PACCMATPHEBACMOro T/a. OTICIBHES
00nACTA Tela XApaKTepHIYIoTCH 3JSCh xosdFnUeHTaME Piia {1.1%). C moMOompr FHATCHMIE
dyHxopm Mexuepa OPE YCTAROBICHHEX apryMenTax {B pernermy (1.8) pasmsie oORacTA XApaKTs-
PHESYIOTCH HEAERCAME §YHKUHR Jlea-apa TpY YCTAHOBICHHELIX. apryMentTax]. .

B paszgens 2 peImacTes 3azata, KACATOTIANCA HANPIKCHAR A TePMEUCCKAX TEPCMEInEHuUH, BhI3-
PAHBEX POMABONGHEM OCECHMMETDIFISCKAM TeMnEpaTypHEM MONEM B OFHACBASHOM cexrope
mapa. HApReHROE COCTORHNS M NCPEMCELGHHS ABILIOTCH 3NECH CyMMOit TTOTCHTTHAIBHOIO COC- .
TOSHHST 1 JIBYX [00aBOTYHBX COCTOAHKE - COOTBETCTBYIONIX BCOOMAraTelibHbBM PEIICEAAM.

TTOTCHIMANENOS COCTOSENS G5 W [cp. dopamymst (2.12) & (2.13)] cOOTBETCTBYET ocoBoMy
peILeHHs YpasHeduil Hom (7.5) ¥ BEIPAXACTCA MOTCHIMORAIIOM It peMemeHuL. B 9TOM COCTOSHNE
HA TMOBCPXHOCTSX, OTPAHFIABIFOLIEX DACMATDUBACMYIO 0GnAcTh, NOABNA1CT, B o6eM, HOD-
MATSHBIE H KACATETLHEE, PAFHAIIKECS OT HYIUl, HANDAKCHHR. JT06aBoTHOS COCTOANTS o{? el
[dopryist (2.20) 7 (2.21)] COOTBETCIBYET obmeMy pelerHrio {((EpBOH saayd) ypapBeHUI TCOPHA
ynpyiocta (I Baga-) ODIaAOIIEMY TEM CBOHCTBOM YTO HATPSHCEMA Of HA TPANMIHULIX no-
BEpPXHOCTAX NPEHEMAIOT AUPAODH, 3AJEHHEC apavenma. JloGapodnoe COCTOAHAG ag‘, ugzy COOT~
peTCTByer 0OmeMy POINEAHEO BTODOH Sa[i@iH VYDABHEHFH TEOPRHK YIPYFOCTH, HAMEFOLIEMY TAKOE
CBOHCTBO, TTO HANPMKEHWI Ofy M3 KpAcBOl MOBCDXHOCTH TPHHMMEIOT ANpPHODPH, JaARHBIE 3Ha~
vepyir, HATSOKEHIBIe COCTOSMHUA M DOPEMETILENTS o, oY, 10, u! OUPEREAMIOTCS C HOMOTIERY
panos ®ypee-Jlerpamxd, XOTOPBIE CTPOALCA ¢ TOMOINBIO CHCTSMbI OPTOTOHANBHBIX dyurmuit
K xopHeldl TOre MWs TPAHCHEHACHTEOTO ypaBHemm, xak ¥ pemewme (1.8).

3 OpOBEIEHHOTO AHANM3A HANPSKCHHEIX COCTOSHMA ¥ YHCIEHHBIX DACYETOB BBETCKACT, TIO
OTCHIEANHCe COCTOSHHC o0ff) M TOTCHIFANBHOG COCTOMHHO o{]) MrpareT JIOMAHUPYIOTTYXO
pomE. JoGaBouHoe Ke COCTOAHMC oﬁ%‘ HOCHT XApakTep peIuayanbHblX HAIPMKEHAH, KOTOPBIMU
MOYCHO B PAEe CIydaeh B MPaxTUISCKHX pacgeTax npeHeGpeds. QmubKy, KOTOPYIO MBI TaEAM
OGPA3OM COBEPIIACM, MOXHO ONPS[CIHTE.

Summary

PROBLEMS OF THERMOBLASTICITY FOR REGIONS BOUNDED
BY SPHERICAL AND CONICAL SURFACES

Omne -of the subject matters of the present paper is a method of homogeneous solutions of
‘boundary-value problems of heat conduction, stress and displacement for a certain class of elastic -
bodies bounded by spherical and conical surfaces. This method is illustrated by solving the three-
dimensional axially symmetric problem of a thick-walled open spherical shell.

The general homogeneous solutions of hest conduction problems given in Sec. 1 enable us {o
determine the temperature field in any simply connected region of a body bounded by concentric
spherical surfaces and the surface of a circular cone of any apex angle.
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The conditions on the spherical surfaces and the conical surface are arbitrary. The generai
solution of the problem of heating of the body at the spherical surfaces, the conical surface being
kept at zero temperature is obtained in the form of the series (1.8), which is (are) a Fourier-Legendre
series constructed by means of orthogonal functions and the roots of the transcendental Legendre
equation resulting from the homogeneous condition for the temperature at the conical surface.
It is shown that the series (1.8) are absolutely and uniformly convergent in the regions considered.
This convergence is slow, however, so that the substitution of a few terms results in an error of more
than then percent and the substitution of several tens of terins — in an error of a few percent. In
particular cases we must solve in addition the iranscendental Legendre equation to obtain the
sequence of real roots. The solation of such an equation is impossible in the general case,

The problem in which the body is heated in any manner on its conical surface the spherical
surfaces being kept at zero temperature leads to a solution in the form of the series (1.14), This is
a Fourier-Mehler series constructed by means of orthogonal sets of functions and complex roofs
of the transcendental equation which is derived from the homogeneous conditions for the temperature
at the spherical surfaces. The complex coefficients of the series (1.14) are determined directly by
solving the infinite set of equations (1.20). It should be stressed that the solution (1.14), by contrast
with (1.8), does not require the solution of the (a) transcendental equation for each case of the body
considered. Each particular region of the body is characterized by the coefficients of the series
(1.14) through the values of Mehler's functions with constant arguments [in the solution (1.8)
different regions are characterized by different indices of the Legendre functions with constant
arguments].

In Sec. 2 is solved the problem of thermal stress and displacement produced by any axially
symmetric temperature field in a simply connected spherical sector. The state of stress and displace-
ment is the sym of a potential state and two additional states corresponding to auxiliary solutions.

The potential state [cf. the Egs. (2,12) and (2.13)] corresponds to a particular solution of the
equations of the field (7.9) and is determined by a potential of thermoelastic displacement. In this
state, on the surfaces bounding the region under consideration there occur, in general, normal
and shear stresses different from zero. The additional state of stress o1, #{!’ [Eqs. (2.20} and (2.21)]
corresponds to the general solution of the first problem of the equations of the theory of elasticity,
in which the stresses o{} take prescribed values on the spherical surfaces. The additional state of
stress of2, u?} corresponds to the general solution of the second problem of the equations of
elasticity in which the stresses !’ take preseribed values on the-conical surface,

The states of stress and strain off?, off), w{®, u!® are described by Legendre-Fourier series
constructed by means of a set of orthogonal functions and roots of the same transcendental equation
as for the solution (1.8).

From the analysis of the state of stress and the numerical computation i follows that the
potential states of stress of; and of]’ play a dominating rofe. The additional state of stress ot has
the character of residual stress which may be rejected in many practical cases. [t is possible to
estimate the error thus committed.
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