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Praca niniejsza stanowi druga czeééé pracy [4], w kidrej zdefiniowano pojecie
konstrukeji o postaci osobliwej, podano kryteria pozwalajgce na stwierdzenie,
czy dana komstrukcja jest osobliwa (takze [3]) i zbadano, poszukuiac konstrukeji
o postaci osobliwej, grupe konstrukcji przestrzennych z jednym zalomem podituZni-
cy. Obecnie zanalizujemy grupe konstrukcii o wiekszej. liczbie zaloméw. Zanim
jednak przystapimy do poszukiwania postaci osobliwych konstrukcji, wskazemy
na mozliwo$é nieco innej interpretacji statycznego kryterium sformulowanego
w I czedcl pracy [4] ' .

Stwierdzilidmy, 7Ze w konstrukcji o postaci osobliwej skoniczone obciaZenie
zewngtrzne powoduje powstanie nieskonczenie duzych sit wewngtrznych. Algebraicz-
ny sens tego twierdzenia jest taki, Ze wyznacznik charakterystyczny ukladu
liniowych réwnafi réwnowagi [4], w ktdrym to ukladzie wyrazami wolnymi sa
sily zewngtrzne, musi byé réwny zeru. Poniewaz wspdlczynniki przy niewiadomych
sifach wewngtrznych w réwnaniach réwnowagi zaleza tylko od wymiaréw konstruk-
cji, przeto 1 warto$é wyznacznika charakterystycznego (a co za tym idzie takie
pewna wlasnoéé konstrukcji, ktéra nazwali$my osobliwoécia -konstrukeji) zalezy
tylko od jej wymiaréw. Z drugiej strony, zerowanie si¢ wyznacznika charakterystycz-
nego jest warunkiem kKoniecznym istnienia niezerowych rozwiazad ukiadu réwnaf
jednorodnych. Mozemy zatem (abstrahujac od jakiegokolwick obciazenia zewnegtrzne-
go) zazadaé wprost, aby wyznacznik charakterystyczny ukladu réwnaf réwnowagi
elementéw konstrukcji byl réowny zeru i stad otrzymaé poszukiwany warunek
osobliwoéci. Takie podejécie do zagadnienia' okreSlenia warunku esobliwosci jest
korzystniejsze, poniewaZ nie trzeba ustalaé obciacZenja_zeantrznego.

- 1. Konstrukeja z frzema zalomami

W dalszym ciggu rozpatrzymy konstrukcje pokazang na rys. 1. Podobnie jak
konstrukcje rozpatrywane w czesci T 1 ta zbudowana jest z plaskich §cian zamykaja-
cych soba pewien jednospdiny obszar, a wiec spehia konieczny warunek sztywnosci
i jest statycznie wyznaczalna. Zadamy, aby §ciana przenosita tylko sily styczne do
swoich krawedzi, natomiast pasy i rozpoérki— sily styczne i normalne dzialajace
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wzdhuz ich osi (V). Dana konstrukeja rézoi sie od uprzednio zbadanych wicksza liczbg
zatoméw pasa, ma ich mianowicie trzy. Wszystkie wymiary rozpatrywanej konstruk-
¢ji daje sig wyrazi¢ przez wspdltzgdne z, r. Ze wzgledu jednak na prostote zapisu
i wickszg przejrzystodé otrzymanych wynikdéw bedziemy postugiwac sig tylko
réznicami wspélrzednych np. f1 = 2y — zp lub a; = 2y 5in @f2. Zaréwno [ jak a
moga przybiera¢ wartosci dodatnie i ujemne.
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Uklad réwnaf réwnowagi elementéw konsirukeji (rys. 2), o kitdrych byla mowa
powyZe]j, przedstawia si¢ nastepujaco:

Ty co8 8 — Uy " =0,
Ny+Ty,,— T34 =0,
(1-1) Ul,a‘ - Rl,i+F1,i - i,i+1 =0,
M; ;cosap — Ny ;co8y; =0,
M sinay+2F; 5sm 3 — N ;sinyy =0,

(1) Preez $ciang rozumiemy plaski element konstrukeyjny (plaska kratowmcr;, plaski plat
blachy), ktéry moze przenosic wymienione sily.




O OSOBLIWOSCI NIEGEADKICH KONSTRUKCJII POWIERZCHNIOWYCH (II) '-1-03': o

S',¢ @1 €08 B — Ql,';i L=0,

Sl,i ao COS ﬁl — 'Rl,‘L l; — 0 3
Kig— M +S:—S,41=0,
Ql,i"i_Qz,i_l_H‘i — Hy_1 =10,

K ;cos0y — K jcosap =0,

{1.1)
fe.d.}

K, i sin ag+K, ; simay — 24 sin—g— =0,

Kz,i - Mz,i+Sz,i - Sz;i+1 = Oa
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0
Sy,0a0¢€08 iy — Ry, [, =0,

Sy ;a2c08fly — Oy =0,

M, ;sin azinFz,i Si'n—(g-'—Nz.,, siny; =0,

(1.1)

le.d.} Mz,,; cos ap — Nz,i COS Y3 = 0 s
U — Rty — Fo =<0,
Nz,i+T2,'i T Tz,i-l-l =0,

T, ;a5 cos 8y — Ui b=0.

Sity HLF, K, Mi N zmjepiaja sie wg zaleZnosci
o N; = Ny cos nig ,
natomiast pozostale:sily, a wigc Q, R, S, T i U wg zaleznosci
U= Uy [cos‘nifp —cosn(i—Dol, i=123, ...k,

gdzie i oznacza numer kolejnego pasa (naroza, §ciany), k ilosé paséw oraz n liczbe
catkowita, ktéra musi byé podzielnikiem & i spelnia¢ nastepujaca nierdwnosé:
1<n<kf2 1
Mozna udowodnié, ze warunek zerowania si¢ wyznacznika charakterystycznego
ukiadu (1.1) sprowadza sig po wykonaniu pewnych podstawiefi do postaci:
P

sin? —
2

- s ny
1 : Bl ?
(1.2) - ayta — agg
P e

(a7 — aply — (a1 — ap) I} — ar 1y

l sin? 3
a i +aily — [y — adhy — (a1 — ap) ] DR J
' sin? £y

sin? v

r % o _ L -

(0 —a)ly — (@ —a)l; — aphy g

1 v _ sin2 5

SO ' — =,
| ‘ ; p» atay JQ

sin? —

a i+ a5 b —[(af — a) b — @y — ag) If]

§in2 —-
2

Jak widaé, spelnienie powyzszego warunku zalezy od jedenastu niezaleinych
parametréw, z ktorych gy wystepuje w stopriiu najwyzszym, mianowicie w trzecim.




o} OSOBLIWOSCI-NIEGLADKICH{KONSTR_UKCJI POWIFERZCHNIOWYCH (I} 105

Znaczy to, 7e mozemy dowolme zaloZywszy pozostale wymiary znalezé trzy réznigce
si¢ wymiarem qp konstrukqe spelniajace kryterium osobliwosci. Konstrukeje
taka, dla kidrej warunek osobliwatci Jest stopnia trzeciego, nazwiemy konstrukcja
o frzech stopniach swobody geometrycznej zmiennosci.

Przykladowo zbadano dokladniej czteropodtuznicows konstrukcje o kwadrato-
wych wregach. Przyjeto, se oy = ay = af = s =a, [ =L=1 I"=1+Al I —
= [* —AI. Po podstawieniu powyzszych danych do (1.2) i oznaczajac x = ap/a, m —
= I*l, k = Alfl otrzymamy warunek osobliwodci dla danej konstrukcji w postaci:

(13) 2(m2 — k2) x> — 4 @m2 — 22+-m) x2+(10m2 — 10k2-1-9m4-2) x—
- — 2+ 4k2 — dm — 1 = 0.
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Rozwigzanie powyzszego réwnania dlam = 110 < &k < 1 pokazano na wykresie
(rys. 3). Warto$é k& = 0 odpowiada symetrycznemu polozeniu zalomu podluzsnicy
w rownej odleglosdci od §cian gdrnej i dolnej; gdy k wrzrasta, zalom przesuwa sig
wzdiuz podluznicy i przy k =1 znajduje si¢ W skrajnym zewnetrznym polozeniu
przy dolnej lub gérnej Scianie. Kazdy punkt krzywej na wykresie wyznacza ksztalt
konstrukcji osobliwej. Dla wigkszej przejrzystosci na dolgczonym rysunku pokazano
kilka takich ksztaltéw odpowiadajqcych wskazanym punkfom na wykresie.

2 Konstrukcge symetryczne z trzema zalomami podluznicy )

™
1

W przypadku kohstrukcp symetrycznych wzgledem plaszezyzny Srodkowc]
wregl (tzn. gdy a; == ap, af = a3, §| = Iy, I = BYmozna uproécié zadanie przyjmu-
jac z géry mozliwosé. powstania w. konstrukcji bad# symetrycznego, bad? antysy-
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metrycznego samozréwnowazonego ukladu sit wewngtrznych wzglqdem éro'dkowej
wregi (1ys. 4). Ofrzymamy teraz dwa rOwnania: jedno — drugiego, drugie —
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pierwszego stopnia, okreslajace zaleZnoSei miedzy wymiarami konstrukeii, ktore
musza by spelnione, aby stala sie ona osobliwg:

sinzﬂ
2
[ . _ [T Ny R
(a ayl —(a — ag) ! a*] o
smz?
2.1 o at+a—ay=0
511127
ap I¥ — a* ] — [(a* — a) [ — (a — ap) I*]
oy P
sin 2
oraz
., ¥
; sin 5 ) ]
{2.2) (a‘k_+a0)—““““;;“_“(a —a)ﬁ“-f—a—aoﬂo.
sin2~§~ C :

Wplyw poszczegOlnych parametréw na powstanie postaci osobliwej konstrukeji
o kwadratowych wregach (¢ = m/2) pokazano na wykresach (rys. 5, 6 i 7).

Na rys. 5 pokazano rozwiazanie dla a*/a = 0, na rys. 6. dla a*/a = 1 i na rys. 7
dla a*jgy = 2. Podano réwniez réwnania, w jakie przechodza réwnania (2.1)
1 (2.2) po podstawieniu powyZszych danych i oznaczeniu jak poprzednio: x —
=dpfa i m = I¥]l. Odpowiadajgce rozwigzaniom tych réwnafi krzywe zostaly
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oznaczone: S dla symetrycznegd i 4 dla antysymetryeznego. rozkadu sit wewngtrz-
nych. Podobnie jak na rys. 3 tak i tutaj punkty krzywych na wykresie okreslaja
ksztalty konstrukeji osobliwych. Najwigksze znaczenie techniczne maja te konstruk-

X=a,/a

& B

—
41
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R -4 -2 -1 7 1 2 3 4 5
m=£7£
‘ -1
-2
-3
S mx2-2{m+1)x+me1=0
A mx-2({m+1}=0 5
S, &)
-6 )
Rys, 5

cje, ktorych ksztalty odpowiadaja obszarowi wykresu dla apfa >0 i I#/l > —1.:
We wszystkich trzech przypadkach (a%/a =0, a*/a =1 oraz "a*/ay = 2) dla o
I*[l - oo krzywe § daza do asymptoty ag/a = 1, krzywa A do asymptoty apfa — 2. .- i
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W -dwdch pierwszych przypadkach (¢*/a = 0 i a*fa = 1) dla %/l — oo apfa dazy
asymptotycznie do nieskoniczonosci, w trzecim przypadku (a*/uy = 2} asymptoig
pionowa jest linia [*{l = -—2. Na wykresie umieszczono dodatkowo rysunki przed«

ag/a

5 i i -

I ; A= - -
\&/ ©
-4 ~3 -2 B 0 1 2 3 5
. 1 /1
H-7—
a*=a
7 [
JK_‘ 4‘
a 7
a, =
e 3
a'=a
]

& 2mxt-2(2m+1)x+2m+1=0
A mx-{2m+1)=0

Rys. 6

stawiajace ksztalty konstrukcji -osobliwych we wskazanych punktach wykresu.
Ksztalty konstrukeji odpowiadajace linii 4 réinia sie. od odpomada]qcych gornej
linii S tylko silniejszym zalamaniem podhuznicy. :
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W pozostalym obszarze wykresu $ciany konstrukeji bads pokrywaja sig, badz
przenikaja wzajemnie i dlatego ni¢ wydaje sig, aby mogly mieé¢ one Jjakies$ techniczne

zastosowanie.
l aq/a
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a*=2a, {
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S M2 = (2me3xrm-1=0
A (m+2)x-2{m+1)=0

|

Na uwage zastuguje j Jeszcze jeden-fakt. Porownujac mianowicie otrzymane Wy-
niki z wynikami otrzymanyml poprzednio [4] dla konstrukcji 2 jednym’ zalomem
widaé, Z& konstrukc;a zbudowana przez polaczenie dwoch osobhwych (po usun1q~
ciu wspélnej Sciany) jest taksze konstrukcja osobliwa. PR

Rys. 7
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. 3. Konstrukcje stozlowe

" Podobnie jak w 1 czgbcl pracy tak i tutaj nioZéniy ﬁrzejs’é W granicy do gladkiej
powloki stozkowej podstawiajac (rys. 1)

dy a a* .
"y = _cp’ r=_—TD’ r*—_qg,
Zsm? 23111—5 Zsm?

gdzie r oznacza promiefi kola opisanego na wredze konstrukeji. Poniewaz

np
sin2 —

] 2
lim————=p2,
20 in2 L

2

wige warunki (2.1) i (2.2) przedstawiaja si¢ feraz nasigpujaco:

1
(a*ua)l—(a—ag)lf_a*ln—z

3.1 agl*;a:sl_[(a*_a)]_(a_ao)l*]nza—I—a—ag=0
oraz
32) LA I S o
. (%F ﬂ{))n —(a ﬁa) +(aﬁa0)_
G/
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=
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Q7500
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Wykresy .na Tys. 8 1 9 przedstawiaja zaleinoéci migdzy stosunkami promieni
podstaw stozkow ro/r a czqstosma Zmian obcw,zema po obwodzie. Widaé, Ze ze
Wzrostem hczby polfal n stosunki tych’ promieni szybko daza do Jednoscn przy n =10
réznica migdzy promieniami podstaw Jest rzgdu 1%,. : u
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Rys. 9

4. Tnne konstrukcje

Jesli zalozymy, ze konstrukcja rozpatrywana ma o jeden zatom mniej od poprzed-
nio rozpatrywanej (a wiec ma dwa zalomy), co moina zrealizowaé zakladajac np.
a4 =da i I =0, to warunek osobliwosci (1.2) przybiera nastepujaca postaé:

‘ ._sinzjl'
L . _ A .
[ (e 611)11. (@ —a)lf —ay ly " |
wn | | Ty |+
. ~— a — gl +
) lli T g agtap — ap}
7 sin? —
_ lanlf_arll“[(ar‘al)ll—"(al'—aﬂ)lﬁ ; J
. 12 ——
sin? -
., P
2.
! sin? - ]
+‘ﬁ' sz +a2—a(;J:0,
. 1P
sin?

Jak widaé z powyzszego konstrukcja z dwoma zatornami jest konstrukejg o dwéch

stopniach geometrycznej zmiétinosci,
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Jeéli zalozymy ponadto, Ze df=a i h =0, to warunck osobliwosci dla
konstrukcji z jednym tylko zalomem przechodzi w liniowy warunck wyprowadzony
w czgsel It !

sin? i

42 arhtaxly ) 2
. ay = —— | — ———

(42) = Tt ng

sin2 >

Przeprowadzajgc ta sama drogg jak poprzednio {p. 1.2) obliczenie dla konstrukcii
pokazanej na rys. 10 (z pigcioma zalomami podhuznicy) otrzymamy pie¢ rozwig-
zafi bedacych pierwiastkami ponizszych réwnaf, ktére sg warunkami osobliwosci
przy symetrycznym i antysymetrycznym rozkladzie sit wewngtrznych:

¥ [ ag\? * a 2 I* ay *
4— ) 165 +4 +{20 - +9)— —4i2—++1})=0,
I \a ! & [

[# Cl() I* dy I*
4—\— lo—+4)—4+4—+2=0
I \a ! a !

(4.3)

Zalezno$é apfa od I*/l pokazano na wykresic (rys. 10). Krzywe te maja ten sam
charakier co krzywe na rys. 5—7 i nie wymagaja oddzielnego komentarza.

5, Wnioski

Ho$¢ stopni swobody geometrycznej ZmiennoSci, a co za tym idzie ksztaltéw, jakie
moZe konstrukcia przyjmowad (gdy ustaione sg wszystkie parametry geometryczne
z wyjatkiem jednego) pozostajac przy tym konstrukeja osobliwa, jest rowna ilodci
zalomow podiuznicy.

Przeprowadzona analiza wykazuje, ze klasa konstrukcji osobliwych zawiera
w sobie olbrzymia réinorodnosé kszialtdw. Wszystkie te konstrukcje maja jednak
jedna wspdlng ceche, mianowicie zgodnie z [2] sa konstrukcjami, ktorych powierzch-
nie maja wklgstosci. Podana metoda pozwala analizowac réwnieZ inne technicznie
wazne klasy konstrukeji powierzchniowych. Zwrdcié ponadto nalezy uwage na brak
jakichkolwiek zalefnoSci miedzy wymiarami gabarytowymi mierzonymi wizdiuz
osi konstrukeji i wzdtuz promienia. Stad przy zachowaniu okxeSlonych $cifle sto-
sunkéw ap/a i I#/1 konstrukcje osobliwe bgda mogly byé zaréwno bardzo smukle
jak i bardzo krepe.
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PesmomMe

O CHHI'VJIMPHOCTH HEKOTOPHIX HEIITAJKKX
INOBEPXHOCTHBIX KOHCTPYVKIMIA (I1)

Ha oceoBe npupenedubiX B pabore [4] CTATHICCKHX KPHTGPASB CHHALYJIPHOCTH BHIBOLATCH
3EBHCAMOCTH MEKAY TCOMETPEICCKMME TAPAMETPAMI XORCTRYEIHE, NPH YOOBIETBOPEHME XO-
TOpHM ITH KOHCTPYKOHH CTAHOBATCA CHNTYIAPHEIME T.¢, BemyT cefg KaKk MeXaEusM IOJ Bik-
AHACM H3BECTHBIX HArpv3cK. B ocHOBHOM, pafoTa KACAEYCH OCECHMMETPHACCKHX, HETNARKHY HO-

CPXHOCTHEIX KOHCTPYEIHH ¢ OONBOIMM YHCIOM M3I0MOB 00pasyromel, 50 B NPENENBLHOM C1VYae
nonydeHHBle GOPMYNEL CIPABE/UMBLL, ANA KOHYCHEX OBomovex. [ HECKONBLKAX IPOAHANH3E-
POBAHABIX THIOB KCHCTPYKIME M3TOTOBICHB! NHATPAMMYB, ONPEINENAICIHES PAIMEDBEl CHHTYIAD-
HOH KOBCTDYKIIMH.

Summary
THE SINGULARITY OF SOME NON-SMOOTH SURFACE STRUCTURES (I)

Making use of the static singularity criterion derived in Ref. [4] relations are obtained between
the geometrical parameters of the structure. The satisfaction of these relations makes a structure
singular that is behaving as a mechanism under the action of cerfain Joads. The paper is concerned,
in principle, with axially symmetric angular shells with more than one angular point of the
longeron. In the limit case, however, the relations obtained are also valid for conical shells, For
" a few of the structure types analysed diagrams of dimensions of singular structures are plotted.

POLITECHNIEA WARSZAWSKA
KATEDRA MECHANIKT OGOLNEJ

Praca zostala zioiona w Redakeji dnia 17 lipca 1967 r.






