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NAPREZENIA, PRZEMIESZCZENIA 1 TEMPERATURA -
W OGRANICZONYM OSRODKU SPREZYSTYM
PRZY UWZGLEDNIENIU SPRZEZENIA TERMOMECHANICZNEGO

JAROSEAW STEFANIAK (POZNATN)

- Wstep

W zagadnieniach, w kiérych nie uwzglednia si¢ sprzgzenia termomechanicznego,
moina otrzymaé rozwiazania ukladu réwnan przemieszezeniowych termospre-
zystoSci przez superpozycie przemieszezefi u! wywolanych polem temperatury
i przemieszczef f miezaleznych od niego. Przez odpowiedni dobér tych ostatnich
przemieszezen koryguje si¢ przemieszezenia na brzegu rozpatrywanego obszaru
w ten sposéb, aby byly spetnione warunki brzegowe. W przypadku uwzglednienia
wplywu sprzgzenia taki sposéb postepowania jest niemozliwy, gdyZz ewentualne
dodatkowe przemieszczenia u} zmieniaja pole temperatury, co 2 kolei ma wplyw
na przemieszezenia u. Je§li obszar jest nieograniczony, mozna latwo otrzymad
rozdzielenie ukladu réwnaf przemieszczeniowych 1 réwnania przewodnictwa
I otrzyma¢ uklad réwnan analogiczny do ukladu opisujacego zagadnienie niesprze-
zone [1]. Zagadnienie sig komp_]ikuje, gdy obszar jest ograniczony.

W niniejszej pracy wskazana jest metoda czgdciowego rozdziaty réwnaf prze-
mieszczeniowych i réwnania przewodnictwa ciepta za pomoca, potencjatu termo-
sprezystego przemieszezenia @ 1 funkcji Galerkina @; uogOlnionych na zagadnienie
sprzgzenia termomechanicznego. Praca dotyezy zagadnienia quasi-statycznego
(pomija si¢ wplyw sit bezwiadnosci). Pomija sie réwniez wplyw sit masowych. Jako
przyklad rozpatruje si¢ pélprzestrzen obeigZona na plaszczyZnie ograniczajgcej
sifg skupiona normalna do tej plaszczyzny, zmieniajaca sie harmonicznie w czasie.

1. Rozdzielenic réwnan termosprezystodei

Stan osrodka sprezystego przy uwzglednieniv wplywu temperatury, ale przy
pominigein wplywu sit masowych i sit bezwladnoéci moze byé opisany ukladem
rownan [1]: ‘

1
(1.1 V2uitadie — bos 60 =0, vzﬂm—;_at@__,?()te: m%,
zwigzkami geometrycznymi ' '

1
By = (s, 5+uz,0)




116 JAROSLAW STEFANIAK

oraz zwigzkami fizycznymi
o1y = 2peiy+-(de — y0) dyy.

Przyjeto tu nastgpujace oznaczenia:

- Atp - 1 5 34424 —y 11 _ k
PR P Wi T A Iy T e’
3442 W
y=0C3i42w e, n= % To o, 0=T-—-1y, Q =—,
. co
;) ’ 0 —‘—a
tﬁat) i-—c)xi’

poza tym g, oznacza przemieszczenia, &y odksztalcenia, oy napreZenia, A, p
stale Lamégo, » wspblczynnik Poissona, a; wspolezynnik cieplnej rozszerzal-
noéci liniowej, & przewodnictwo cieplne, ¢ cieplo wlasciwe, ¢ gestosé, 7o tempe-
rature bezwzgledng ciala w stanie naturalnym (beznaprezeniowym), T =T (xy,t)
temperaturg bezwzgledng ciata w punkcie badanym i w chwili badania oraz W
wydajno§é Zrédla ciepla.

Ponadto powinny byé spelnione warunki brzegowe dla przemieszezefi

wi(xy, ) = fi(x7, 1),
albo dla napreZen
013 (7, 1) mg (7)) = pi (o, 1) -
Dla temperatury powinien byé¢ spelniony warunek poczatkowy
0 (xr, 0) = & (xr)

orar w ogblnodci warunek brzegowy

p)
(Ewl)a:c;(xa,r).

Symbol x¥ oznacza punkt lezacy na powierzehni ograniczajacej rozpatrywany ob-
szar, ns wspdlrzedne wektora jednostkowego normainego do tej powierzchni, # =
= HJk, gdzie H jest wspblczynnikiem przewodnictwa zewnetrznego.

W celu rozwiazania ukladu réwnan (1.1) wykorzystamy metodg zastosowana
przez W. Nowackieco [1] do zagadnienia dynamicznego. Metoda ta polega na
wprowadzeniu pomocniczych funkeji %; takich, Ze przemieszczenia i temperatura
wyrazaja si¢ za ich pomoca w postaci ‘

u;Z(VZ —%aa) [(1-+6) V2 84y — a0x 05] V2 234 b5 V2V 2
a2 + mbr (05 0y — 4y V2) V21,

0 = 70y V2V2 0y 2yh-(1-+0) V2 V2 V2.
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Funkcje X; spelniaja réwnania

) ,
[(_l-l—a) (V2 —-— a;) - nbagl V2V2V2Y; =

(13 . 0
[(1+a) ((Vz—;ag) ——?}bag] VAV ==, i=1,2,3.

W powyzszym ukladzie, ktdry jest szczegdlnym przypadkiem ukladu otrzyma-
nego przez W. Nowackiego [1], kazde z réwnan zawiera tylko jedna funkcje Xi.
Uklad réwnan termosprezystoéei zostal wige rozdzielony. Wykorzystujac powyzsze
réwnania moina vklad réwnan termospreZystosci doprowadzié do postaci «czg-
$ciowo rozdzielonej», ale w niektérych przypadkach dogodnej do obliczen. W tym
celu wprowadzmy nowe funkcje ¢, i @ okreflone wzorami

1 nb
V2 — — — V2¥; —
[( ”® a‘) l—I—aat] =%

t);djVZXngbeleh ¢, j=1273.

(1.4)

1+

Przemicszezenia i temperatur¢ mozna wige wyznaczy¢ za pomoca funkeji @ i ¢
w postaci

wr = [(1+a) V2 di5 — ady 05] ;- 0: P

(1.5) ., _lia
b

vie, i=1,273.

Zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia funkcji ;i @. Ze wzordw (1.3) i (1.4)
wynika, ze funkcje ¢; sa funkcjami biharmonicznymi:

(1.6) V2V2 g, = 0.

Wzory (1.5) pokazuja,, Ze przemieszczenia ui moZna traktowaé jako sume prze-
mieszezeA g = w;+uf, gdzie wp = 0 P, uf [(14-a) V2 6y — ad;  04] - Funkcje
@, sa wiec funkcjami Galerkina uogdlnionymi na przypadek sprzezenia termome-
chanicznego.

Podstawiajac u; okreslone za pomoca wzordw (1.5) do ostatniego z réwnan
(L.1) i wykorzystujac rownanie (1.6) otrzymamy

I4a
(L.7) — (Vz——ma)VZQE—nasza,q;j ;Q“
gdzie
11 b j
o T S Ty %

Tak wigc funkcje ¢; 1 @ wyznaczyé mozna 7 réwnan (L.7) i (1.8). Przemieszczenia
i temperatura beda okreélone za pomoca tych funkeji przez wzory (1.5) i (1.6).
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Czesto wygodniej jest postugiwad sie vkiadem réwnad w nieco innegj postaci.
Podstawmy ze wzoru (L1.6) do rdéwnania (1.8) wyrazenie V2 @ = #. Wowczas
réwnanie to wraz z ukladem (1.7) i wzorem (1.6) da nam nastepujacy ukiad réwnan
na wyzpaczenie funkcji ¢, @ i 6:

, _ . 1
(1.8) VIN2, =0, VIO =490, (Vz—?dt)e—?jatvzaj(pj=—

Przemieszezenia beda wyrazone przez wzory (1.5). Napr@zema otrzymamy 7 naste-
pujacych wzorbw:

Gy == —2}6 [3@5—V2 — & ()1] D+

+

5 00 V2 - 00) et (1) V2 Oy 941 0 )]

Al

2, Poélprzestrzei obcigzona sila skupiong zmieniajaca sie harmonicznie

2.1, Uklad véwnat, Niech w punkcie (0, 0) plaszczyzny xy ograniczajacej
()
polprzestrzen sprqzystq z 2 0 dziala sita skuplona P = Py—— Sy , gdzie 4 (r)
jest funkcja Diraca. Poza tym brzeg jest swobodny. Poniewaz zagadnienie jest
osiowo symetryczne, to p; = @a = 0 oraz @3 = ¢, Nasz uklad réwnan (1.8) przyjmie
postaé

1. P
@) V2V2g—0, V209, (vz_;,—at)enatvzgxo.

Jesli obierzemy walcowy ukiad wspOlrzednych, to postaé powyzszych réwnaf nie
zmieni sig. Przemieszczenia i napreZenia bgda okrelone wowczas wzorami (2)r

_ oD 1 2y
urﬁ_gb—l 2% Oroz’
_3@’_+ 1 . ) az]
) e = 5 i——2112( — NV =1l tp =10,
. . (1 ) 62) ot 2 2u ( )
K P PR 120 0z\""  or
2.2) 2 VI
“ww‘fzﬂ(ﬁ%zz)@.*_a_( —Tar

(1 P az)q;er 2u a[ - ]
e A VI PRI Ly wiew (Sl Gl 1 L

_, NG +2,u a[ . a]
e = Aoz 12 or |1 ”)V 02

S O =0, =0,
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Bedziemy szukali rozwiazan uktadu réwnan:(2.1) w postaci - - .- > - -
8@,z 0, @,z 1), cp(r z, )} = {0% (r z) D*(r, 2), ¢* (r, 2)} €.
Wéwczas uk%ad 2.1) przyjrme postac
V2VZg* =0, V2* — 90%,

PEN

@y (Vz _iai) o 00 < -
— '—'77160 az
Rozwigzan tego uktadu bt;dzremy szukali w posta01 calek Hankela

@4  {0%@, 2), o 0.9 9% 0,2} = f {9* (, z) qs* (@299 * (a, z)}Jo (ar) da,
'l

gdzie Jy (ar) jest funkc;q Bessela I TOdZ&]TJ zerowego rz@du Przy powyiszym pod-

stawieniu z ukladu (2.3) otrzymujemy uklad réwnan réniczkowych. zwyczajnych:

2 . N N
(e (v =0,

2.5) (ﬁ - ag) 2= 0,

dz2 . _ .
oo el =

d2
P (a2 +
2.2, Warmnki brzegowe. Dla naprg'zéﬁwarunld' b‘rzegoWe majg p'bsi‘aé:“a’la' z= O
9 (r) "

— A% 1 3%
Gy = G T 0% =0,
25'5?" Te _7“2 __TZ R A

(2.6) 0= 0z +0% = = Py

Naprezenia ze wskaZnikiem 1 sg zwigzane z przemieszezeniami ut, przeto mozna
je wyrazlc za pomoca funkeii D, Podobnie naprezenia ze wskaznikiem 2 sg zwmzane
Z u; i moZna je wyrazié za pomoca funkeji ¢.
Dla temperatury przyjmujemy swobodn@ wymiang clepla“z otoczemem stad
dla z=0(. : . T e e
A S

‘ — hO%
@.7 5 0% =0

Zak}ada sig, Ze temperatura otoczenia Jest rowna temperaturze stanu na‘Euralnego

Warunki brzegowe (2.6) po zastosowamu (2 2)\ (2 4) i wzoru § (r)/r = f aty (ar) do,
0

dla z = 0 przyjma postaé '

2w df (d2 - ) d_z._].._i_.‘. | Py
. o ~ 2l = i
2'“(12@ ri_ — 2y dz [(2 ’ ) dz Y| T 4 7’ w20’

d@* 2u & d2
;im0 0lm @) - | e =o0.

2.8)
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Warunek brzegowy dla temperatury moZna napisaé w postaci
‘ o db 4% =0 R

2.3. Rozwigzanie uklada réwnan, Uklad réwnéﬁ (2.5) oraz warunki brzegowe
(2.8) i (2.9) pozwalaja wyznaczyé funkcje @*, ¢* i §* w nastepujacy sposdb:
Z pierwszego z réwnan (2.5) znajdziemy ¢* w postaci

F =[G (@ +2C, (@) .
Wowezas z trzeciego z réwnan (2.5) znajdiiemy

g% = C; (o) exp (— ]/a2 + ) + ae™*,

az drugiégo 2 réwnah (2.5)
o* = bexp(mZ]/a2+ )+cze .

o’

gdzie ,
d=7‘"25¢r"7azc25 b:-—'cfb ci:??%"'?acz-

Podstawiajac funkcje @*, p* 1 6* dane powyzszyml szralm do warunkéw brze-
gowych (2.8) i (2.9) otrzymamy uklad réwnan a]gebra.lcznych na wyznaczenie

statych Cy, Gy i Cyt

_C:,’ ]/{12 -+ ? —au = hC3+ha »

o C 2 C o
pa s, CtpaCt iy = 4:rr.
e’ T iw 2va o2
- az—l————C_:,-i*ﬂ% 'r]aCQ+EC2—:5f;Cl=O.
Z tych réwnan obliczamy Cy, Ca 1 Cy:
20%"2 na © hta iw 2v \1—-2v
C1=(?9%'77_ P e 1/‘124"“7‘5‘1—:5)76‘2,
B+ ]/ w2+ 2 |
» i .
Py (2872 hta ( ]/ P
= — | — -+ o
C2 " 491:“[ . . N o Ctz'i" %,)‘I'
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htla :
Cy = 2%’ na? — Cz.

y

Temperatura bedzie okreflona wzorem

(=< BN

(2.10) 6 = 2’ pett f [ exp( ]/a2+ E:—) - e”"“”] %
h -+ 'l/ 2+ %

x Cp a2 Jy (or) da,,
& naprgZenia i przemieszezenia nast@pu_mcyml WZorarmi;

Ty — _2‘1,66’&“{[ [ (a2 -—I—* ) exp ( ‘l/az + ?) — (2 — az) cae” %
) ]

ol

12, (2vCo4-Cy — Cya — Cy az) e—ocz] Jolar) do —

_f[bexp( Y@ ) 4 e —

13 (C2 — Cra— Chaz) e‘”‘z]—.fl (ar)da},

Ogp = —2ue't =f [bjﬂ, exp (~z "/az + }2) —
X P
S Cz) e “z] Jo (ar) da - f [bexp ]/at2 + —

1
-+ [CZ"‘ m (C2 Cl o — Cz 012) e az]

h—(?ca + T

‘1[5&

Jl (ar) da} »

o]

@2.11) o, = Zyei“’tf {bexp (ﬁz ]/az-i-g) +
' 0

" .
-+ [CZ—!—CZ -+ i:ﬂ (C1+C, Z)} e--az} o2 Jy (ar) da .

= ot 2‘ iﬂ_) o 2 E‘_C()' — e —oF
Orz = 2pe b Y o2 rexp|—z 1 a2+ o c(l—az)e

] 5 .
L I—_'u%_(ZCZ Yy — Cl a4 — C2 O.‘.Z)] aJl (ar)dg,,

Org == Ggp = 0.
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~ im ). ,: o v
Uy = e':‘”tf [—b exp (—z ]/aZ +‘—'—,) — cze” % +

0

+ —'(Cz aCl —aCy z) e ]-qjl, .(Iar) da ,.

@12) S e R S
: f{ a2-1j.,exp(—z a2+
SN

+—[2(2v~1) Czaﬁ ClaZ C’zaZZ]e “”}Jg(ar)da

)+ce ®F_ pgze %

e =10,

Jeieli w bedzie dazylo do zera, to

a——2pn' 2 Cy, c—P' naCy, C3—2x'n02C,

e’ Py 120 B

C24>'7 = Cz, Ci-—>OO, b-»co,
dmpu o« s

Wéwezas ze wzgledu na (2.10) temperatura 6 bedzie dazyta do zera. Ze wzgledu
na dwa ostatnie wzory (2.13) (C} — o0, b ~> o0) funkcje @* i p* nic beda okreslone.
Lecz we wrzorach na napreZenia i prz’emies,zpzenia wystgpuja funkcje

iw
b?, bexp(——z]/aZ-f-

) i | “:: 'azi
bl/az-l-"--;--exP(— z]/az-i— )+ —~“§— Cie .

Winnyni: zestamemu bhi Cl me wystepuja, a powymze trzy funkqe daza do wartosci
skofczonych -

)+ e
[

iw

' i a ~
- 2 : —oZ . ! —e - faad - -2
beXp( z]/a + x’)+1¥2vcle — ‘q%xna(jzzea -I—lwvaze .
feo il —aZ
o2 + g2 4 — " -} '1——:‘2'“ Che — —
_ o _ Zva -
C— ﬁx’mﬂsze—‘f‘z—{—ﬁxr'nane_“z.:_I— '1 2y CZ e_mz,

zdy o —0. NaprQZehia i przemieszczénia beda wowczas takie same jak otrzymane
W rozwiazaniu zagadnienia statycznego. Oczywiscie ze wzorow (2.10)~(2.12) nalezy
wzial czes rreczywisty wowczas, gdy wymuszenie jest typu cos wi, a czqsc urojona,
2dy wymuszenie jest typu sin wf. . A
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2.4. Rozwigzania przyblizone. We wzorach (2.10)-(2.12) wystepuja ealki, ktdrych
nie da sig obliczy¢ w spos6b elementarny. Mozna jednak otrzymaé prostsza postaé
dla rozwigzan przybhzonych W tym celu stala € przedstawmy w postaci

PQ ]. — 27)
C= =,
. - Amp a(l4-e'd)
gdzie '
. o g 2a(h+a) a—Vattiofn |
' = dulyg=-—, 6—(1—271)(14- - )
142 7 h%]/az—l-lco/x : zcu/x

We wzorach tych £ jest wielkoécig . bezwymlarowac na ogdt bardzo mata (np dla
glinu rzedu 10-2, dla stali 10- 4 wprowadzona przez I N. SNEDDONA. Mozna
wykazaé, Ze

ala ‘-]/a +iwfx < _1_ oraz hta o i
ffx’ 2 B+ Va2 +io

dla kazdego o, k, 0 i »'. Wobec tego 0] < 2 (1 — 2v) oraz |&’ 8| < 1 (przy zalozeniu
<€ 1)

Rozwijajac w szereg wyrazeme na stalag Cy ze Wzglgdu na &9 i ograniczajac
su; w dalszych rozwazaniach do wyrazéw liniowych ze wzgledu na' &’ , otrzymamy

Py (I=2)(1—e"0)

Cz:ﬁdln,u, o ?
Py (—2Pf1 2a(hta)  Vertiop\
C]_:"“‘“*+ 11— T - P g4
drp o2 By Va2t iof  dofx
+ 2y 2%’6}
1— 2% 1—2¢7]
b Py gan'(1 — 29) hta
Amy fw Ve iofn
=B oy
¢ = @( — 2 ¢’

Rozpatrzmy 'prz'ypad-ek*, - gdy h=0 (ﬁéif erégu mamy iZolacjg termiczna).
Wowezas '

G = _i[""l — & (—i— ‘“02)],
a ]/a2+im/:»:’
@14 ¢ =— M(l %) [33 el D( _ ._Lai)]',
i ]/a‘2+iw,/x'
Bo?
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Wprowadzono tu nastgpujace oznaczanie::

Py (1 —29)n'e’ dyx's’

" Py
4 “Z?z;(l_z”)’ B—Zn,u iw s D=,

' 2(1 —2v) »'¢’ ' 2
31:14'(1“21’)5'9 82:__1'(0—_7 83:1_21)_‘_(1_21’)‘8"

Podstawienie uproszezonych wartodci dla statych Cy, Cy, b i ¢ wedlug wzoréw (2.14)
do wzoréw (2.10)~(2.12) pozwala otrzymaé przyblizone wartoéci dla temperatury,
przemieszezed i napreZetl. Wielkoéci te beda nadal przedstawione w postaci calek
Hankela., W szczegélnoéci na plaszezyinie z = 0, ogramczajacej badang pdlprze-
strzen, mozna otrzymaé rozwiazania

Pyx'n
f=— 2 {1 —2v) &G — (1 — 29) &' (Gy — 4Gy,
_ PO(S(F)
Tez 27k g
_ P zw;[ 1 () ]
Grr H2—n(14f 29 e 7 207 |
P 2(1 - 41 —»G
+ 2—;(1 — ) ot g’ [_er_l) + 265 + —%]
_ _ﬁ B st 294 (r) _ -1_]
@19) Gy =2, A =) e [ A2y )"
o ,[1 - M]
-+ - (I —2»e™e +rGs + & ,
orz = 0,
P, 1 2G3)
—_ —_— Jwt o . iwt ' i
Uy pr { 2v)e + (1 20 (1 —9w)e ( + 3
Py ( ZGZ)
—_— _ Job " 1 _ bl =
Uz Deur V)€ prom (1— 29 (1 — ) s + E

Przez Gy, Gy, ..., Gg oznaczono nastgpujace calkis

f ( Vate a-)e’o (ar) do = — — [Ko (@} o (@) — K1 (@11 (@)},

0

~ | 1 1 YE &\ .
f( Voate _GZ)JO(ar)d“=??+(F_.7?_7)" s
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of (l/a2+§

;
)Jl(ar)da = %[]/s 1 (@) Ko(o)—

»

_ 211 (0) Ki (
— VER e - 10|

[

‘ Ea3
f ( az—i»f — a3 - m) Jo (ar) da = — ‘SKU (2@) 4~

+ Ko (@) Io (@) — 0(&2 0@ , 4y% oi@) 1© |
2VE I (p) K, 1K
M@ — EII (Q)KI(Q) %@’
i ca EKy (o) Iy (o)
f ( ]/aZ—{—E — a3+ T“é) Jo (wryda = — +
HYELOKIWQ | VEL@KE@ 121 Kolo)
+ + . B
F r2 2
@K 4h@K(e)
2 2 s
2 (ot fa 121 (0) Ko (o) —
Gﬁz?f(]/a:+§—a3+ )Jg(ai)da EKO(Q)ID(Q)_M_O?__”;’&
L]
— () K (o) — 1932 10) | 4y¢ oi@) 10N ]/§ 159) 0@

gdzie 9=r]/ £/2, & =im[x'. Symbole K; i J; oznaczaja zmodyfikowane funkcije
Bessela T i 1T rodzaju.

Wzory wyraZajace napreZenia i przemieszezenia ma brzegu z = O rozdzelono
na skladniki nie zawierajace wspélezynnika ¢’ i skladniki zawierajace ten wspdl-
ceynnik. Te pierwsze przedstawiaja wyniki, ktére sie otrzyma, gdy nie nwzglednia
si¢ sprzezenia termomechanicznego. Ze wzoréw (2.15) nalezy oczywifcie wzigé
czgsé rzeczywista, gdy sila wymuszajaca ma postaé Pycos wt,-a czeéé urojona,
gdy wymuszenie jest postaci Py sin wf. Rozklad na czesé rzeczywista i urojona nie
przedstawia zasadniczych trudnosci, gdyz funkcje wystepujace w wyrazeniach
Gy — G mozna wyrazié za pomocg funkcji trygonometrycznych oraz funkeji
bery, bery, kerg, kery, beig, beiy, keiq, keiy, Funkcje te sq funkcjami rzeczywistymi
rzeczywistego argumentu 7/ w/fx’/2. -
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Uzupelnienie

W celu wskaiania metody obliczenia caltek G‘i% G obliczymy Gﬁ. Calke te
mozemy naplsac w postaci '

LA
oot [l e 2elF)
Calkujac te fuinkc_]q przez. cZesci otrzymamy '

G {2( a? 2)_'_1] afy (ar) |*
oe= e — _—
©LEWars :
a?-.fg)

%fm (vais)s I wde f l(u/ﬁ) (5

Pierwszy skladnik tego wyrazenia jest rowny zeru, a ostatni calkujemy ZnOw przez
czefci. Otrzymujemy

f(l/ 2+‘“‘)3 .]1 (ar) do + — 2 f(‘/ 5)5 Jz(ar) da.

Wyrazenie to wygodnie jest napisaé w postaci

o

——J_y (ar) du + Y| {ar) da —

r?:

f (1/ u2+§)3

Jo(ar) da.

B f(r/2+)5

Powyisze catki mozna wyrazié za pomoca uogdlnionych szeregdéw hipergeometrycz-
nych [3]. Nie mozna tu jednak stosowaé bezposrednio wzoru (1), str.477, z mono-
grafii [3], gdys otrzymuje sie wyraZenia nicoznaczone.

W celu otrzymania poprawnych wynikéw nalezy jeden z parametrow cytowanego
wzoru ‘pozostawi¢ nieustalony i po otrzymaniu koficowego wyniku podstawi¢ na
jego miegjsce potrzebng wartosC. Przy obliczaniu wystqpujaccych w tej pracy calek
jako nieustalony parametr przyjgto wskaznik funkcji Bessela. Dla przyktadu obli-

czymy catke

W tym celu rozpatrzmy calkq ‘ ‘

a4
CEW .t-Tg(ar).da.

[ i l/a2 1, (ar) da.
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Stosujac wymieniony wzdr otrzymujemy . o
T
_F.(V):fﬁJ, da = —
S T
V. ' p oy
- F(n+ 3 ) e ,P(E)r(l—-z)
- X—E " - -+ _‘5 X
=0 I‘(n +1+ 2) P(n—i—v—l—l) ZF(E)
35
2001 P(n + —5) 92’"'
R}

v v\ al
F(?ﬁ‘i‘l—i‘E)P(H‘F]—E)

Podstawiajac z = —»/2 oraz stosujac znane WZOry

Il — %) I'(x) = P(x+ 2) '/%F(m

sin-zx 22T (%) (=)’

otrzymujemy .

FQn—2z44) g

F(‘* 22) - 3sin o 2 F(n . 2) I‘(f‘l _ Z_i_l)F(n — 22—|—1) n!
=0 N '

I'Gnt4y . o7
,g;: I+ T — 24 ) Itz D) nz]'

Oznaczono tu g = /2. Jedli w licznikach virszystkich WZOrOw obydwoch szeregdw
zastosujemy trzykrotnie wzor I" (x--1) = xI"(x), to po prostych przeksztalceniach
1 zastosowaniu wzoru (1) sir. 162 z monografii [3] otrzymamy:

F({— 22),ﬁ 6 sin ez [(4z2 — B8z 3) I . (o) I_;(0) — 3I_, L]+
2% 2(k —22+3) I' 2k — 2z+2) g2 B
3sin oz {Z F(k—~z—}—1)F(k——z+2)1"'(k—22—|-2) kY

(k4-3) (k — 2414k 42+ D) T (2k-1+2) o2F+2
"k;u‘ (k42 'k — 24+2) I'(k-+242) k! ]

Po dalszych podobnych przeksztalceniach i zastosowaniu znanego wzoru reku-
rencyjnego 2aly (¢)/o = In_1 (¢) — Tny1 (@) otrzymamy
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F(—22) = o= m{2@21~z(9) [7.2() — I (9)]+2921 z+1(9) [- z-l(Q)
— Ly (@400 241(0) [z (@) — L (9)]+4el_ (@) [I—2-1 () —
— L1 (@1+202 U2 (0) Lryr (@) — L (@) I-2-1 (0] +
+421 (0 -2 (@) — L (@I+31-2(0) -z (@) — L]}

Korzystajac z dcﬁm'cji funkcit K:(¢) mozemy napisaé
1
F(—2z)= —{292 Iz (0) Ko@) — 202 141 (0) Koy1 (@+40l_241(0) Ka (o) —
— 4ol (0) Kzy1 (@) 142212 (0) Ko (0)+31-2 (0) Kz (o) +
2pzm
H-z(0) Izy1(0) — L (0) Lz (Q)]}-

sin sz

Poniewaz

f e Ty (ar) da = F(0),
. (V a?--£)

to otrzymujemy

[voe
— 20211(0) Ki(9)+40l1 () Ko (o) — 4olo(0) K1 (o))
W podobny sposéb moZna obliczyé pozostale calki wystepujace w Gg:

Jo(ar)da = + {29210 (0) Ky (0)+-3Ip (o) Ky (o) —

o
f a1 @) = E @ Ko@) b @K@ — eh O Ki )L

f Vars )SJO(C”’) dr = QII(Q)KO(Q)_ elo () K1 (0) — 311 (9 Ky ()]

Wobec tego
. 12 I (¢} K| A1 (DK
Gg = &I (Q)KO(Q) — —_0_%.& _ 5[1 (Q) Ky (@) . I(Qr)z I(Q) +
£ El
. 4y/E I[}:Q)KI(Q) N 2]/5_.1)59)1(0(9)_

Tak samo oblicza si¢ catki G;-Gs.
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PezmowMe

HAIIPAXEHW S, NEPEMEIERNSA M TEMITEPATVPA
B OrPAHUYEHHOMW, VIIPYTOM CPEJE
ITPA VYUETE TEPMOMEXAHMYECKOI'O COITPSXEHMI

PaccMaTpusaeTcs TEMDG PATYPA, HANDEKOHMA W TEPEMEINCHHS B OrPaEWYSHHOH YOpyroi
cpege. ITpenebperacTes BNAAHAEM MACCOBRIK CF 11 ¥ CUII MAepmad, [[pHMeHsH MeTon TIPE MITOACHII
B. Hopamxem [1], noiysaerca BacTHYHOE Pa3OCICHAO CHCTEMEI YPaBECHHH TepMOYAPYTOCTH,
myrem obobuwenus dyuxmuy ajepxuna Aa ciysal TCPMOMEXAHATECKOTD conpspesds [ypaB-
nepds (1.8)]. B xauecTse npuMeps pPaccMATPWBAETCHE TONYIPOCTPAHCTRO 3arpyxREHHAOE COCPEo-
TOUCHHOH CHNOH E3MEHAIOLEHCH TAPMOEERECKH BO BpeMems. TemMnepal ypa, HAIPDIKEHHRS M Nepe-
MEMCHEe HONYYSIOTCS B BHIC uaTerpanos anwers. Pasnoxedne B psam, B BERY MANOTO Itapa-
METPA £'8 HONMHTErD: NFHMX BLIPANEHHH, NACT BOSMOKHOCTE OIMICATE PEIYIBTATH B YOPOINCH-
HOM BUAS. B 0COBeHROCTH [IA TEPMHUECKOH H30MANMM OONLYYEHO, HA IIOCKOCTH, OrDaHHYHBAED-
el HOMyIpOCTPANCIBO, Pe3YALTATE B BMAC DIECMEHTADHBIX GyHRmE ¥ MOIUGUIHDOBAHHEIX
Geceonensx YHKIHEY HEPBOTO M BTOPOTO PoFa. CHOCOE BEMECTCIsE CYHIECTBYFOITEAX, HHTETDAIIOB
BACTCT B JOTOJTHEHHH,

Summary

STRESS, DISPLACEMENT AND TEMPERATURE IN A FINITE ELASTIC BODY,
TARING INTO CONSIDERATION THERMOMECHANICAYL, COUPLING

The mass forces are disregarded in the present paper. By applying the method devised by
W. Nowacki [1] partial separation of the equations of thermoelasticity is achieved by generalizing
Galerkin’s function to the case of thermodynamical coupling Egs. (1.13). A seminfinite body loaded
by a concentrated harmonic force is considered as an example. The temperature, strain and displace-
ment are obtained in the form of Hankel integrals. Expansion of the integrands in series of &6,
which is a small quantity, enables us.to express the result in a simplified form. In the particular
case of thermal insulation the results for the boundary plane are obtained in the form of elementary
functions and modified Bessel functions of the first and second kind. The calculation of the integrals
involved is carried out in the Appendix.
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