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1. Uwagi wsigpne

W pracy [2] wyprowadzono i przedyskutowano ogdlne (zespolone) rozwigzanie
réwnaf teorii naprezen cieplnych dla przypadku dwuwymiarowego oraz wskazano
- mozliwod¢ zastosowania go do rozwiazania konkretnych rzagadnien brzegowych.
Obecnie zajmiemy si¢ dalszym zastosowaniem podanych w pracy [2] zaleznodci
przy rozwiazywaniu szezegdlnych dwuwymiarowych zagadnienn teorii napregen
cieplnych. '

WNajpierw rozpatrzymy zagadmenle rozkladu naprezefi w pdlprzestrzeni spre-
zystej, na kt6ra dziata skupione liniowe zrodio ciepla o stalej intensywnosci, poto-
zone réwnolegle do plaszezyzny ograniczajacej péiprzestrzes. Z przypadku tego,
uwzgledniajac wlasciwe wielkosci %, & (plaski stan napr@zema) olrzymamy rozwig-
zanie dla tarczy o ksztalcie pélplaszezyzny poddanej dzialaniu skupionego Zrodla
ciepla 1 posiadajacej doskonaly izolacje termiczna na powierzchniach bocznych.
PoniZej rozwigzanie to zostanie okrelone jako rozwiazanie dla polplaszezyzny
poddanej dzialaniu skuplonego #rddla ciepla.

Nastgpnie zajmiemy sie rozkladem naprezett w przestrzeni spreZystej, w ktérej
dzialaja dwa skupione liniowe 7rédia cicpla réwniez o stalej intensywnoédci, przy
czym jedno z nich posiada intensywno$é ujemna, a drugie dodatnig. Przypadek ten
rozpatrzymy jeszceze przy zaloenmiu, Ze w przestrzeni spreZystej istnieje pustka
w ksztalcie walca, ktorego pobocznica jest réwnoleglta do linii dziatania Zrédet
ciepla. Rozwiazanic przeprowadzimy dla przypadku, gdy przekrdj poprzeczny
walca jest elipsa, ktéra przy granicznym przejéciu moze przyjaé ksztalt kola lub
szczeliny.

Podobnie jak w pierwszym zagadnieniu tak i tutaj z otrzymanego rozwigzania
przez zmiang odpowiednich stalych dochodzi sig¢ do rozwigzania dla tarezy nieskon-
czonej, posiadajacej na brzegu doskonata izolacje termiczng i poddang dzialaniu.
skupionych Zrédel ciepta. W rozwazaniach szczegélowych przypadek ten zostanie
okreslony jako rozwigzanie dla plaszezyzny nieskoficzonej z otworem eliptycznym.

W zakoriczeniu pracy zostana podane sugestie odnofnic rozwiazania innych
zagadnien z teorii napreZeni cieplnych ze szczeg6lnym podkreéleniem przypadku,
gdy pole temperatur jest nieciagla funkcja.
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2. Rozwiazanie dla pdlplaszczyzny

Niech w ciele majacym ksztalt dolnej pélplaszezyzny dziala w punkcie zp sku-
pione Zrédlo ciepla o stalej intensywnoéci i niech na brzegu pélplaszezyzny y = 0
panuje stata temperatura Tp = 0. Temperature wewnatrz ciala wyznaczamy za
pomoca zespolonego potenciatu przeptywu cieploego. W rozpatrywanym przypad-
ku temperature okreSla wzor

W |z— 2l
@1 T3 =34

n -
T |Z—*Z{)l

lub wzbr
(2.2) T(z,7) = ij_ﬁ [In (z — zo) Z — 7o) — In (z — 20) 2 — 20)}

Naprezenic i przemieszezenia w ciele wyznaczamy z formut

O'a;:c"’rﬂ‘yy =2 [@_(Z)—I-@—(Z)] - 2kT(Z, E)s

- 21(z,2)
03)  Gyy— Gativay = 2 [G — D) B'(2) — B~(@) — D@D — 2H—5
ouy 0 i s
2 (_a‘% + ;—;;1) D@D G) — (z — 5) D~ @k ((;; 2

gdzie I(z,2) = [ T(z, z) dz.
Funkcje I(z,z) obliczamy zgodnie z uwagami podanymi w p. 11 pracy 21;
w wyniku otrzymamy
W
4w

[z — zo) In (z — 20) & — 20) —

—(z—z0) In(z — z0) (z — 20} + 20 — 2o,

24 IG@z=

skad nastepnic dochodzimy do wzoréw

I (o (E~Eo HE—ZD)

(Z,Z)— aZ_ ﬁ4An Z - Zpy Z'—E[] »

. _ d(zz) W (z—Zn Z_ED)

(2.5) K(z,z) = 9z . 4dm \z — z¢ Y

A e W : ( 1 1 )
[267] ~&h =~ s o 20l )

Majac okreflone powyisze wielkosei stosunkowo prosto wyznacza sig stan napreze-
nia w ciele przy nastgpujacych warunkach brzegowych (rys. 1). '

1. Brzeg ciala na calym konturze L jest wolny od naprezer. Warunek brzegowy
napiszemy wykorzystujac zaleZnosé

@26) Oy — iogy = B(2) — D@+ — D @) — kT (& 7) — kK (2. 2)-
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W rozpatrywanym przypadku przyjmie on postaé

W _ 1 1
@7 B+ (1) — D=() = 77, (70 — 20) (t ST Zo)'

Rozwigzaniem réwnania (2.7) jest funkcja

,s i Wk 2y — %o °°( o ) dt
28) (z)_4/1;m 2mti ft—ﬂ'éo t—zp) t— 2z

ktéra po. obliczeniu calki daje

Wk Z@'—Eo
dAx z— 1z’

29 DH(z) =

Do obliczenia napreZefi potrzebne beda
jeszeze funkcje

e . Wk E[) — Zp
(Z) o 4Am E — Zn
210) D) = D
@10 7O = g & =P
Zp—+(z) _ Wk z—z¢ Rys.

47 z —zo

Tak wigc postawione zagadnienic moZna uwaza¢ za rozwigzane ze wzgledu na
to, e dalsza czynno$é sprowadza sig do podstawienia funkcji (2.9) 1 (2.10) do wzo-
réw (2.3); i (2.3); oraz wydzielenia czgsci rzeczywiste] i urojonej odpowiednich
funkcji, a wige do ‘czynnodci, ktora zawsze daje sig wykonad. :

W naszym przypadku wzory na papreZenia bedg mialy postac;

B Wk {l r2+ 2(1 1) 2y 2p) 2t 22 }
Ogx = py 1 ?'1 X r% rg rg [(¥ — 2y0) r2+-2x ylf,
Wk ra ( 1 1 ) Zyyo }
—_— e 2 — —— | - — 2 2
(2.11) Oyy 2/1;1; {ln r X r;])‘ r% ]'; [(Jf"l'J’@) X ] 3

L [x(y —y) _xO0+y) 2w (2435 — y?-)]
W 2An " s r ’

gdzie

r =z — 2 = lz — ol = [+ + yoPI",

= lz—Zo| = |z + iyl = 2+ — yoI"
Naprezenia okreslone wzorami (2.11) przy wartofci k = Eayf2 (ptaski stan napre-
zenia) sa identyczne z napreZeniami, jakie mozna spotkaé dla tego przypadku
w pracy [4]
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2. Brzeg ciala na calym konturze L jest utwierdzony. W tym przypadku zwiazek
brzegowy otrzymamy wykorzystujac wzoér (2.3);. Bedzie on mial postaé

‘ Wk -~ ( 1 n 1 )
(2.12) D= () 4-D- (1) = m(z’() — Zp) t——Eg r— 2l
Po podstawieniu @+(1) = 2+(#) i »P~(f) = — 2-(7) zalezno$¢ (2.12) przyjmic
postac

Wk

- i 1
2.13) Q@) — 2-@) = .- (20 — =z0) (t —Zo T z{,)'

Widzimy wige, Ze zwigzek (2.13) jest identyczny z (2.7) i dlatego od razu mozna
podaé postaé funkcji £ (z), a tym samym i postaé funkeji @ (2).
Potrzebne do obliczenia naprezed funkcje odpowiednio wynosza:

B+ . Wi zZy — E{) - _ Wik Zg — EQ - . Wik E() — Iy
(@) = 44w z— 1z’ (z)#4x/1n z—zp’ @) = dxdm z — 2z’
(2.14)
Wk zZp — 2() — wk zZp — E(}
Y N + e
*-') dodw (z — zp)?’ ?'() 4z z — zp

Obliczone na podstawie zwigzkow (2.3)1, (2.3)z i (2.14) napreZenia sg nastgpujgce:

r Yo
Oar = = g By, T B — 9Py +d — )P+ 392y +

11
+ 0 =35+ 6 - %)yo(x2+y%)]+x2(#——)},

R

‘ Wk 2 Mo
@15) o= o IEH“I‘F{(%W—1)x2y+(%+3)y3+(3”+7)y2y0+
2
11
+(3%+5)yy%+(%+1)x2y0+(x+1)y3]~x2(;z"*""“;z")}a
1 2
Wk X¥o 2
Cay =51 - E[(x— Dx2+(x+3) 2+ 20+ 1) pyo+{ — 1) yol +
: x(y —yo)  x(@ty)
+ 2 - ) .
1 2

Tutaj ry i rp przyjmujs, wartodei te same co we wzorach (2.11). Latwo zauwazyc,
ze zwigzki (2.15) w przypadku » — 1 przechodzg w zaleZnosci (2.11), co jest zgodne
z uwagami zawartymi w pracy [2].

3. Brzeg ciala na ezesci kontury L' utwierdzony, a na pozostalej czesci konturu
L' jest wolny od naprezeri. Warunek brzegowy na podstawie (2.6) i (2.3); przyjmuje
postac

O-(f) — P~() = —kK(t,) mna L',

(2.16) —
O+({) + wP-(fy = —kK(t,f) na L'
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Tak postawione zagadnienie brzegowe mozemy rozwiagzaé od razu lub w dwa
ctapach: najpierw rozpatrzeé przypadek, gdy na calym brzegu L naprezenia sa
réwne zeru, pérniej, gdy na odeinku L' dane sa przemieszezenia odwrotnie skiero-
wane do tych, ktére otrzymamy z rozwiazamia pierwszego przypadku. Ponizej
przeprowadzimy rozwigzanie w dwu etapach. Jest rzecza oczywists, Ze suma tych
rozwigzafn da nam rozwiazanie ukladu (2.16).

Przypadek, gdy na calym brzegu L obszaru naprezenia sa réwne zeru, zostat
rozpatrzony powyZej i obecnie funkcje odpowiadajaca temu rozwigzaniu oznaczymy
przez @ (z). Podstawiajac @ (z) do wzoru (2.3); otrzymamy nastgpujace wyraZenie
na pochodne funkeji przemieszezefi:

f)ug; Wk _
— i o — ) (149

2.17) g = 2#(
Wobec tego zwiazki brzegowe w przypadku, gdy na brzegu L'’ napreZenia sg réwne
Zeru, a na brzegu L' s3 dane przemieszezenia, przyjma nastgpujaca postaé:
(N — D) =0 na L,

DF(O)+2P5 (1) = —g'(H) na L.

(2.18)

Ze zwiazkow (2.18) widaé, Ze zagadnienie to sprowadza sie do wyznaczenia
funkcji @, (2) regularnej na plaszczyinie z z cigeiem wzdhuz odeinka L' i ograniczo-
" nej w nieskoniczono$ci. W zagadnieniach brzegowych funkcji analitycznych dowo-
dzi sig, Ze rozwigzaniem tak postawionego problemu jest funkcia

¢ —2)

przy czym X (z) = (zHD)" ¥ (z - NTF W, gdzie B —=Inx/2m. Wystepujaca
po prawej stronie (2.19) wielkos¢ Cp jest dowolna stala; w naszym przypadku
Co = 0 ze wzgledu na to, ze wektor sit przylozonych do luku I’ musi sig rOwnaé
zeru ([3], § 114). Z postaci funkcji X (2) widaé, Ze jest to funkcja dwuznaczna,
Z kibrej przez narzucenie odpowiedniego warunku wyznacza sie funkcje jednoznace-

ng. Najezesciej Zada sig, aby zachodzita zaleznoéé lim [zX (2)] = 1, co réwnoznaczne
Z-yo0
jest temu, e dana gataz funkcji X (z) dla duzych |z| posiada rozwiniecie w szereg

X "{f) dr
2.19) Dy(2) = ZZ,)fXg @ + CpX(2),

X@) =+ P

Biorac pod uwagg powyzszy warunek oraz fakt, Ze funkcja @, (2) jest regu-
larna na plaszezyZnie z z cieciem wzdhuz odcinka L' 7 wyjatkiem punkiu z = zg,
w ktérym posiada biegun pierwszego rrzedu, wystepujaca we wzorze (2.19) calke
moZemy obliczyé (por. praca [3], §70, §110) i przedstawié nastgpujaco:

) A 2 g
X0 (t—z) wtl (X(z)

(2.20) -G — Gm)-
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Tutaj

(. Wk
i(;) = A° () (20 — 20) =

(z_H)%—iﬁ (Z — l)%+iﬂ’

oo 1 ) .
G = w (1+2) (20 — z0) P (20D~ (zg — DEFY,

Wik _
Go™ 0 (1420 (zo — zo)-

Majac obliczona catke (2.20) mozemy teraz funkcje @ (z) napisa¢ w postaci

Wk _ 1 1 zo+I\E# 2y — 1 —i+ip
@Q21) P = (70 — z0) o Y, -

zZ—Zp z -1

— )

Otrzymalifmy zatem ostateczne rozwiazanie problemu (2.18). Superpozycje
rozwigzan, ktérym odpowiadaja funkcje @ (z) i @ (2) daje rozwiazanie rozwazancgo
zagadnienia. Ma ono postaé

Qj k — [ 1 ) 1 1 (Z()—l—l )%_i
(@) = (ZO zo) z—zy z-—zp Zz—zp\ 2+l
—1 —4+if ]
(2.22) X (ZZD_ 1) — D= (- l)—%—iﬁ]’

o Wi b [zt l')‘}"""S (20 — l)*_iﬁ
@)=~ 4Am o ze)[z—z0(2+l z—1 +
@+ (z — 1)—%—@‘5].

Z podanego rozwigzania otrzymaé moina przez przejécie graniczne, gdy I—0
rozwigzanie dla pélplaszezyzny o brzegu wolnym od napreZei, a gdy [ oo roZwia-
zanie dla polplaszezyzny o brzegu utwierdzonym.

NapreZenia i przemieszezenia wyznaczamy ze wWZordw (2.3). W tej pracy ogra-
niczymy, si¢ do podania zwiazkéw w jawnej postaci jedynie na naprezenie wzdiuz
odcinka L', tj. czefei zamocowancj, gdyz te naprezenia najbardziej moga nas in-
teresowad.

Funkcje naprezefi wzdluz zamocowanego odcinka wyznaczamy W opa:rctu
o wzbr (2.6). Zwigzek ten w tym przypadku wskutek 1stmen1a zaleimodel z =z =t
przyjmuje prostsza postaé

(2.23) Oyy — iy = D= (1) — P+ (1) — kK (2, D).

Na czefci zamocowanej L' i przy uwzglednieniu (2.16); dochodzimy do wzoru

k — 1
(2.24 e-()=— Kt —— D+ (2).
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Wobec tego wzor (2.23) moZemy teraz napisaé nasigpujaco:

| Y
(2.25) Tyy — icr@y == [P+ (H+ K, D]

Ostateczna postaé wzoru na napreZenie wzdluz zamocowanego odcinka brzegu
pblptaszczyzny po uwzglednieniu zaleznodei (2.5); i (2.22); wynosi

] . Wk(+w) _ [ 1 (z@-|-l)’z~+m (20 — l)ﬂfﬁ
(2.26) ayy—;amy_w(zo—zo) Wt_z(} 1 f—1 -+

+ )T (- 1)—%"%] .

Tak wigc otrzymali§my stosunkowo prosty wzoér na okreélenie napreZen wzdinz
zamocowanego odcinka pélplaszezyzny sprezystej, na ktorg dziala skupione Zrodlo
ciepla przylozone w punkcie zp. Wyznaczenie naprezen oyy i ozy sprowadza si¢
teraz do wydzielenia czeéci rzeczywistej i urojonej funkeji (2.26). Czynnoé¢ ta nie
jest zbyt trudna w i wyniku prowadzi do nastgpujacych formul.

Przypadek gdy Zrodlo ciepla przylozone jest w punkcie zy = xg — iyg:

gy = N{ncosy — msinv)+M cosy,

(2.27)
Ozy = —N (#siny4-mcosy) — M siny.

Tutaj wielkosci N, M,n, m i y odpowiednio wynoszg

Wi (1) ﬁan‘z—z"+f,l/ s
S 29— [
2y/wdn 7°° 2_p

_WEQER)
h 2]/?/1?‘6 ]/[2 —a’

: t - X Fi 1
{2.28) n= "(t—_;ﬂ)—zq_—yg cos |8 In “;; -+ B arg (zo — D(zo+0| —
Jo . L i -
—_ “(“t_——To)ZJr—yo sin [ﬁ 11172 + o A8 {zo — ) (zo—}—l)] .
I-— X . rq 1
m= msm g lng + 7 A8 (zo—0D) (zg+D 1 +
SR [ LA 1 1]
(z _x0)2+yocos ﬁ n ra o) arg (Z{) - )(ZU_I— ),,’
I+t
y=Fln7—,

pizy caym ry = |zo — I| = [(xo — DP4281'"% & r2 = |zoHl| = [(xo+02 551"
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O'xy ==

Przypadel gdy Zrodlo ciepla dziala w punkeie zy — —il:
WadnyVi—r | Vx LP+2 /—
It I+t
{2.29) + ——sin{f 111 + cos (ﬁ In I
Wk(l+x)1 {]/2 [ 2 ( t) It
sin{f 1n o X
WrdrVE_ 2% 241 I— P2+r
' I+ I+t )}
: xcos(ﬁlnl_t)]ﬁsm(ﬁlnl_t
<czenie wiele razy, gdy zmienna ¢ zbliZa si¢ do warto$ci —Ilub 1. Zjawisko to zachodzi
na bardzo matym odcinku czefci utwierdzonej pdlplaszezyzny sprezystej. Podobnie
jest w przypadku dzialania stempla na poélplaszezyinie ({31, §114).

Wik (1-+3%) [ 2 iz 4t
Gyy = = —{ ]/ [ cos(ﬁln )+
2412
Ze wzordw (2.27) 1 (2.29) wynika, Ze wielkoscl oyy i 02y zmieniaja znak nieskon-
%y
M

o]
o
1257

m
I N ]
o O o o o o O o o O
. GXH
T B OB 82 8 ¥ g 8
s R EYEEEB RS
r\ocbqn’o‘obw\-m
le
Y
e . -
i L L LTI X
| $3383385E
l
|
!
|w'-!
1
Rys, 2

_ Rozwazania nasze dla przypadku pélplaszczyzny sprezystej zakodczymy poda-
- niem wykresdw funkeji oyy i 0wy (rys. 2) wzdluz zamocowanego brzegu przy przy-
Sjeciu v =03, %= (3 —9)f(1 +9) (plaski stan naprezenia) i Wk (1--2/2)/xA=1.

3. Rozwiazanie dia plaszezyzny nieskonczone] z otworem eliptycznym

1Zyjtnieny, Ze w ciele majacym ksztalt plaszczyzny meogramczanej dziala
Punkcm zp skupione Zrédlo ciepla o intensywnodci W, a w punkcie zy o intensyw-
-W?“]@f’o_za tym zalozymy, %e cialo posiada wycigeie w ksztalcie elipsy o osiach
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a = R(14m), b = R (1l — m), gdzie m spelnia warunek 0 < m < 1. Otwér w plasz-
czyZnie jest na tyle maly, Ze nie powoduje zmian w rozkladzie temperatur w stosun-
ku do plaszczyzny bez otworu.

Temperature wewnatrz ciala okre§la wzér (2.2) ze znakiem ujemnym. Napre-
Zenie 1 przemieszczenia w ukladzie xy wyznaczamy ze wzorOw

Ouat oy = 2 [¢p"(2) — ¢' ()] — 2kT (3, 2),
3.1) Oyy — Gapt2i0ey = 2 [Z_’(P”(Z)__}’"P’ (2)] — 2kK (z, 2),
2t (to-iuy) = g (2) — 29" () — p(2) — kI (2 7)

- - - T (z, 2) 0z
I(Z, Z) = T(Z, Z) dZ, a K(Z, z) — T

lub w przypadku krzywoliniowego ukiadu gv zwiazanego z konforemnym odwzo-
rowaniem zewngtrza elipsy na zewngtrzne kola jednostkowego za pomoca zaleznosci
z = w{l) ze wzordw '

oot = 2 [BL (D)4 B (D] — 2kT1 (L, D),
. 282
(32)  Ow — Opt2idy = ui(c—) [0(2) B (D) +0 (D9 () — ko (D) K (&, D,
Tw' () [ o0 ——
ZM(HQ—!—IHV) - 2l r(é-)i ‘Pl (C) (C) qjl tc)+kIl (C ":)]

gdzie

Tutaj wystgpujace funkcje z indeksem 1 oznaczaja odpowiednie wielkosci ze zwiaz-
k6w (3.1) po podstawieniu z = w ({) [3].

Widzimy wiec, Ze postawione powyzZej zagadnienie sprowadza sig do wyznaczenia
postaci funkcji @ (2) 1 v (2) lub ¢ () i ¥1(£). Zanim przejdziemy do okreslenia
funkcjl @1 (0) 1 (C) ktére w dalszym ciagu pracy -bedziemy wprost oznaczal
przez ¢ (0) i v (§) zwroéémy uwage, ze w przypadku, gdy te funkcje réwnaja sig
toZsamoéciowo zeru, otrzZymujemy ostatecznie rozwiagzanie dla nieskoficzonej
plaszezyzny sprezystej, na kidrg dzialaja dwa Zrédia ciepla, jedno w punkeie zj
o intensywnoséci W, a drugie w punkcie z; o intensywnosci — W.

Teraz zajmiemy sig okrefleniem funkeji ¢ (£) i 9 () w przypadku istnienia
otworu w ksztalcie elipsy, przy czym zalozymy, Ze brzeg wycigeia (elipsy) jest
utwierdzony. '

Z rozwigzania jakie otrzymamy przez przyjecie » = —1 dojdziemy do rozwig-
zania, gdy na brzegu wycigcia napreZenia sa rowne zeru. O tej zaleZznoéei byla mowa
w pracy [2]. Poza tym z tego, 7e rozwiazanie bgdzie przeprowadzone z wykorzysta-
niem odwzorowania elipsy na kolo jednostkowe, bgdziemy micli moznosé przez
przyjecie parametruy m = 0 otrzymaé rozwiazanie dla otworn kolo{’vego, adlam=1
rozwigzanie dla szezeliny.

Omawiane powyzej funkeje @ (2) i v (2} wyznaczamy z nastepujgcego zwigzku
brzegowego:

(3.3) —p ()" (D9 0) — kI, ),
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ktéry po uwzglednieniu wzoru z = w () = R({+m/{) przyjmie postaé

1 o24m —— — _
(3.4) = (o) +— T ¢ () (o) = kI (g, 0).

W pracy [3] udowadnia sie, Ze rozwigzaniem warunku brzegowego (3.4) sa funkcje

k I(G’E)d
(p(g:%f o—¢ &
V4

k [ 1o, 0) 14m2
%D(C):ﬁ% ¢—1{ dG_CC 7' (@
Y

Wystepujace pod calkami w (3.5) funkcje I (o, 0) i I(5, 0) w rozpatrywanym przy-
padku odpowiednio wynosza

Y03 ZR {( +%,_)[ (a—?:o)(a“%) (GNCO)(J_%)]JF

1“(aﬁz:o)(a-zo)+lﬁ(g i gl

(3.5)

g —

Lo Lol '
R4m(a—ﬂ)(a— Co) (o’ui)(a‘mé)
m £o o m
+ (Cg + "EE) In = -
et sl -
- (50 + -a—)) In 0 = ' 0 +
‘ m m
(3.6) +Co+?ﬁ“‘éo—“§5

WR
4=

I{o,0)=

i b In
(U_gﬂ)((,-;_%’) ("“2:1‘0)( *En%)

nle—F)o-wlo-g)l- 2
Rma—’a}(ﬂwc(})d = m

S S )
|
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Majac funkcje (3.6) w postaci wyraznej mozemy wykorzystujac ich wlasnosel
obliczyé catki wystepujace we wzorach (3.5) i w rezultacie bedziemy mieli poszuki-
wane funkcje ¢ ({) 1 v (). Funkcje te maja postaé

1 m 1 m
@(C«)=gﬁ1—i (C“l“%)ln(é_-f—o)( _§)~(cg %)In( E"L( ..CG)+
(=gl 2)
1 m
(3.7) +(§o+g)ln(éya!cu CO)+-§;(1—m)—;)(1 —wl.

g —(Ee m) n(émé)(':_?:nio)

Zo 2

(f: e
m 0—?9)( _E'E 1 1
+(CD+EE)1H IS -l--a;(l—m)m—?a(l—m)m —
I4+mi2
L am? (0.

Tak wiec postawione w p. 3 zagadnienie zostalo definitywnie rozwiazane.

4. Rozwiagzanie dla przypadku nieciaglego pola temperatury

Jak zobaczymy poniZej, za pomoca tej metody moZna réwnieZ bardzo prosto
rozwigzaé zagadnienie teorii naprezen cieplnych w przypadku nieciaglego pola
temperatury.

Nadmiefimy, Ze z nieciaglym polem temperatury mamy
do czynienia wtedy, gdy cze$¢ obszaru ciala I’ ogrzana
bedzie do temperatury T réznej od zera, a pozostala czesé
ciala utrzymana bedzie w temperaturze zerowej (rys. 3).
Stan taki otrzymamy rowniez w przypadku, w ktérym
czgd¢ ciala ogrzana bedzie do stalej temperatury T
a czgf€ Sg — I' do temperatury Ti. Wowczas stan koncowy
napreZen jest taki, jak gdyby w pierwszej czgfci ciata, tj. I
panowala temperatura T, — Tj, w pozostalej temperatura
byla réwna zeru.

W rozwazaniach poniZszych przeprowadzonych dla dwuwymiarowego przy-
padku przyjmiemy, Ze funkcja temperatury T' panujacej w obszarze I, zgodnie
z zalozeniem w pracy [2], jest funkcja analityczna swoich zmiennych z wyjatkiem

Rys. 3
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skoficzone] liczby punktéw, w ktérych moZe posiadaé osobliwosé typu logarytmicz-
nego. :

W pracy [3], § 109 podano proste rozwigzanie nast¢pujgcego dwuwymiarowego
zagadnienia: dane jest sprezyste cialo z pewna liczba otwordw, w ktdre nalezy
wmontowaé odpowiednie elementy z tego samego materiaty i zapewnié im cigglosé
z calym cialem. Dopuszeza sig, Ze wstawiane elementy moga posiadaé wymiary
nieco wigksze lub mniejsze od wymiardw otwordw. W tak pomydlanym ciele po
wypelnieniy otworédw znana jest nieciaglo$é funkcji przemieszezen przy przejéciu
przez kontury otwordw i w zwiazku z tym istnieje mozliwos¢ okreélenia stanu
naprezen i funkeji przemieszezen w calym ciele przy dowolnych warunkach brzego-
wych na zewngtrznym Kkonturze.

Nie trudno dojét do wniosku, Ze ten sposdb rozwigzania moZe byé z powodze-
niem zastosowany do rozwiazywania zagadnien w przypadku niecigglego pola
temperatur np. do zagadnienia przedstawionego na rys. 3. Dla przeprowadzenia
dowodu nalezy myslowo z ciala Sq wyciaé ciato o obszarze I'i okredli¢ w nim stan
naprezeft 1 funkcje przemieszezen przy danej temperaturze T z zaloZeniem, Ze brzeg
ciala jest wolny od naprezen. Znajomo$é funkeii przemieszezen w ciele I” pozwala
okreéli¢ przemieszezenia wzdluz konturu i tym samym sprowadza nasze zagadnic-
nie do zagadnienia oméwionego w pracy [31. )

Ponizej przyktadowo naszkicujemy tok postepowania przy rozwigzaniu dla
obszaru jednospdjnego i skoficzonego (rys. 3), ktérego brzeg Ly jest wolny od napre-
zen 1 nastepnie zilustrujemy to na prostym zagadnieniu.

Zgodnie z tym co powiedziano powyiej musimy przede wszystkim okre§lié
przemieszezenia na brzegu L w wycigtym myslowo ciele I'. Z poprzednich rozwazafi
wiemy,” Ze priemieszezenia te beda wynosié

@1 - 2 s Qut-inry) = 2ipy (1) + 791 (3) + 91 () — kI (7, D),

gdzie potencjaly ¢ (2) i 1) (2) sa rozwigzaniem dla obszaru o brzegu wolnym od
naprgZen wskutek dzialania pola temperatur, a 7 oznacza zmienna na konturze L.
Znajomo$¢ funkcji przemieszezent wzdluz konturu L pozwala natychmiast okreslié
skok funkcji przemieszczen w ciele Sy przy przejsciu przez kontur L, gdyz w tym
przypadku istnieje prosta zaleZnosé

(42 2p8 () = — 2 (uating) = — 1 (v) — 791 (7) — Y1 (7)+HkI (7, 7).

Majac okreélong, nieciggloéé funkeji przemieszezen przy przejéciu przez kontur L
w nastgpnym etapie musimy rozwiazaé rownanic

“3) oo () +H1gs(D+v () = fo(t) na Lo

Funkcja wystepujaca po prawe] stronie zwiazku (4.3) jest nastgpujaca:

49 L HO=1O—r,0 = 17,0 =90,
gdzm SO =i [ (oan-tiony) dt, 2 @, (1} 1w, () sa odpowiednio granicznymi war-
R £ :

osciami’ wyrazen
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£@
7, = m(x—l—l)f r—z
@3) _ st
4 (Z) %l(%+1)f I dr.

Ostateczne rozwigzanie bedzie okreslone w obszarze I' przez funkcje
(2 = po@+e1(D40, (), |
P(2) = wo(2+y1(2)+y, (2),

a w obszarze So — I przez funkcje

@7 2@ = P @+0,E @ = mEy, @)

Naprezenia i przemieszezenia wyznaczymy z nastepujacych zwiazkéw: w obszarze:
I' — wzory (3.1); w obszarze Sy — 1" wzory

(4.6)

oratoyy = 2 [p' (2)-+¢' (D)),
(4.8) Oyy — Ozzt+2i04y = 22" (2) 1+’ (2)],
2p (o) = %p(2) — 2" (2) — p ().

W analogiczny sposéb mozna rbudowaé rozwigzanic dla drugiego zagadnienia
brzegowego, tj. gdy na konturze Ly dane sg przemieszczenia. Podobnie tez dojdzie-
my do rozwigzania w przypadku inkluzji termicznej.

Prostotg tej metody zilustrujemy na nastgpujacym przykladzie: tarcza kolowa
o promieniu R > 1, ktérej brzeg jest wolny od naprezen, poddana jest dziataniu
skupionego Zrédia ciepta dzialajacego w érodku tarczy. Na obszarze kota jednostko-
wego wspolrodkowego tarcza posiada pa powierzehniach bocznych doskonalg
izolacj¢ termiczna. Na brzegu (obwodzie) kola jednostkowego panuje stala tern-
peratura T). W pozostalym obszarze tarczy temperatura jest réwna zeru.

Jak wykazano w pracy [2] w tarczy o promieniu jednostkowym znajdujacej sie
w warunkach termicznych podanych wyzej i posiadajacej brzeg wolny od naprezen
odpowiadaja potencjaly

k{w '
(4.9) p1(z) = in  Tolan p(@) =
Przemieszezenia wzdhuz okregu jednostkowego wynosza
_ ' Wik
2 g (uatiity) = (14+-x) ™ +2Tok) .

Zatem skok funkeji przemieszezen przy przejiciu przez kontur [z| =1 okreslony
jest zaleznodcia

Wk
(4.10) 2ug(t) = —(1+%) (8/17 42T k) T.
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Wobec tego wyrazenic pod calka (4.5)2 przyjmie postad

- 2 Wk
(4.11) g@+g'(n) = — 7(1—}*%)(8/1% +2T0k),

funkeje (4.5) 7a$ odpowiednio beda wynosic

( Wi + 27T k) jesli <1
(P*(Z)E z 8 Az ofc), Jesh IZI s
0, el 12| > 1
4.12)
0, el |zl < 1,
v, (@) = _ﬁﬁz_(m— )
g+ 2Tok) e 1zl =1

Przechodzac do tozwiazania zaleznofci (4.3) zauwazamy, ze wystepujaca w nim
funkeja fy () w Tozpatrywanym przypadku ma postaé

(Wk ) t
(4.13) folt) = 2\~ + 2Tok) 75

Samo zaé rozwiazanie réwnania (4.3) z prawa strong okreflona wzorem (4.13)
jest bardzo proste i w wyniku prowadzi do funkeji

Wk z
(4.14) po(z) = Yy + 2Tk ﬁ, yo(z) = 0

W rezultacie funkcie okreslone wzorami (4.6) i (4.7) dla naszego szezegdlnego
przypadku beda mialy postaé

2%k( W 3
IP(Z)=;R—2 —— Ty z—EkToz, jesli |z| <1

(4.15) 16/
¥z =0
Qraz
2k W
) gz} = I—KE(TGE + To) z, jedli 1<|zl <R
(4.16)

2%{ W
v =~ \iedn T

Wyznaczenie wielkodci naprezen i przemieszczen w tym momencie staje sig za-
gadnieniem elementarnym.

5, Uwagi koncowe

Z przeprowadzonych powyZej rozwazal i z pracy [2] wynika, Ze ten sposob

i rozwiazywania dwuwymiarowych zagadnien teorii naprezen cieplnych jest do$¢
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prosty i co najwaZnicjsze, efektywny. W wielu przypadkach mozZna otrzymaé
zamknigta ‘postaé rozwiazania postawionego problemu. Technika rozwiazywania
omawianych zagadnien z uwagi na fakt, e potencjalom ¢ (z) i 9 (z) odpowiada stan
naprezenia w clele wskutek przytozenia do brzegu ciata odpowiednich naprezef
lub przemieszczen [2], jest ta sama co w pracach [3 1 1] i innnych.

Co wiecej, nie musimy tutaj przechodzié od danych naprezef lub przemieszezen
wzdiuz pewnego konturu do odpowiednich funkcji brzegowych zespolonego ar-
gumentu. Funkcje te otrzymujemy bezposrednio 7 rozwiazania dla obszaru nie-
skoficzonego. Wystgpujace w tych rozwigzaniach potencjaly ¢ (2) i v (2) sa zawsze
funkcjami regularnymi. Wilasno§¢ ta ma miejsce réwniez w przypadku obszaréw
wielospdjnych.
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PesmomMme
O PEIMEOHUNA ,]IBVXM_EPHB}X 3AAY TEOPUWU TEPMHYECKUX HAIIPSXKEHMI

B nacrosue# paboTe paccMaTpuBaOTCA 0COOEIE CHYYal JBYXMEPHEIX 3444 TEODMM TEDMH-
YeCKAX HAMDAKEHHH, a HMEHHO: 38/3Ya [0 PACHPOCTPANEHHIO HALPLIKCHHH B HONYHNOCKOCTH
TOIBEPIKCHACH AEHCTBHIO COCPSAOTOYSHHONO MCTQMHMEA TEMNA, 3a1a¥a IO PACIPOCTPAHCHEIO
HANPSOKCHME B OCCKOHEUNOH NNOCKOCTH C SIUMITHYCCKHM OTBEPCTHEM, HA KOTOPOE AeHcTRyer
B3 COCPENIOTOMCHHEIC HCTOUHERA Telria, NPH YeM OFFH H3 HHEX OBIafaeT mONOXHTEILHOH WH-
TEHCHBHOCTBIO, @& BTOPOH OTPHIATENERHOH. DTa 3a7a¥a PACCMATPHBAETCH OPH PA3HLIX KPACBEIX
YCIOBHAX,

B saEmoueHMN NENAFOTCA TPAMEMAHHST, KACAIONIAECH DEIICHES ADPYTHX BOTIPOCOB TEOPHH
TEPMEMCCKHX HATIPSOKEHAHR, .

JlonpobrO 06Cy:RIAIOTCA PEUIeHns BOIIPOCOR, B CAyYAe, KOTIA (I)ymculm TeMieparyp obnagaer
Da3pEIBHCCTRIO BOONE 3aMEAYTOTO XOHTYDA.

Bee paccymaesus OCHOBBIBAXOTCA Hd 3QBHCHMOCTAX, NPHBENEHHBIX B paGore [2 1 3.

Summary

SOLUTION OF TWO-DIMENSIONAL PROBLEMS OF THE THEORY
OF THERMAL STRESSES

Some particular two-dimensional problems of the theory of thermal stresses are discussed
in the present paper. They are the problem of stress distribution in 2 semiinfinite plate subject to

the action of a concentrated source of heat and the same problem for an infinite plane with an

Rozprawy Iniynierskie w 2
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_—glliptic hole acted on by two concentrated sources of heat one positive, the other negative,
These probIems are considered for various boundary conditions.

In conclusion are given some remarks on the selution of other problems of the theory of thermal
stress.

Tn the case in which the temperature function is discontinuous along a closed contour the solution
method of the problems considered is discussed in detail. All the considerations arc based on the
relations given in Refs. [2 and 3l
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