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1. Wsigp

Plastycznym skrecaniem pretow pryzmatycznych niejednorodnych zajmowano
sig dotychczas bardzo malo. A. I Kuzwnkcow w pracy [7] zajal si¢ plastycznym
skrecaniem pretéw pryzmatycznych o nigjednorodnodel zalenej tylko od jednego
kierunku. Rozpatrzyt on szezegblowo przypadek niejednorodnodci typu k& = ky e**.
Dlatego bardzo szezegdinego przypadku niejednorodnoéci oraz prostych przekrojow
(prostokat) moZna bylo znalezé w formie zamknietej wyraZenia na naprezenia
jako funkcje wspohzednych oraz wyrazenie na moment graniczny.

Nastgpnymi pracami byly prace J. Rycurewskieco [11], M. Garosa i M.
- ZYCZKOWSKIEGO [2] oraz M. GavLosa [3], w ktérych zajeto sig pewnymi szczegdlnymi
przypadkami niejednorodnoéci, mianowicie, gdy granica plastycznosei jest tylko
zalezna od odleglofci od zewngtrznego konturu preta. Dla tego przypadku wypro-
wadzono wzory ogélne oraz otrzymano w formie zamknigtej wzory na moment
graniczny dla kilku przykladow.

W pracy [11] J. RYCBRLEWSKI rozpatruje takze problem skrecania preta o dowol-
nej nigjednorodnodel poprzecznej. Autor szuka naprezef w postaci szeregdw po-
tggowych, rozwijajgc funkcie okreflajgca niejednorodnoéé wokot brzegu przekroju.
Wymagato to, aby funkcja niejednorodnosci miala ciggle wszystkie pochodne.
Wprowadzono tutaj jako wspéhrzedne rodzing prostych normalnych do brzegu
przekroju oraz rodzing krzywych do nich ortogonalnych. R. HirL [4} zajmowat sig
problemem plastycznego skrecania pretéw niejednorodnych, jednakze nie wyszed!
on w swych rozwazaniach poza sformulowanie problemu. Problemem plastycznego
skrecania pretéw pryzmétycznych o dowolnej niejednorodnosel poprzecznej zajmo-
wal sig J. A. Kuko. W swej pracy [6] wyprowadzil on réwnanie rézniczkowe linki
poslizgu oraz zajal si¢ zagadnieniami wariacyjnymi przy plastycznym skrecaniu
pretéw niejednorodnych. Nie analizowal on jednak blizej problému linii nieciaglofci
i nie podal efektywnych metod okreSlania nosnosci gramicznej. Zagadnieniem
plastycznego skrecania pretdw o niejednorodnoéci skokowej zajmowal sig J. RYCH-
LEWSKI w pracy [12].

Problemem pokrewnym, mianowicie plastycznym skr¢caniem pretdéw o zmiennej
$rednicy, zajmowano sie doéé duzo (np. W.W. Soxorowskr [14], L.S.KAcza-
Now [S]).
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Nalezy wspomnieé o problemie skrecania plastycznego wycinka pierfcienia
kolowego: problemem tym do$é szczeg6iowo zajmowali si¢ W. FREIBERGER | W. PRA-
Ger [1]. Obydwa powyiej przedstawione problemy pokrewne wykazuja analogie
matematyczng do problemu skrecania pryzmatycznych pretéw micjednorodnych,
odpowiadajaca jednakze przypadkowi niejednorodnosci zaleznej tylko od jednego
stalego kierunku.

W niniejszej pracy zajeto sig plastycznym, swobodnym skrecaniem pretow
pryzmatycznych o dowolnej niejednorodnosci, k =k (x, ), przy czym funkcja
niejednorodnosci (granica plastycznoéei przy czystym $cinaniu) k = k (x, y) oraz
jej pochodne 0kfdx ok/dy sq ciagle w podobszarach przekroju preta. Na granicach
pomiedzy podobszarami dopuszezalne sa nieciagtodei tak funkeji niejednorodnoéci
k = k (x, ), jak i pochodnych 0k/ox i ok/dy.

Problem rozwigzywano priez wprowadzenie funkeji naprezen . Wyprowadzono
réwnanie rézniczkowe linii najwigkszego spadku funkeji naprezen @ (tak w dalszym
ciagu pracy nazywaé bgdziemy rzuty linii najwigkszego spadku funkcji naprezen @
na powierzchnig przekroju), podano wzory na okreSlenie linii nicciagloci oraz
wzory potrzebne do okreslenia momentu granicznego. Przy wyprowadzaniu wzoru
na moment graniczny wykorzystano wogbiniong analogie wzgdrza piaskowego
NADATa [9], ktéra stwierdza proporcjonalnoéé momentu granicznego i objetosci
pod powierzchnia @ (x, y). Obliczanie objetosci pod powierzchnia @ (dzigki od-
powiedniemu przyjeciu zmiennych krzywoliniowych) sprowadzono do bardzo
wygodnego calkowania funkeji dwu zmiennych. Metody stosowane w obecne}
pracy wykorzystaé mozna takze przy rozwiazywaniu uprzednio przedstawionych
probleméw pokrewnych, tzn. plastycznego skrecania pretéw kolowych o zmiennei
srednicy oraz plastycznego skrgcania wycinka pierScienia kolowego, jezeli elementy
wykonane sa z materialu o dowolnej nieiednorodnosci, zaleznej tylko od dwu
wspolrzednych 7 i z (problem musi pozostaé nadal obrotowo-symetrycznym).

2. Postawienie problemu

Przy rozwiazywaniu problemu skrecania pretéw pryzmatycznych jednorodnych
(rys. 1) zaklada sie, ze sktadowe stanu napr¢ien op = oy = 03 = Tay = 0, natomiast
mm#Oir;y;&O.

Problem plastycznego skrecania pryzmatycznych pretéw niejednorodnych
rozwigzuje {oczywidcie przy poddbnym zaloZeniu, jak przy pretach jednorodnych)
uklad réwnan: ' '

réwnanie rownowagi wewnetrznej

’ ()sz a’ﬂzy
2D =)

warunek plastycznoéci, kiéry przy zaloZeniu dowolnej hipotezy wytezeniowej
moina dla ciala izotropowego napisaé w formie

22) T2tk = k2 (x, Y.
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Jezeli wprowadzimy funkcje naprezed &, taka ze
o oD
2.3) Tox = Ty Ty T a0
oraz odpowiedni warunek brzegowy, to uklad rownan (2.1) i (2.2) sprowadzi sig
do jednego rdwnania rézniczkowego 0 niewiadomej Tunkcji @, mianowicie

aD\2 [ 0D \2 o
(2.4) (“a?) +(a_y) — k2 (x, )

Funkcja naprezen @ podobnie jak przy skrecaniu prg-
téw jednorodnych musi spelniaé warunek brzegowy
& — const na konturze przekroju. Z reguly przyjmuje
sic @ = 0 na konturze zewngtrznym oraz @ = const na
konturze wewnetrznym w przypadku obszaréw wielo-
spojnych.

Ze zbioru rozwigzan réwnania (2.4) nalezy wybraé
takie rozwigzanie, ktére daje maksymalny moment
skrecajacy.

3. Réwnanie rémiczkowe linii najwiekszego spadku

Zalézmy, Ze w rozpatrywanym obszarze przekroju preta funkcja niejednorodno-
&ci k = k (x,y) oraz jej pochodne 0k/dx i okjdy sa ciagle.

Przez dowolny punkt 4 rozpatrywanego obszaru (rys. 2) przeprowadzamy dwie
linie wzajemnic prostopadle, mianowicie:

y

=1

Rys. 2

1) rzut linii najwigkszego spadku funkcji naprezed @, ktéra dalej bedziemy
nazywali krétko linia najwigkszego spadku, zaznaczony jako linia krzywa o pro-
mieniu o;
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2) linia ®; = const, poziomica funkcji @, ktéra przedstawiono jako odcinek
prosty.

W odleglo$ci do na linii @; = const znajduje sie punkt B, przez kidry przechodzi
sasiednia linia najwigkszego spadku. Jezeli rozpatrywane linie najwigkszego spadku
ograniczymy druga poziomica funkeji @, mianowicie @®j ='const, to z rys. 2
wynika zaleznoé '

dm1 dmz
XY — =
. e eotde
gdzie przez dmy i dmy oznaczonoe diugosci odpowiednich odeinkow linii najwigkszego
spadku.

Poniewaz réwnanie (2.4) mo#na napisa¢ w formie

_ .
(3.2) lgrad & = | —

= k(x, ),

wige rownanie (3.1} mozna przedstawié jako
(3.3) ok = (¢-+do) kg,

gdzie k, i kp sa warto$ciami funkeji niejednorodnofci odpowiednio w punktach 4
i B, przy czym :

A B +(lak] —I—[ak} )
(3.) kB_kf“ '"a—x— Adx 0_y dyA.

Poniewaz z rys. 2 wynika
3.5 dx =dpecosg, dy=dosing

oraz dalej
i ) b
e —— COsSp =Sina = ———
Vity? Y Vity2
(przy czym y = y (x) jest réwnaniem linii najwigkszego spadku), przeto po przeksztal-
ceniu réwnanie (3.4) przyjmie postad

(3.6) sing = —cosq = —

37 . n ( ok | dk) do
( . ) . CB:]CA ox ¥y ay ]/i‘ry,z *
Dla linii najwigkszego spadku y = y (x) promief krzywizny jest okre§lony rownaniem
Gy
(3‘8) Q — rr .

Y
Po podstawieniu (3.7) i (3.8) do wyrazenia (3.3), po wykonaniu przeksztalcen i po-
minieciu malych wyzszego rzedu otrzymujemy roéwnanie rézniczkowe linii najwieksze-
go spadku w postaci

ok ok ¥k (x, ¥)

@9 Yoox Ty T T2
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Réwnanie to jake rownanie charakterystyk wyprowadzil J. A. Kuko [6},'2_' jé‘aﬁa
przedstawione powyzej wyprowadzenie réwnania linii najwiekszego spadku, vzyskas. =
ne niezaleZni¢ na innej drodze, bylo referowane przez autora na konferencji Insty-'
tutn Podstawowych Probleméw Techniki Polskiej Akademii Nauk w r. 1966 w Ko-
lobrzegu, przed opublikowaniem pracy [6].

4. Analiza réwnania réiniczkowego linii najwickszego spadku

Réwnanie rdzniczkowe linii najwickszego spadku jest rdwnaniem zwyczajnym
nieliniowym drugiego rzedu. Rozwiazanie tego rownania w sposdb Scisly jest mozli-
we tylko w bardzo szczegolnych przypadkach niejednorodnosci. W obecnym punkcie
zajmiemy si¢ tymi szczegdlnymi przypadkami niejednorodnodci, dla ktérych mozna
znalezé cisle rozwigzanie réwnania (3.9) lub tez kiedy moina je sprowadzi¢ do
réwnania réZniczkowego rzedu pierwszego.

4.1. Najprostszym przypadkiem jest oczywiscie przypadek skrecania preta
jednorodnego, tzn. gdy & = k (x, y) = const. Wiedy »"' = 0, wige rownanie linii
najwigkszego spadku jest réwnaniem linii prostej y = ax-+Db, gdzie a i b sa stalymi
wyznaczonymi z warunkow brzegowych.

4.2, Drugim prostym przypadkiem jest niejednorodno$é typu k = k (ax-+by),
tzn. zalezna od jednego stalego kierunku. Dla tego przypadkn réwnanie réimiczkowe
linii najwiekszego spadku zapisaé mozemy w formie

it , dk ou dic ou y k (1)
1) Ydu ox  dn oy y 14+(y2”
gdzie

(4.2) u = ax—+by.

Rézniczkujac dwukrotnie funkcje (4.2) podlug zmiennej x otrzymujenty

43 , u' —a ., u
( ‘ ) y 7 b 1) }’ - .
Po podstawienin powyzszych zaleinoéci oraz dufox = a i dufdy = b do (4.1} otrzy-
mujenmy .
dlnk @ —u' B2

(4.4) W'a — (@3]~ = @b )2 — 2au’

Rownanie to mosemy sprowadzié do rownania réZniczkowego rzedu pierwszego
stosujgc podstawienie typu #' = p, #'' = p’ p. Po przeksztalceniach otrzymujemy

‘Mf pdp N
[pa — (@+0D] P2 — 2ap-+(a24-52)]

Po wykonaniu catkowania otrzymujemy tozwiazanie w formie uwiklanej:

_ CVp?— 2apH(+12)
T A (@)

(4.5) Ink = C.

(4.6) k
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Dalej funkcje t¢ mozna rozwiklaé ze wzgledu na p i znale#é rozwigzanie u = u (x)
w kwadraturach,

Szczegdlnymi przypadkami tego rodzaju niejednorodnosei sa niejednorodnosei
typu k = k(x) oraz k= k(y), dla kiérych rozwigzaniami bgda odpowiednio

dy | dy

.7 Ex—"—“im—“—@)—__———"—l, _E=i]/Ck2(y)—-l.

43. Roéwnanie rézniczkowe linii najwigkszego spadku (3.9) mozemy napisaé
w postaci

» .. '2(’¢)lnk alnk)
(4.8) » 402 |y p 5

Jezeli dla danej niejednorodnosci k = k (x, y) mozemy znalesé takg funkcje ¥ =
= ¥ {(x,»), tak ze :
olnk , olnk

(4'9) }pa,: ay » g:’-y“ ox

to moZemy obnizyé rzad réwnania réZniczkowego (4.7) do rzedu pierwszego otrzy-
mujac

(4.10) y' = —tg [¥ (x, »+Cl.

Poniewaz funkcja ¥ (x, ) musi spelniaé warunki Schwarza, wiec z zaleimodci:
. 2lnk ., 02lnk

(4.11) gjw,y == {)yz ’ SUW ESS -—Ex‘é——

wynika, Ze aby mo#na bylo ta metoda obnizyé rzad réwnania réiniczkowego linit
najwiekszego spadku, nicjednorodno$é musi spelniaé warunek

4.12) : V2 (ln k) =0,

tzn. funkeja In &k musi byé funkcjg harmoniczng w, zatem

(4.13) k{x,¥) = e»

Funkcje harmoniczne moga byé np. wielomianami harmonicznymi
Wy = 6,

@.14) Wy = a x+az ¥,
wy = ay (32 — 12)+ap xy,
wy = ap (3 — 3x32)+-ay (8 — 3x2 ),

....................

Jezeli funkcja niejednorodnofci materiatu da si¢ przedstawié wzorem (4.13), to
funkcje ¥ (x, ») znajdziemy catkujac zaleinosci (4.9), mianowicie '

ow _[ow
(4.15) Y= —fayderfOf) !F’w-fg;dy+f(X)-
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Po przyréwnaniu obu wyrazefi na ¥ do siebie mozemy okresli¢ funkcje £ (x) i £(y)
np.:

(4.16) k(x, y) = ko e = kg e @ ¥ty
Dla tej niejednorodnodci mamy

(4.17) V=2 y—ax W,=2axtay,
skad

%3 x2
W = 2a; xp — —— +10),

' ay y2
T:2a1xy+T+f(x).

Po przyréwnaniu do siebie obu wyrazei na funkcie ¥ znajdujemy

ap X2 az yz

(4.18) == SO =

Roéwnanie réZzniczkowe linki najwigkszego spadku dla tego przykiadu da sig sprowa-
dzié do postaci

{4.19) y = —tg [2&1 xy + %5 (02 — x2)—|—C1].

Bardzo szczegdlnym przypadkiem tych rodzajéw funkcji niejednorodnodci jest
rozpatrywana przez A. 1. KuzNiecowa w pracy [7] niejednorodno$é typu & (x, y) =
= ky e™”, a wige nicjednorodno$é zalezna w sposob wykladniczy tylko od jednej
wspolrzednej. Latwo znaleZé dla tego typu niejednorodnosci réwnanie linii naj-
wigkszego spadku:

4.20 f icd =
@20 tglayten T
skad
1
4.21) —x-tep = —:I—ln [sin (ay-+eq1)],

co jest zgodne z wynikami pracy A. 1. KUZNIECOWA.

Na podstawie tej analizy moZna stwierdzi¢ Ze:

a. Znalezienie rozwiazania réwnania rozniczkowego linii najwiekszego spadku
w kwadraturach jest mozliwe, gdy niejednorodno$é jest typu k = k (ax--by).

b. ObniZenic rzedu réwnania réZniczkowego linii najwickszego spadku jest
mozliwe, gdy niejednorodnodé jest typu k = kg e (w oznacza funkeie harmoniczng).
Oczywiicie w praktyce rzadko bedziemy mieli do czynienia z takg niejednorodnoscia,
ale przypadek ten bedzie mial wtedy znaczenie, gdy bedziemy mieli do cZynienia
z nigjednorodnoseia, dajaca si¢ aproksymowac wlasnie za pomoca tego typu funkcjl
ktore sg zreszty doéé szerokiej klasy.
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5. Warunki brzegowe

Zalézmy, ze znamy réwnanie linii najwigkszego spadku w postaci calki ogolnej
(zawierajacej dwie stale calkowania) dla danego niejednorodnego obszaru D.
Wobee tego dla kazdej linii najwigkszego spadku musimy mie¢ dane dwa warunki
brzegowe.

Niechaj na brzegu AB przekroju o réwnaniu x = x (f), y = y; () dana jest
warto$é funkeji naprezen @ — @ (7) (¢ jest parametrem konturu). Jakkolwiek w p. 2.
stwierdziliémy, Ze dla nieobciaZonego brzegu
przekroju funkcja naprezen @ jest siala,
to obeenie rozpatrzymy szerzej ten problem
przyimujac, ze funkcja @ na konturze
zmienia si¢ (rys. 3). Zalozenie to ulatwi
nam pdZniej analize problemu przy rozpa-
trywaniu materialdw skokowo niejedno-
rodnych.

Dla kazdego punktu M na konturze,
okredlonego parametrem 7= f,, moZemy

Rys. 3 znalezé pochodna d@/dt. Jest rzecza oczy-

wista, ze musi zachodzié zwiazek |dP/dt|,, <

< |grad @] (w przeciwnym razie problem bylby blednie postawiony). Z analizy

wektorowe]j wynika, 7e pochodna funkcji @ w dowolaym kierunku jest réwna rzu-
towl |grad @| na ten kierunek, a wigc w naszym przypadku

x\r

dd
(5:1) w7 lgrad @|,, cos a,,.

W dalszych rorwazaniach, w celu uproszezenia zapisu, pominieto indeks podkresla-
jacy, ze warunki brzegowe sg analizowane w punkcie M konturu. Na podstawie
(5.1) mozemy wyznaczy¢ kat zawarty pomiedzy linig najwigkszego spadku funkcji. @,
a styczng do konturu w punkcie M, mianowicie:

oD
- ot
(5.2) . COS ¢ = erad D]
i dalej ’
' lgrad @2
0

Poniewa? ¢ = f-a, wigc wspdlczynnik kierunkowy linii najwigkszego spadku
ckredlimy jako

: tg attg B ,
(5.4) tg ¢ = tg (a-+f) = T—tgatgf 7>
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poniewaz jednak

_ dyljdt
(5.5) tgp = 1 dt
Oraz
: : —
(5.6) Y |gard @) = k(x, 3),

wiec ostatecznie po przeksztalceniach zpajdziemy

oD dy, +_dm.v/k (a@)
ot dt dt PE)) ot
ob dx,  dy (a®)f
JR 2 [

or di di K2 (x, ) o1

Warunki brzegowe dla linii najwiekszego spadku beda wygladaé nastepujaco:

(5.7) Vo =

(5.8) dla t=t, x =X, Y= Yor» ¥ =¥y

Warunki te pozwalajg na okreflenie obu stalych calkowania. W szezegdlnoscei dla
nicobciazonego kontury, izn. gdy @ (f) == const, warunki ulegaja uproszczeniu
do postaci

) dxyfdt
(5.9) dla t =ty x=x3,, ¥ = ¥ar» ¥ M—Tylﬁ?'

6. Okreslenie funkeji napreien

W dalszych rozwazaniach korzystaé bedziemy z ukladu wspolrzednych krzywo-
liniowych s,/ W ukladzie tym jedna rodzina krzywych [ = const jest rodzing
linii najwigkszego spadku, natomiast druga rodzina kizywych s == const Jest
dowolng rodzina krzywych, dobrang oddzielnie
dla kazdego zadania tak, aby moZna bylo ¢}
rozwiaza¢ je w Jjak mnajbardziej dogodny
sposob (rys. 4). Moze to byé np. rodzina pro- ! A
stych 5= x =const. Na ogél rodziny te
przecinajac sie tworza siatke wspdlrzednych
nieortogonalng. Wspdlrzedne te musza jedno-
znacznie opisywaé rozwazany obszar preta skre-
canego. Funkcig naprezen @ w rozpatrywanym
obszarze Iatwo okreSlimy, jeZeli znamy funkcjg
niejednorodnodei materialu & == k (x, y), linie
najwigkszego spadku w postaci calek ogdlnych Rys. 4
oraz warunki brzegowe.

Przedstawmy linie na;wngkszago spadku w formie parametrycznej (po uwzglednie-
niu warunkdw brzegowych) jako rodzine krzywych

(6.1) x=x(s0, y=y1
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Parametr [ bedzie przy tym wyznaczal krzywa, natomiast & poszezegoine punkty
tej krzywej. W dalszym ciagu rozwazan poszukiwaé bedziemy funkcji naprezen @
w zaleZnoei od parametréw s i L

Do okreslenia funkcji @ wykorzystamy wzér (3.2), ktory wyraza, Ze przyrost
funkcji naprezen na liniach najwigkszego spadku jest proporcjonalny do |grad @] =
= k (x, y) oraz przyrostu dlugosci linii najwigkszego “spadku:
- d@

dn’.’ :k(an’)-

Po przedstawieniu niejednorodnodci w formie k (x, 3) = k [x (s, D), ¥ (s, )] wyra-
Zenie na przyrost wartoéci funkcji @ wzdtuz linii najwigkszego spadku mozemy na-
pisaé w postaci

P

6.2) @ P)— DM)= [ klx(s, ), y(s, )] dm,
A

gdzie I, jest ustalong wartoscia parametru / dla danej linii najwigkszego spadiu.
‘Oczywidcic zaleZnosé ta stuszna jest w przypadku, gdy w rozpatrywanym obszarze
nie mamy do czynienia z liniami nieciaglo§ci. W najprostszym przypadku, jezeli
mamy do czynienia z konturem nieobcigZonym obszaru jednospéjnego, to przyjmu-
jemy dla prostoty @, = 0 na konturze i otrzymujemy

P
(6.3) D (P) = f klx (s L), y(s, L) dm.
A

Poniewaz linie najwigkszego spadku sg liniami / = const, wiec elementarna dtugosé
tuku linii najwigkszego spadku okreflona bedzie znanym wzorem

{6.4) dm = ]/(i%)z + (%?)2 ds.

7. Linie nieciaglosci

Na ogdt moZemy mie¢ do czynienia z dwoma typami niecigglodei wystgpujacymi przy rozpatry-
waniu problemu plastycznego skrecania pretéw nigjednorodnych, mianowicie:

a) niecigglo$ci wynikle z samego charakteru réwnania (2.1);

b) nicciaglodci wynikle ze skokowej niejednorodnosci materialu, tzn, skoku granicy plastycz-
nosci lub skoku pochodnych granicy plastycznodci.

7.1, Zajmiemy sig obecnie blizej niejednorodnoscia typu a). Zaléimy, ze mamy do czynienia
z plastycznym skrgcaniem preta niejednorodnege (funkcja niejednorodnodei klasy C1), nieobcig-
Zonego na powlerzehni bocznej o przekroju przedstawionym na rys, 5, Poszukiwanie funkcji napre-
Zef D jest jednoznaczne z poszukiwaniem powierzchni wzgdrza piaskowego, usypanego na danym
obszarze przekroju z piasku o Zzmiennym kacie zsypu., Zmienno$é kata zsypu piasku odpowiada
hiejednorodnosci materiatu k (x, y). Zalozmy, #e w pewnym podobszarze D preta bedzie istniala
linia niecigglosci [odpowiadajaca rzutowi grzbietu wzgérza piaskowego na plaszozyzne (x,»
przekrojul. Linia ta bedzie wiec rzutem Hnii przecigeia sie dwu powierzehni: @1 (s1, 1) i @, {53, 1),
vrzechodzgeych przez prreciwlegle odcinki kontoru,
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Lini¢ niecigglodci okredlimy z porownania obu funkcji naprezen oraz wspohzednych dwu
rodzin linii najwigkszego spadku:

Dy (51, 1) = Py (52, 1),
@ x1 (51, 1) = x2 (52, 1),

» (s, Iy = ya sz, ),
gdzie xy (51, 1), 1 (51, 1) oraz x; (s2, 1), ¥2 (s2, /3) sa rodzinami linii najwickszego spadku odpo-
wiadajacymi czedciom A’ B’ i A”* B’ konturu obszaru D. Mamy tutaj do czynienia z ulladem trzech
réwnan o czierech niewiadomych s1, 55, /1 1 /5. Jedna z tych niewiadomych przyjmujemy jako pa-

ramelr zmienny, np. [, pozostale obliczamy, a wigc 51 = 51 ({1), 52 = 52 (1), Iz = L (). Po calko-
witym rozwigzaniu uktadu réwnan (7.1) moZemy napisaé rownanie linii niecizglodci w postaci

(1.2) ¥n=2xn (1), yo=y(),

a funkcje naprezen @ na liniach nieciaglodci jako @u = Dp ().

yh

$3(50.0)

¥ —

Rys. 5

7.2, Rozpatrzmy obecnie linie nicciaglodci typu b), mianowicie wynikle ze skokowej niejedno-
rodnosci materiaha,
Zatézmy, e mamy do czynienia z materialem niejednorodnym typu

ki1 (x,») dia obszaru Dy,
{7.3) =

ka2 (x,»y dla obszaru D;,
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przy ¢zym na linii nieciaglodci I' zachodza warunki

o1 Ge. W1p = T2 (%, W

ok 2 ok ok " ol
ox |p o |y a |r a |r

Zakladamy dalej, Ze linia nieciaglosci I nie lezy zbyt daleko od konturu AB, tak ze znajduje sig
przed linia nieciagtosci typu a. PoniewaZ na odcinku konturu AB przekroju dane sa warunki brze-
gowe, wicc w obszarze D moina okreslié linie najwigkszego spadku y1 (%) zgodnie z réwnaniem
roiniczkowym (3.9} i warunkami brzegowymi (5.9). Na granicy I linie najwigkszego spadku y1 (x)
przeida w linie ys (%) (rys. 6a).

oraz

y=Ya{x)

k=ka(xy)

X

Rys. 6

Rozpatrzmy przykladowo przejécie y1 (x) w 32 (x) w punkcie M na linii nieciagtosci I'. Ponie-
waz dla punkte M zachodzi kilps = [ksly, to z ciaglodei funkcji @ na linit I7 (ktora warunkuje
réwnoczesnie réwnanie dPyfdr = d®,/dt) wynika, 7e pierwsze pochodne linii najwickszego spadku
¥i(x) 1 y3 (x) s sobie réwne. Na podstawie analizy réwnania réiniczkowego linil najwiskszego
spadku (3.9) mozna stwierdzié, ze na granicy I"na ogél nie sa ciagle drugie pochodne linii najwieksze-
go spadku, tzn, yi' # y§'.

Drugim przypadkiem niecigglosci skokowej jest nieciaglosé typu

k1(x,») dla obszaru Dy,
B k2 (x,¥) dla obszaru Dy,

przy czym zachodzi [k; (x, )1 # [k2 (x, »)1r. Pozostale zalozenia fak dla przypadku poprzedniego,

Z warunku ciggtodei funleji @ na granicy I" oraz z warunku nieciaglodei [k1 (x, W # 2 (¢, )] r
wynika, Ze linia najwigkszego spadku w rozpatrywanym punkcie M ma nieciggle pochodne tak
pierwszego jak i drugiego rzedu, tzn.

[P1dar # D2lar oraz 3" s # 193 Iag-

Dla tego przypadlu (rys. 6b) latwo mozna w oparciu o zaleinosé (5.2) okredlié zmiane wspdlezynni-
ka kierunkowego linii najwigkszego spadku

d@ ao
dr dr
cos ) = Tead 01 cos ay = Taad G5 o
Po wyrugowaniu d®/df otrzymujemy
lerad @]

c k1
—————COS U] = — COS d.
]grad @2| kg

COS5 ap ==
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W punkcie tym nie rozpatrywano doldadnie réznych specyficznych polozen linii nieciaglosei I,
Résne przypadki rozwazat szezegblowo J. RYCHLEWSKI w pracy [12], przy zaloZeniu, ze ky (x, y) =
=k =const i k3 (x,y) = ky = const oraz k1 # ko, Dla tego szczegblowego przypadku linie
najwickszepo spadku beda oczywiscie liniami prostymi. ’

8. Moment graniczny

Po okresleniu linii najwigkszego spadku, linii nicciaglofei oraz funkeji naprezen
@ w calym rozpatrywanym obszarze moZemy dalej przej$¢ do obliczania momentu
skrecajacego potrzebnego do uplastycznienia danego przekroju. OkreSlenie tego
momentu jest podobne jak dla pretéw wykonanych z materiatu jednorodnego.
Moment graniczny jest okre$lony wzorem

@.1) w=2)f oar,
i F

identycznym z odpowiednim wzorem dla pretéw jednorodnych.

Poniewaz jednak funkcje @ okre§lamy zgodnie z (6.3) na liniach najwigkszego
spadku jako @ = @ (s, I} oraz linie najwigkszego spadku dane sa najezgSciej w for-
mie parametrycznej x = x (s, [), ¥ = y (s, I), przeto celowe bgdzie wykonanie cal-
kowania we wspélrzednych s, /. W tym celu obliczamy

oy oy

os ol
(3.2) dF = |J| dsdl = | Idsdl.
ox ox

s ol

Podstawiajac powyzsze wyraZzenie do (8.1) otrzymujemy wzor ostateczny, przydatny
do okre§lenia noénosci granicznej niejednorodnego preta skrecanego:

(8.3) MzZLf@(S,J)‘gESF—EadsdI.
Nalezy jednak zaznaczyé, ze w obszarze F nie istnieje z reguly jeden uklad gladki
s, L

9, Obszary wielospoine

Prety wielospdjne sg przypadkiem szczegdlnym pretéw o skokowej niejednorod-
noéci, mianowicie otwér odpowiada wkladce wykonanej z materialu o granicy
plastycznosei k = 0 [2 1 12]. W zwiazku z powyiszym wzor (8.3) ma zastosowanie
w calym obszarze lacznie z otworami. W obecnym rozdziale. przedstawiono sposéb
rozwigzywania problemu plastycznego skrecania pretéw wiclospdjnych na przykla-
dzie preta dwuspdjnego (rys. 7). Z warunkdéw brzegowych nieobcigZonych po-
wierzehni bocznych preta wiemy, ze funkcja naprezed na brzegach przekroju ma
warto$é stala. Dla brzegu zewngtrznego przyjmuje si¢ z reguly @ = 0. Wobec tego
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przyjecia wartofei funkcji' naprezen na _nieobciq‘ipnych brzegach  wewnetrznych
beda stale, ale oczywiscie rézne od 0.

Wartos$é funkcji naprezen @ na brzegu wewnelrznym latwo znajdziemy, jezeli
postuzymy si¢ mieco .Zzmodyfikowana analogia wzgérza piaskowego Sadowsky’ego
[13]. W naszym przykladzie przez brzeg zewnetrzny przekroju przeprowadzamy
zgodnie 2z wyZej stosowanym postgpowanicm po-
wierzchni¢ @; (przy uwzglednieniu warunku, ze @;=0
na brzegu zewngtrznym). Latwo okredli¢ dalej warto§é
funkeji @y na konturze wewnetrznym, ktéra to war-
tos¢ bedzie oczywifcie rézna w réinych punktach
konturu wewnetrznego. Nastepnie na konturze we-
wnetrznym  okreflamy minimalna wartosé  funkeji
D =@, .. —bedzie to zarazem wartos¢ funkeji @
na calym konturze wewnetrznym. Przeprowadzamy
nastgpnie przez kontur wewnetrzny powierzchnie

Rys. 7 D, przy warunku brzegowym @, = @, .. = const na

brzegu wewnetrznym, Dalej szukamy linii niecig-

gloSci naprezef,, poréwnujac wartosci funkcji naprezen @ — @, oraz wspot-

z¢dne punktéw przecigeia sig dwu rodzin linii najwigkszego spadku — rodziny

%1 (31, 1), ¥1 (51, 1)), preechodzacej przez kontur zewnetrzny i rodziny linii

%z (53, [a}, y2 (82, I) przechodzacych przez kontur wewnetrzny (jak z tego widaé
znajdowanie linii nieciaglodci jest tutaj zupelnie podobne jak w p. 7).

Porokreslenie w rozpatrywanym przekroju funkcji naprezefi na liniach najwigksze-

go spadku oraz linii nieciagloéci otrzymujemy wzér na no$no$é graniczna, podobny

do wzoru analogicznego dla pretéw jednorodnych:

o1 _ ff 16); ox  Jy Ox "
5.1 M=2 Q}(S’l){)—sﬁ_-afjsu s di-+-2F Dy i,
F

gdzie Fy oznacza powierzchni¢ otworu preta.

10. Okreslenie spaczenia przekrojn

W rozdziatach obecnym i nastgpnym zostana przedstawione zwiazki okreélajace deformacie
przekroju preta. Wzory analogiczne, dotyczace plastycznego skrecania pretéw jednorodnych zostaly
wyprowadzone przez J. ManpeLa [8]. W, Pracir i P, G. Honce w swej ksiazce [10] podaja za
pracy [8] sposéb okreflanda deformacji przekroju preta wykonanepo z materiatu jednorodnego.
Problem plastycznego skrecania pretdw nisjednorodnych rézni sig od problemu skrecania pretow
jednorodnych tym, Ze linie najwiekszego spadku sg Hniami krzywymi (a nie prostymi). Jakkolwiek
wzory koncowe sa pozornie identyczne, to jednak sens ich jest mieco inny.

Po okredleniu rozkladu naprgzen w skrecanym plastycznie precie niejednorodnym przez zna-
lezienie linii najwigkszego spadku (czy to w postaci y = y (x), czy tez w postaci parametrycznej
X =x(5), y = y(5)) mozemy przeji¢ do okre§lania przemieszczen, a-w szcregdlnosci spaczenia
przekroju w,

Przy skrecaniu preta pryzmatycznego zaklada sig, Ze przemieszezenia w plaszezyZnie préekrojo
%, y mozna przedstawié wzorami

(10.1D) u="=yz, v=-—Pxz,
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a przemieszezenie w kierunky osi.preta (spaczenie przekroju) mozna wyrazi¢ w. postaci nieznanej
funkeii R

(10.2 w=w(x, ¥

Wykorzystujac podane zaleznosci rﬁoien'my okrefli¢ interesujace nas odksztalcenia

du aw ow ov ow g
(10.3) oo =t =yt o, pay = b o = B f
o0z ox ax )y

Po rozpisaniu prawa zmiany postaci Hencky’ego-1liuszyna (fub tei Levy'ego-Misesa przy rozwaza-
niu predkosci odksztalcen) otrzymujemy nastgpujacy uklad réwnar:

By + —- —dbhx -+ —
Vex ox
= = QPTzz, i ey = PTzy .

2 2 2 2

(10.9)

Po wyrngowaniu niewiadomej ¢ oraz uwzglednieniu, Zze zgodnie z rys. 8

% sin a -
(10.5) Ly = — .
Tzy Cos a

otrzymujemy jedne rownanie o niewiadomej funkeii w:
. ow ow
(10.6) Flrsina—yoosa) =-—cos & + —sina,
g ox dy

WyrazZenie po stronie prawej tego rownania mozna krétko napisaé jako dw/dm, tzn. pochodng kie-
runkowa funkcji spaczenia po linii najwiekszego spadku. Po formalnym pomnozzeniu réwnania
przez dm ofrzymamy zaleinosé y

(10.7) dw =9 (x dy — y dx) .

Jezeli w pewnym punkcie R dana jest warto$é funkcji
spaczenia w(xg, ¥g), t0 spaczenic na linii najwigkszego spad-
ku, na ktérej lezy punkt R, mozemy okresli¢ catkujac réwna-
nie {10.7) wzdluz tej linii {catka krzywoliniowa):

P
(10.8) Wiy — wy — 0 f (xdy— y dx) .
R

Rys. 8

Jezeli linia najwigkszego spadku dana jest w formie
parametryczne] x = x(s), y = y(s), to przemieszczenie na linii najwiekszego spadku przyjmie
postaé

P

(10.9) Wepy — Wery = { [x (s) ¥ () — p(s) %" ()] s .

Poniewaz przy catkowitym uplastycznieniu prgta kat jednostkowy skrecenia & rognie do nieskonczo-
nofci, wige takze i funkcja spaczenia bedzie rosla nicograniczenie. Okazuje sig jednak, ze podobnie
jak przy skrgcaniu pretow jednorodnych wyraZenie w/d ma wartosé skoficzona:

P
(10.10) R L CLACEIOR OIS
R

Jezeli bedziemy mieli do czynienia z przekrojem majacym of symetrii, to jest rzecza oczywista
Ze na osi symetrii, podobnie jak w przypadku pretow jednorodnych, wartosé funkcji spaczenia
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Jjest réwna zeru (przez symeiri¢ rozemiemy tutaj tak symetrig ksztaltn jak o niejednorodnosci).
Z tej wiadciwosci pretow symetrycznych moina okreslic przemieszezenia wszystkich Hnii najwieksze-
go spadku, przecinajacych of symetrii, przyjmuiac, 7e punkty R dla poszczegdinych linii leza na osi
symetrii i dalej weg = 0.

11. Przemieszezenia Hinii nieciaglo$ei napreien

W punkeie poprzednim wyprowadzony zostal wzor (10.10), przy ktorego uzycin mozemy zna-
le#¢ przemieszezenie dowolnego punktu P przekroju, lezacego na linii najwickszego spadku, jezeli
znane jest przemieszezenie innego punktu np. R, lezacego na tej samej linii. Wynika stad, Ze jezeli
cheemy okreslié spaczenie calego przekroju, to musimy znaé przemieszezenie choéby jednego
punktu kazdej Hnii najwigkszego spadku. Warunek ten
bylby spelniony, gdybySmy znali przemieszczenia Hnil nie-
ciaglodci naprezen.

Gdy bedziemy rozpatrywali sprezysto-plastyczne skre-

Skrecanie
Sprezysio- plast.

Str spe s canie pretéw, to dla strefy spresystel zachodzi . zwigzek
: Tex aw Ty ow
11.1 = { —, = g —,
( ) G v+ o G ] oy

Jezeli badaé bedziemy przemieszczenia na lindi I’ roz-
graniczajacej strefy sprezystg i plastyczng, to oznaczajac
element diugodci tej linii przez dy, mozemy napisaé
dw ow  dx L ow dy
dy  ox dy | dy dy’

=9

Rys. 9 (11.2)

Po podstawieniu do (11.2) funkgji (11.1) otrzymamy

" 1 dx . dy
— | Tar —— —].
G ( wy & . zy d}’)

Jezeli przyjmiemy, ze dane jest przemieszezenie w pewnym punkcie Ry leZzgeym na linii gra-
nicznej I, to w punkcie R, lezacym na tej samej granicy (rys. 9), przemicszezenic w (R) znajdziemy
catkujac (11.3) wzdhiz granicy I, w wyniku czego otrzymuiemy

a1.3) dw ( dy dx )

— =P x ey
dy xdy ydy

R’
1.4 Mﬁf(xdy_ydx)+

& A

Yy

Latkowite
uplastyczmenie

R
| (e dy i i)
+— z, 2 .
GﬁR rx @Y T Tzy Ay
Q

Jezeli wartodé momentu M — ATI, to obszar sprgzysty ma-
leje do zera, linie migdzystrefowe przechodza w linie nie-
ciaglodei naprefed, wartodé 1/G& —0 i ostatecznic war-
to¢ przemieszezenia puunktu R, lezacego na linii nieciaglo- .
fei, mogemy okreslié za pomoca wzoru )

=Y

wA{RY — w (Ry)

11,
(1.5 3

R
= [ cay—yan. : Rys. 10
RD

‘Wartosé w (Rp) mozemy dla jakiegokolwiek punkiu, lez'acégo na linii nieciaglosci naprezed przyijaé
dowolnie, Réine przyjecie powoduje otrzymanie wynikéw rézniacych sig migdzy soba pewnym
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sztywnym przemieszezeniem powierzehni spaczenia (przesunigciem i obrotem). Otrzymany wzér
(11.5), okreslajacy prremieszczenia na linii nieciaglodci napreZed, jest identyczny ze weorem dla
preta jednorodnego (nalezy tutaj jednak jeszcze raz zaznaczyé, Ze linie nieciaglodci beda w obu
wypadkach roine). ‘

Wzory (10.10) i (11.5)} facznie pozwola nam na caltkowite okreslenie spaczenia przekroju preta
{rys. 10).

12. Przykiad

Rozpatrzono szezegdlowo problem plastycznego skrecania preta o przekroju
przedstawionym na rys. 11, ktory zostal wykonany z materiatlu niejednorodnego,
przy czym niejednorodno$é zalezna jest w sposéb wykladniczy tylko od odleglodei
od punktu o wspdlrzednych (0, 0): "

(12.1) k= ky 2@V,

vh

A G

Przyjety ksztalt przekroju pozwoli na rozpatrywa-
nie polowy przekroju, poniewaz dla danego przekroju
of OD jest osig symetrii . tak- ksztaktu, jak i nicjedno-
rodnoéci., Poniewaz w obszarze ACD niejednorodnosé
zalezna jest tylko od odleglo$ci od konturu ADB, przeto
mozna z gbry stwierdzié na podstawie [7 i 12], Ze w tym
obszarze linie najwigkszego spadku funkcji mnapreien
bedg liniami prostymi, co w dalszym ciagu uprosci Rys. 11
nam obliczenia. _

W obecnym punkeie rozpatrzone beda wszystkie zagadnienia dotyczace proble-
mu plastycznego skrecania pretéw niejednorodnych, a wige okreflanie linii naj-
wigkszego spadku funkcji napreZen @, okreflanie samej funkeji naprezesi, okresla-
nie linii niecigglosci napreZen, okre§lanie nosnosci graniczne] przekroju oraz okresla-
nie spaczenia przekroju. ' s

X

12.1. Okreslenie linii najwigkszego spadkn. Rownanie linii majwigkszego spadku
dla dowolnej niejednorodnosci okreslone zostalo wzorem (3.9):

,0(nk)y o(nk) oy ‘
Yo% ay o2

Dla naszego przykladu szukaé bedziemy linii najwiekszego spadku w postaci sze-
regu potggowego (a wige w sposéb przyblizony), poniewaz, jak wynika z analizy
przeprowadzonej w p. 4, Sciste rozwiazanie réwnania rézniczkowego (3.9) dla za-
lozonej niejednorodnosci (12.1) jest na ogdt niemozliwe. Linie najwigkszego spadku
przedstawimy ogdlnie w postaci szeregu '

{12.2) y = agtay x+ay 3B4az x3tag x4

PoniewaZ réwnanie rézniczkowe (3.9) jest rzgdu drugiego, wige dwie stale catkowa~
nia w powyzszym szeregu zoslang okre§lone z warunkdédw brzegowych, pozostale
za$ otrzymamy rozwiazujac réwnanie (3.9) metoda wspolezynnik6éw nieokreslonych.

Rozprawy InZynierskie — 8
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Po wykonaniu tych dzialan otrzymujemy

(12.3) @ = a(I-+d)a,

4 -
a3 = ?aﬁ (I4-alya o2,

Rozpatrzymy obecnie szczegolowo warunki brzegowe dla poszczegolnych konturéw
przekroju.
Dla odcinka ADB konturu warunki brzegowe dla linii najwiekszego spadku
wygladaja nastepujaco: dla x. = xp
- )
Yy =X, y = X0 .
Jezeli warunki te uwzglednimy w rozwinigtym réwnaniu linii najwigkszego spadku
(12.2), to latwo znajdziemy, 7e ag = 0, d; = yo/xo oraz Ze pozostale wspolezynniki
ag, 23, ... beda réwne zern. Wobec tego, roéwnanie Hnii najwiekszego spadku
w obszarze ACB moina napisaé w postaci

=_X.
¥ X0

W dalszych obliczeniach korzystne jest przyjecie zamiast wspolrzgdnych x,
wspotrzedne s, [ takie, ze

(12.4) x=(R—s)cosl, y=(R—s)sinl;

wiedy odeinek AB konturu przekrOJu w nowych wspohrzednych okreslimy w sposéb.

nastepujegcy ‘
s=0, Liz=lzl,

réwnania za$ linii najwickszego spadku w obszarze ABC maja postac !~ fy
Dla odcinka 04 konturu przekroju warunki brzegowe dla linii najwigkszego
spadku beda nastepujace: dla x =0

Y =DJo: y' =0,
a wspdlezynniki szeregu (12.2) beda rowne

ag=1yy ay=d3=0a =..=4a341 =0
I 2
ay =Yoo, a4= ?6%(1 —4ayy), g = ..

Rownanie rodziny linii najwickszego spadku, zgodme z zapisem stosowanym
w p. 6 moZemy, przyimujac yo =/, x =5, napisa¢ w postacl 6.1)

x=g5,

(12.5) 31( 110 32 )
§6--..

y = Lials? +——-—(4a12¥1)s +og | m gty b e

15
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Liniami najwigkszego spadku beda krzywe [ = /oy, natomiast druga rodzina krzywych
§ = 5y, to linie proste x = xp. Jak wida¢ na tym przyktadzie, dobor siatki wsphrzed-
nych byt tak przeprowadzony, aby poéZniejsze obliczenia byly jak najprostsze.
Uklad wspélrzgdnych s 1 / nie jest w tym przypadku ukladem ortogonalnym.

Rys. 12

W obszarze OCB na skutek istniejacej symetrii linie najwickszego spadku bedg
zwierciadlanym odbiciem powyZe] rozpatrywanych linii w obszarze ACO, wiec
nie bedziemy przeprowadzali ich osobnej analizy.

Na rys. 12 przedstawiono charakter linii najwigkszego spadku funkcji @.

12.2, Okreflenic funkeji napreied @. Funkcje napresen @  bedziemy okreflaé
zgodnie z rozwazaniami p. 6. -

Poniewa? powierzchnia boczna preta jest nieobciaZona, wiec musimy postuzyé
sig wzorem (6.3)

P .
D)= [klx(s ), y(s Ll dm.
M
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‘Dla obszaru ABC funkcja nicjednorodnoéci w ukladzie wspélrzednych:s, I ma postaé

k = kg e @9 ' .
ox\2  (0p\?
=/ (o) + (G -
pY -+ 3 ds = ds .

B (s, L) = f ko e B0 dE = D (s).

przy <zym

Wobec tego

Jezeli funkcje podcatkows rozwiniemy w szereg poiggowy W punkcie § =0
oraz wykonamy catkowanie, to otrzymamy wyraZenie na funkcjg @ w obszarze
ABC:

262 R2+a 203 R? — 32 R
(12.6) @ = ky e (l — als + ——3—ms2 + —G—H—s3+...)
Funkcja @ w obszarze ABC jest funkcja tylko zmiennej s (tzn. odleghosci od konturu),
co zreszta latwo bylo przewidzieé. '

Dla obszaru ACO funkcja niejednorodnoéci dla warunku plastycznosci bedzie

miala postaé
k(S, l) - k() erxlz & B52(1+2a2) +..,] ,

poniewaz do (12.1} podstawiono wyraZenie (12.5), okreélajacce rodzing linii naj-
wigkszego spadku w obszarze ACD.
Element dtugoéei tuku linii najwiekszego spadku dm Jest w tym obszarze rowny

]/(ax) (6y)d 14262 1252 d
dm — o8 + 2 s = (14-2a? [2524-..)ds .

Jezeli podstawimy do (6.3) powyisze wyraZenia odnoszace si¢ do obszaru ACO,
jezeli rozwiniemy dalej wyraZenie podcalkowe w szereg potegowy Wg zmiennej s
wzgledem punktéw s = 0 i wykonamy catkowanie, to otrzymamy wyraZzenie na
funkcj¢ naprezen @ dla obszaru ACO

4al2 —|~ i )
as2t...] .

(127 D =B (s,1) = ko s (1 +—

12.3. Okreflenie linii nieciagloéci naprezen. Jak juz uprzednio zaznacZono, 08
symetril przekroju na odcinku OC bedzie zarazem linia nieciagloscl naprezen,
wigc wyznaczanie tej linii nieciaglodci jest zbyteczne. Dlatego w punkcie niniejszym
Zajmiemy si¢ tylko wyznaczeniem odcinka linii nieciaglodci AC. Przy wyznaczaniu
tej linii oprzemy sig na rozwazaniach p. 7 i wykorzystamy w tym celu warunki (7.1).
Wprowadzamy obecnie wskaZniki odrézniajace parametry s, / dla dwu rozpatrywa-
nych obszar6w: w obszarze ADC odpowiednio oznaczymy je S1, I;, natomiast
w obszarze ACO — s, I, (indeksy odrézniajace parametry s, / w rozwazanych prze-
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dzialach zostaly wprowadzone tylko przy okreflaniu linii nieciaglosci ze wrzgledu
na wyrazisto§é wzoréw przy innych rozwaianiach). Warunki (7.1) przyjmg teraz
postag ' ' o
dal? + 1

%—I— ) = ky & 8 (1— aRsy +

5 = (R — s1}cos Iy,

202 R+a A
s+ )

(12.8) ko eis, (1 + 3

a2l : .
Itass -+ e @l — D sh+... = (R — s sinl; .

Jezeli rozwiaZzemy ten uklad réwnai, to mozemy okresli¢ linig nieciggloSci napre-
7en w parametrycznej postaci, uzalezniajac x i y np. od parametry s;:

x=x(n), y=y{()

Poniewa? jednak rozwigzanie tego ukadu réwnan jest w sposéb $cisly niemozli-
we, wiec dalej ograniczono sig do okreflenia metoda numeryczna wspéirzednych
punktu C, mianowicie przyjgto dalej, Zze kat y = 15° oraz kg, = kg2, tZn. a =
= 0,6931/R2, wobec tego i

xo = 0,208R, y.=0,778R,

Bni¢ za§ nieciggloéei AC bedziemy aproksymowaé odcinkiem paraboli y = ax2--
+-bx+ec, od ktérej zadamy, aby przechodzila przez punkty 4 (0, R), C(xg, yc)
oraz aby w punkcie 4 dzielita kat OA4B na dwic réwne czefei, tzn. aby w tym
punkcie y' = —1, Jezeli okreslimy w taki spos6b parabolg, to jej rownanie bedzie
mialo postac ‘

Xet+Ye— R x2
(12.9) y= —9%-—— 3 — x+R=—03236— — x+R.
C

Réwnanie to dla 0 € x < X W sposdb przyblizony bedzie przedstawialo linig
nieciaglodci naprezen AC.

Ograniczenie sig w tym przypadku do aproksymowania linii niecigglosci parabola
drugiego stopnia nie bedzie powodowato duzego bledu, poniewaz luk AC jest
stosunkowo krétki, Eatwo mozemy okreslié linig nieciagtodci AC z wigksza doklad-
noscia, zwigkszajac ilodé punktéw znalezionych numeryeznie na tej krzywej i apro-'
ksymujac ja wiclomianem wyZszego stopnia.

12.4. Okredlenie noénosci granicznej preta.  Dla okreslenia no$nofci granicznej prze-
kroju postuzymy sig dalej rozwazaniami p. 8 i do obliczen bedziemy stosowali

wzbr (8.3)
()y ér 6y t}x}
ff@(s I)[as o o as | %

przy czym obszar przekroju podzielimy na cztery czgéci: ADC, ACO, DBC, BOC.
Ze wrzgledu na symetrie przekroju bedziemy okreflali warto$é momentu odpo-
wiadajacego tylko obszarom ADC i ACO.
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Dla obszaru ACD mamy

(12.10) Hpe=2f[06D@®R-—9dsar,
ACD

przy crym obszar ACD jest ograniczony: 0 < s <5, 75° < I < 90°

Wartosci § = 5 (/) okre$limy rozwiazujac nastepujacy uklad réwnas

x2 '
y:~0,32367€—mx+R, x=(R—s)cosl, y=(R-—-s)sinl.

Po rozwigzaniu tego ukladu otrzymujemy:

_ ,345
cos2 ]

{sin I4cos 140,6472 cos2 / - [(sin I-{-cos [4-0,6472 cos2 [)2 —
— 1,2944 cos? I (sin IH-cos I — 14-0,3236 cos2 I3} R,

Poniewaz funkcje @ = P (5) w obszarze ACD przedstawili§my w postaci szeregu
potegowego (12.6) przeto mozemy teraz wykonaé calkowanie wzgledem zmien-

nej 5 i w efekeie otrzymamy
90°

M it gy L {5\ 1HaR s} 202 RpAaR2 (s |4 di
=2 [l (- S52 () 1250 G

15°

Calkowanie wzgledem zmiennej / ze wzgledu na zlozona funkeje podealkows wyko-
nano metodami numerycznymi. W tym celu postuZono sig wzorem Simpsona
przy czym przedziat 75° < I < 90° podzielono na cztery czedei. Obliczony w ten
sposOb moment pochodzacy od obszaru ADC jest réwny '

(12.11) M e — 0,00655k, R,
Analogicznie postgpujemy przy okreslanin momentu pochodzacego od obszaru ACO:
(12.12) Waco=2J ] B 00 Fastr..) dsdl,

ACO

przy czym obszar ACO jest ograniczony: 0 € s <5, 0 </ < R, gdzie warto$é
garnicy s (/) jest okre$lona przez rozwigzdnie odpowiednich réwnai.

Dla 0 < I < I (parametr /. odpowiada linii najwickszego spadku przechodza-
cej przez punkt C) wartodé s okreSlimy rozwiazuiac uklad réwnafi

y = gx = 3,73x,
x-=g,

_ o?] _
y=Itas2l+ —6—(4a12 — st

Réwnanie pierwsze jest réwnaniem osi symetrii (a = tg 75° = 3,73). Stad mamy

12.13 o "= a%]/a2ﬁ4w’2
(12.13) s=s()= 2l ,

jezeli ograniczymy sig do dwu wyrazdéw szeregu y = y (s, [).
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Dla przedziatu I, <7< R warto$é s okreSlamy rozwiazujac uklad réwnat

x2
y= —0’3236E — x+R,

x=3,

_ atl -
y=1Iltas2l+ T("lafz —Dsi4....

Roéwnanie pierwsze jest to réwnanie linii nieciagloéci AC. Skad w wyniku ana-
logicznego ograniczenia, jak powyzej, ofrzymujemy

{
14 ]/ 114 (1 — .,E) (alR+-0,3236)

(12.14) s = 2(alR1-0,3236) R

Po scatkowaniu funkcji okreélajacej moment M, -, wzgledem zmiennej s otrzy-

mujemy
_ ATl s\ el a0y
MACO”_—szt)ea R2[2 (R) + 3 (}*é") —I—...](ﬂ.
b

Calkowanie podlug parametru / przeprowadzone zostalo numerycznie przy wy-
korzystaniu wzoru Simpsona, przy czym obszar 0 </ </ podzielono na osiem
czgfei, natomiast obszar I < 7 < R na cztery czeSci. W wyniky przeprowadzonych
obliczen otrzymano

(12.15) M 400 = 0,02088 ko R3 .

Ze wrzgledu na to, Ze rozpatrywano tylko polowg przekroju, no$nosé graniczna
na skrecanie calego przekroju wynosi

(12.16) M =2 (M 1pc+M4co) = 2 (0,00655-+0,02088) ko R? = 0,05486 ko R .

W celach pordwnawczych rozwiazano przypadek plastycznego skrgcania preta
o przekroju (rys. 11), jednakze wykonanego g maferialu jednorodnego o granicy
plastycznoéei na $cinanie rdwnej k. W wyniku otrzymano, Ze moment graniczny
M = 0,03486 kR

Jezeli przyjmiemy, 2e granica plastyczno$ei k rowna jest minimalnej granicy
plastycznoéel rozpatrywanego w przykladzie materiatn, tzn. k = kg, to popetnimy
biad 36,5%, «na korzy$¢ pewnodci». Jezeli przyjmiemy, Ze granica plastycznodci k
rowna jest maksymalnej granicy plastycznoéei rozpatrywanego w przykladzie ma-
teriatu, tzn. k = 2kp, to popelnimy biad 27,19 «na niekorzyi¢ pewnosci».

W koricu przyjeto, ze granica plastycznodei k réwna jest pewnej Sredniej granicy
plastycznoéei. Jako érednia przyjeto

[ k(x, p)dF

kg = —W = 1,443k, .
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Jeieli obliczymy no$noéé graniczna preta rozpatrywanego w przykladzie wykorzystu-
jac wzdr stosowany dla pretéw jednorednych i przyjmujgc do obliczen &rednia
granicg plastycznofel, to noS$nosé graniczna bedzie réZna okolo 8,37 od rzeczy-
wiste] «na korzy$é pewnoscin.

Korzystanie ze wzoréw uproszczonych, wyprowadzonych dla éredniej granicy
plastycznofei i materiatu jednorodnegoe bedzie prowadzile do réznych blgdow,
zaleZnych od rozkladu nicjednorodnosci na przekroju preta.

12.5. Okreslenie spaczenia przekroju. Olkreslanie spaczenia przekroju rozbijemy
zgodnie z p. 101 11 na dwa etapy: 1) okreslenie’ przemieszczenia (w/&#) na liniach
nieciaglo$ci naprezen (zgodnie ze wzorem (11.5)), 2} okreslenie przemieszezen (w/9)
w pozostalych punktach przekroju (zgodnie ze wzorem (10.10)).

Ze wzgledu na symetrie przekroju mozna z gory przewidzieé, Ze przemieszczenia
{(w/¥) punktdw lezacych na osi symetrii beda rowne 0, a wiee zgodnie z tym odecinek
OC nie bedziesie przemieszezal. Latwo jest to wykazaé, mianowicie jezeli przyjmie-
my, ze w punkcie O (0, 0) przemieszczenie jest réwne zeru, to dla dowolnego punktu
R’ lezacego na odecinku OC linii nieciagloéci

(%)R' B (g)o - (g )R, - j | (xdy — ydx) =0,

poniewaz odcinek OC mozemy przedstawi¢ réwnaniem y == ax.

W dalszym ciagu nalezy okreélié przemieszezenia odcinkéw CA i CB linii nie-
cigglodci. Jednakze ze wrzgledu na symetrig przekroju wystarczy rozpatrywaé tylko
polowg przekroju (w drugiej polowie spaczenie bedzie co do bezwzglgdnej wartosci
identyczne lecz znaku przeciwnego).

Przyblizone réwnanie odcinka CA 1inii nieciagloéci okreslone bylo wzorem (12.9)

1
y=—03236 =2 — x+R,
wige odksztalcenie dowulnego punktu R", lezacego na odeinku CA linii nieciaglodei,

mozemy okre§lié wzorem (11.5)

22

E Wy w _ p J 0,3236 , \
(79')13" (ﬁ)c—(E)R,,—" f~(x y — ydx) = ap Gk — X0) —
. o

~ R(xge — x¢)-

Po okresleniu przemieszezen (w/#) calej linii nieciaglodci mozemy przejs¢ do
okreflenia przemieszczeni pozostatych punktéw przekroju.
W obszarze 4ADC linie najwickszego spadku okreflone zostaly réwnaniami
x=(R-—s)cosl, y==(R-—s)sinl

Przemieszezenie dowolnego punktu P, lezacego na danej linii najwiekszego spadku
(a wiec przy ustalonym /), bedzie okreSlone wzorem

wl - dy 0% |
[gL - f [x(s, D = 6D _a?] ds-+-D(I) =D (I),
RJ’
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tzn. wzdhuz linii najwiqksz’ego spadku przemieszczenie osiowe jest wielkodcia stalg.
Nxewmdoma funkcje D () okreslimy z warunkéw brzegowych, m1anow101e dla punk-
t6w P lezacych na odcinku CA linii nieciaglodci

51151,

wl 0323
[E]PD(:) 3R [’“R” @ ] Rt (0 = il

stad wynika

W obszarze ACO réwnanie rodziny linii najwigkszego spadku okrelili$my
przyblizonym wzorem:

x=g, y=Itals2+t..

Przemieszczenie (w/#) dowolnego punktﬁ P, leiacego na danej linii najwigkszego
spadku, okreflimy wzorem

w) [ A dy ox
[ﬁ]p = f(xdy — ypd)+D (1) = f[v O v 4 € l)g] ds+D(l),
Rl

R’

czyli

LAY 53
(F)P - (*;Haz? 4 ) +D (),

przy czym warto$é niewiadomej funkcji I) (/) okreSlona zostanie z odpowiednich
warunkow brzegowych.

Dla 0 €/ € I, na odcinku OC linii niecigglodci mamy (w/#)p = 0; 1zn. gdy
s=15(), to (w$)p =0 [wartosé s5(/), okreSlona wzorem (12.13), odpowiada
punktom linii najwigkszego spadku, lezacym na odcinku OC linii nieciaglosci].

Po uwzglednieniu tego warunku otrzymujemy

S

[w B _
79'_]1: = —I(s — s)+al 3 T+

Uwzgledniajac podobny warunek brzegowy dla /. < 7 < R, otrzymujemy

W _ s} —3 0,3236 , _
= /(s — 5) ol 3 — 3R (33 —s2)— R(s — s¢)

B e

[wartosé s () odpowiadajaca punktom linii najwigkszego spadku, lezagcym na od-
cinku C4 linii nieciaglodci naprezen, okreslona byla wzorem (12.14)].
mWyniki obliczenn numerycznych przedstawiono na rys. 13, gdzie naszkicowano
poziomice, wyznaczonej zgodnie z powyzszymi wzorami funkcji (w/8).

Na skutek przyjecia poczatku ukladu w punkcie O, a wiec nie w Srodku skrgca-
nia przekroju, otrzymana powierzchnia spaczenia (w/8#) obrécona jest o pewien kat
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wokolo osi symetrii przekroju. Eliminacje tego obrotu latwo mozna przeprowadzié
korzystajac z zaleznoSci, ktéra musi byé spelniona dla polowy przekroju

[ fs=pr-o

gdzie x oznacza odlegioéé elementu powierzchni od osi symetrii oraz r odleglosé

$rodka skr¢cania od punktu O.

yi

Rys. 13

Z poWyZSZego wzorn mozemy okreslié odleglosé r:
w P
e

f f 5 dP

1 dalej rzeczywiste przemieszczenia:

[5., (5=
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- PeswmMme

OMPENEJIEHWE HECVIIEN CTIOCOBHOCTY CTEPXHEMH,
MOABEPXKEHHBIX KPVUEHHWID
C INPOHU3BOJIBHOI MONEPEYHOM HEOTHOPOJHOCTHIO

PaccmaTpuBaercs 3agava, Kacalo@afAcA IUIACTHYECKOTO CBODOAHOTO KPYYCHHS NPH3MATH-
YECKAX CTEPiHed, ¢ NpOM3BOALHON DIaCTHUCCKOH HCOAHOPOAHOCTEHIO. IlpemmomaraerTcs, 4To
GyHKUMS HeoAHopogHoetH k = k (x, ) (Ipelen DAacTHYHOCTH OpPE UHCTOM CABHLS), M €6 Ipo-
u3BOnHbe Ok/0x W Ok/dy, ABNAIOTCA He PA3PHIBHBIMHA B HOA0BNacTax cevernms crepxus, Ha rpa-
HHIe MeX(ay HofgodnacTAME NOMYCKAlOTCA KAaK HA Pa3pBIBHOCTA (YHKUAK TAK H €8 TIPOH3BOHEIX.

3agaua pemaercs nyTeM BESASHMA byHkIEM HampmxkeHui @, B paboTe maetcs puddepenuuain-
HOE YPABHCHWE JTHHM HanGOJBINET0 TAZeHHs (yHKIHI Hanpaxenust @ — ypasuenne (3.9), Jr-
HEAME HapGonbiuéro nagenus dgymxnmn P, Hassano B paboTe MX NPOCKIHE HA NOBEPXHOCT Ce-
YeHHA CTePXKHA. Ypasnenme (3.9), xax ypasueHMs XapakTepHCTEK Bbmen A. Kmiiko [6), onHako
MpenCTaBIeHKOE, B HAcTORmeH paboTe, BeBesieRde AuhdepeHyMaNbEOro YpAnneHds THHAH Hak-
Gompniero mazeHus, NOMYYEHO WHEIM TIYTEM H OBLIO TPECTABNIERD ARTOPOM HA MEXKAYyHapoOmHOR
konbepeHOUE HCTUTYTA OCHOBHEIX HpoﬁneM Texuuka ITAH 3 Konobxere B 1966 r. T.e, mepeq
onyGnuroBanneM pabothr [6].

B pabore narotca sdhdexTHBHLE METOALI ORPCACICHAA AMEHN Pa3pRIBA HATPMKEHHA U Gop-
MYJIBI, HEOOXOMUMLIC A ONPEOCICHHS IPAHMYHOLO MOMEHTA, [IpH BLIBERenEE 3{pexTHBHOH
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(POPMYIIET 7% HecyllieH crrocoBHOCTY BCTIONB30RATACE AHATOTHA Hapaii [9}, xoTopas TOATBOPXKACT
HPONOPUHOHATIEHOCTE TPAHAMHOTO MOMGHTA H obrema mag nosepxaocteic P (x, ¥). Omnpepenenne
o6EeMa TIOJ DOBEPXHOCTHI0 P, Guaromaps COOTBETCTBYHOIIEMY MPUHITHIO KPUBOJHHSHHAIX TE—
PEMCHHEIX, CBENEHO X OueHb yXOOHOMY HHTCrpUDOBAHIIe @yHKUEi ABYX HepeMeHHBIX, MeTtoasl,
OpAMensieMsIe B paboTe, MOXKHEC TAKKE HCIOIB30BATE TIPY PEIEHAH CPONCTRCHHEIX 3agad, Hamp.
' napavE DIACTHYECKOTO KPYUCHHS KDYTOBRIX CTepiHcH THePEMEHHOTO NHAMETPa, H3TOTOBJCHHBIX
H3 MaTepHASR, OBNaJAIOmerc CCeCHMMETPHYECKOR HeOTHOPOAHOCTHI0 M ADYIHAX, Pabora wmno-
CTPUPYEICH YECIOBHIM IPAMEPOM: H TaK A CTCPXHA ¢ COHeHHeM, moxa3aNEEm HA puc. (11),
B3TOTOBICHHOTO M3 MaTepHana, OOIajaoilero IUACTRYECKOH HCOMHOPONHOCTRIO THIA k=
= kg exp [(& = (x2+»2)] onpenenaroTcsd, Ha OCHOBAHWH DAINCIa 2—11, aUHAE PA3PLIBHOCTH HAM-
DAKEHHH, NHHHA HARGONEIIero Nanenus dysxps O, camMyio §yHKIHIo &, rpaHHYHLIE MOMEHT M
¥ neOPMATIEIO CeucHHs cTepxHs. JIACTCS, TAKNKE, CPABHEHHE ONPEACICHHOTC 3HAUCHHA TPaHMt-
HOTO MOMEHTA, ¢ AWAJIOTHYHMEIM L CTepMAA, H3TOTOBNEHHOIO M3 ONHOPOMHOTO MATEpHANA.

Summary

COMPUTATION OF THE LIMIT LOAD OF A BAR OF GENERAL
TRANSVERSAL NONHOMOGENEITY UNDER CONDITIONS OF TORSION

The problem under consideration is that of free plastic torsion of a prismatic bar characterized
by transversal plastic nonhomogeneity of general type. It is assumed that the nonhomogeneity
function & = k (x, ¥) (the yield limit for pure shear) and its derivatives cfox, dkfay, are continuous.
in component subregions of the cross-section of the bar, The discontinuities admissible at the
border are those of the nonhomogeneity function itself and its derivatives.

The problem is solved by introducing the stress function @. The differential equation (3.9)
of the line of greatest slope of the stress fanction @ is obtained. Strictly speaking the term of line
of greatest slope is used to dentiote not the line itself but its projection on the cross-section of the
bar. As an equation of the characteristic lines the Eq. (3.9) was derived by I. A, Kuxo, [6]. The
differential equation of the line of the greatest slope obtained by another method and discussed in
the present paper was communicated by the present author at the International Conference of the
IPPT, PAN at Kolobrzeg in 1966, therefore before Ref. [6] was published.

Effective methods are proposed for the determination of discontinuity lines of stress. The paper
contains also equations for the determination of the limit moment. The effective equation for the
limnit load is derived making use of the generalized Nédai analogy, [9], which states proportionality
between the limit moment and the volume below the surface @ (x, »). By appropriate sefection
of curvilinear coordinates the computation of the volume below the surface @ is reduced to a very
conveniant integration procedute of a function of two variables. The methods used can be also
made use of for solving associate problems, such as the problem of plastic torsion of circular bars
of variable diameter, made of material of circularly symmetric nonhomogeneity and other problems.
The work-is fllustrated by a numerical example concerning a bar, the cross-section of which is
shown in Fig, 11, The material is assumed to be of plastic nonhomogeneity of the type k =
= Jrpe® (@) The results of Secs. 2 to 11 are used to determine the lines of discontinuity of stress,

the lines of greatest slope of the function @, the function D itself, the limit torque M and the
deformation of the cross-section of the bar. The value of the limit torque is compared with the
analogous value for a bar made of a homogeneous material,
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