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PEWNE ZAGADNIENIE NIEOGRANICZONEJ PEYTY
NA PODLOZU NIELINIOWO-SPREZYSTYM

MARTA NIEMIEC, GWIDON SZEFER (KRAKOW)

1. Wstep

Zagadnienia plyt na podlozu liniowo-sprezystym dla réznych modeli podioza
(podloze Winklera, Weighardta, Schultzego, Pasternaka, pélprzestrzefi sprezysta
itp.), réznych przypadkéw obcigzenia i warunkéw brzegowych byly przedmiotem
prac wielu auntoréw. Problem plyty na podlozu nieliniowo-spreZystym badany byl
w znacznie mniejsze]j liczbie przypadkéw, choé i tu wymieni¢ moina by kilka prac,
miedzy innymi [5]. Te stosunkowo njewielka jeszcze liczbg opracowan przypisaé
nalezy w plerwszym rzedzie charakterystycznym trudno$ciom matematycznym,
wlasciwym zadaniom nieliniowym. .

W pracy niniejszej rozwazamy problem kolowo-symetrycznie obciazonej plyty
nieograniczonej, lezgce] na nieliniowym podiozu winklerowskim. W odréZnieniu
od istniejacych rozwiazan dotyczacych szczegélnych postaci nieliniowosci w pracy
niniejsze] podamy rozwiazanie dla dostatecznie ogélnej postaci funkcji opisujqcej
wlasnoéei nieliniowe” podloza. Réwnocze$nie polozymy nacisk na dobdr takiej
metody rozwiazania problemu, ktéra umozliwilaby szczegélows analize jego
poprawnoici. Cel ten osiagnaé mozna na drodze sprowadzenia réwnania plyty do
pewnego nieliniowego operatora toZsamo$ciowego w przestrzeni funkcyjnej o od-
powiednio przyjetej metryce, co z kolei pozwala na zastosowanie znanego twierdzenia
Banacha-Cacclopoli o punkcie stalym.

Nastepnie rozpatrzymy szezegdlowo przykiad plyty obcigZonej sila skupiona
zamieszezajace odpowiednie wzory na ugiecks, momenty zginajace i sily poprzeczne.

2. Ogolne sformulowanie i rozwiazanie problemu

Rozwazamy kolowo-symetryczne zagadnienie nicograniczonej plyty (rys. 1)
lezacej na podioza nieliniowo-spreZystym o reakcji

2.1) p () = kwtF(w),

gdzie k oznacra staly Winklera (wspolczynnik podatﬁoéci podioza). Problem
rozpatrywaé bedziemy na gruncie klasycznej teorii plyt cienkich, a zaloZzenie o fun-
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keji F(w) podamy w trakeie wywodu. Zadanie sprowadza sie wigc do rozwiazania

réwnania
DAAw = q () —p (),

ktére po wykorzystaniu (2.1) mo#na zapisal w postaci

T (2.2) DAAw-kw = g (r) — F(w),
gdzie
A = (d 1 d)2
e
air)

— —(— 3 -
¥ Y[ ¢% ¥Fy0orsfr fsyysry 7
a

Rys. §

oznacza biharmoniczny operator dla przypadku kolowej symetrii, a

- ER3
D= ma—»
sztywnosé plyty. Do rozwiazania problemu uz‘yjemy‘ Tunkcjfi Greena dla kolowo-
symetrycznego obciaZenia plyty na podlozu Winklera [1]

e

@.3) Glx, §) = w;{

kei x ber E-Lker x bei &, & << x;
ber x kel £+beixker £, £ > x.

Tutaj przyjeto nastgpujace oznaczenia:

oraz ker z, kei z, ber z, bei z sa funkcjami Kelvina.
Funkeja (2.3) spelnia réwnanie

DAAwW-kw = § (x — £),

w ktérym 6 (z) jest osiowo-symetryczna delta-dystrybucjg Diraca. Na tej podstawie
rozwiazanie réwnania (2.2) moZemy ogdlnie przedstawié za pomoca wzoru

oQ

w (x) = f G{x, & [g (&) — F(wIdE,

0
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a nastepnie
2.4) W) =f6) ~ [ G(x & Flw) s,
0

gdzie
a
T

@5 S®=[6wHIO&E= [ 6(x8q(e)d =
_ 0

0

13

:—B[keixéf §ber§€i‘(§)d§+kerx6f Ebei £ g (§) dE+

; :
berx [ Ekei £ g (&) di+beix | Eker&q(&)d&].
] Q

Zwigzek (2.4) jest nicliniowym réwnaniem calkowym II rodzaju z jadrem regular-
nym. Wprowadzajac operator '

L=f(x —f G (x, §) Fd&
0

napiszemy (2.4) krétko w = Lw.
Przyjmujac w przestrzeni C4{(0, co) funkeji w (x) klasy C4 metryke
| d (W, Wr) = max |[wy, — Wp|
wykazemy, Ze operator L jest zwarty, tzn. Ze
d(Ly, L) = max |L(wy) — L (W)l < ad (Wn, wa),
' < a<],

co w my$l znanego twierdzenia Banacha—Cacciopoli o punkcie stalym (przestrzen
C4(0, o0) jest zupelna) dowodzi istnienia i jednoznacznodci rozwiazania réwnania
(2.4) w postaci granicy ciagu iteracji

(2.6) }-vﬂ(x):f(x)—-f G, &) Fwu_) dt, n=12, ..,
i

wo = f(x).
Dowad., Zauwaimy, ze

co

- f G (x, &) F(wy) dE-+ f G (x, &) F (W) dé} =
¢ : i

0

co

N f G (x, ) [F () — F(wm)ldE | =

0

= max

= Amax

f (kei x £ ber &-ker x £ bei &) [F(wy) — F(wm)ldé+
0
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TN

+ [ (ber x & kei &4bei x & ker &) [F (wa) — F (wm)] d&
0

< Amax f (kei x & ber &-+ker x & bei &) [F(wn) — F(wm)1dE| +
1]

4+ A max

| (ber x & kei &4bei x € ker &) [F (wa) — F(wm)]d§ | =
L+

= A max +Amax Iy

-pdzie A = [3/D oraz I i Iy oznaczaja wyszczegdlnione wyzej moduly calek. W dal-
szym ciagu dla dogodnego szacowania funkcji Kelvina ograniczymy si¢ do prze-
dziatu x € [0, 2], co odpowiada zmiennosci r e {0, 2/} (dla takich wartoéci r ugigcia,
momenty 1 sily poprzeczne beda najwicksze, jeéli ograniczymy si¢ do obciazeni dzia-

hié bere| |& tei ¢|

g
104

~ Ry. 2

1ajacych w obrebie Srodka plyty). Ponadto przedzial [x, oo) rozbijemy na dwa prze-
zialy [x, 10] i (10, o), co pozwoli w drugim przedziale na zastosowanie wyrazef
asymptotycznych dla funkcji ker £ 1 kei £ Mamy wige

I < f [kei x & ber &--ker x & bei &] |F (wy) — F (wm)| dE <
0

< ficei ] [ 1§ ber &1 1F Gon) — F (o)l -+ lker x| [ 1€ bel &1 (o)
0 o 0

— F(B'V-m,)l df.
Dla 0 << x < 2 mamy [3]

|kei x| < 0,8, [kerx| < K, |Eber & <2, |[Ebei | < 2.

Stad i na podstawie rys. 2 mamy oczywista relacje

2.2 o 2.2
Iy < 0,8+ —~ -max |F (wWn) — F (wn)|+K- -~ max |F (W) — F(wm)| =

= 2+(0,8-+K)max |F (wa) — F(wm)|.
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Dotychczas nic nie zatoiyliSmy o funkcji F(w). Przyjmijmy dalej, Ze jest ona
przedstawiona wykresem na tys. 3 — dokladnie za$, #e spetnia warunek Lipschitza:
@7 P Ora) — FOvadl <k lwa —wal- 5 . o
Stad

(28) I < 2(0,84K) kmax [wy — wil. Fiw)

Podobnie dla catki f; otrzymujemy

v ‘T’-T

Iy = | f (ber x£kei & -bei x5 ker §) x Rys. 3

E

X [F(wgp) — Fwm)| dE| =

10

j (ber x & kei E+bei x & ker &) [F (wa) — F (wam)lidE+

+ f (ber x & kei &+bei x & ker &) [F (wn) — F(wm)] dE%
l f (ber x & kel &-1-bei x & ker &) [F (wy) — F(wm)] dE}

+ f (ber x & kei £+bei x & ker &) [F (wy) — F(wm)] d&1.
it |

Oznaczajac ostatnie calki odpowiednio przez Iy i I2 znajdziemy kolejno
10 '

1< f Iber x £ kei &-+bei x & ker &] [F (wa) — F(wm)| df <

10 10

< |ber x| f I£ kei .sl |F(wn)—F(wm)i+zbmx| f |£ ker &1 |F(wn)~F(wm)| dE.

|& ker &] |& ker |
0,003 00013
4

] 0w g 0

Rys. 4 |

Z nierdwnodci |berx| < 1, |beix| <1 dla 0 << x <2 i rys. 4 otrzymamy -
10

[ 1€ kei &1 |F (wa) — F (wn)| df <

& 10 .

max |[F(wp) — F (Wml f |£ kei &] dE < max [F(wn) — F(wm)l X

10 '
- 0,5 0003
xf ifkel§|d§<-max|F(wﬂ)—F(wm)|(0’5..1_{_ ___%__ 9).
d

= 2,76 max |F(wn) — F (Wm)],

Rozprawy Inzynierskie — 9
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10

[ 1Eker & |F (wa) — F (wm)| d& <

10
< max |F(wy) — F ()| f 1€ ker ] dE < max |[F(wy) — F(wm)l X

HH

X f [& ker &| d& < max | F (wn) — F(wm) | (0,3-4—|—
6

2
= 2,1 max |F (wa) — F (Wn)|-

(,34-0,0013 6)

Stad .
I << (2,7612,10) max [F (wo) — F(wm)| = 4,86 max [F (wy) — F(#wm).
Podobnie

= 'f tber x & kei E+-bei x & ker £] 1F (wg) — F(wy)| dE <
16 -
< lber x| [ |£kei &| |[F(wa) — F (wi)| d&-+|bei x| x
10
x [ 1Eker &||F(wn) — F (wm) | dE,
10

a wykorzystujac wzory asymptotyczne dla funkcji kei £ i ker £ znajdziemy

B

IH<|berx|f ) ]/ksjn( )e 7z
£ __£

+|bei Ylf‘f'l/*cos(—j :)e V2
]/""—j VEe i/2d§—i— '/ fl/ Ze Vi dE)max[F(wn)—

— F(wm)| = 2]/"2— max [F(wp) — F (Wm)| f ]/ Z e l/?- dE.
10

F () — F (wm)| dE-+

|F (wn) — F(wm)| d <

Po obliczeniu calki mamy
2 <2 ]/ % max |F(va) — FOrml-0,015 = 0,0375 max [F(wa) — FOrm).

Biorac otrzymane oszacowania dla calek I} i J2 i korzystajac z ‘whsnosci (2.7)
dostajemy

(2.9) By << 4,86 max |F (wy) _ F(wm}|+0,0375 max }F (wy) — F(wp)] <

< 4,90k max |wy — wal.
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Ostatecznie wigc na podstawie (2.8) i (2.9) bedzie
d(Ln, Lm) = A (h+Fr) < A [2k (0,8-4-K) max |wy — w|+
+ 4,90k max [wy — wall = 24k (3,254 K) max |w, — W] =
= 20k (3,251 K) d (W, W).
Jesli wiec tylko
a =21k (3,25+K) < 1,
to operator L bedzie zwarty i rozwigzanie réwnania (2.4) istnicje, jest jednoznaczne
i moze by¢ wyznaczone z procesu iteracji (2.6) z dowolna dokladnoécia, przy czym
blad n-tego przyblizenia wynosi [2]

oa®

d(W(), wl):

d(wﬂ,w*)zsél_a

gdzie w* oznacza rozwigzanie Sciske.

Stala K wystepujaca we wzorze na o jest kresem gérnym funkeji ker x w przedzia-
le x> 0. Dla x —0, ker x — o0, lecz wiedy nalezy wzia¢ pod uwage calke I,
{(a nie I), kt6ra jest ograniczona dla wszystkich 0 < x £ 2. Gdyby wigc obraé
przykladowo przedziat 0,01 € x < 2, to

K ==%ker 0,01 = 4,72,
a wtedy
13

az'zgk

' 16 [em’
(G25+470) ~ poel B

Dla x =0 d(Ln, L) = My < 4,94k max |wy, — Wal;

skad- _
JE 49[cm
a:4,93k——1— p B

W ten spos6b przy zalozeniu (2.7) dowiedliémy istnienia rozwigzania réwnania
(2.4), a wige i (2.2) w postaci zbieZnego ciagu kolejnych przyblizen d1a 0,01 < x < 2
przy a=16/1<<1ix=0 przy a = 49/l < 1. Przeprowadzony dowéd pozwala
na wyznaczenie ugicé, momentdw zginajacych i sit poprzecznych dla réznych
przypadkéw obciaZenia i odporu. W szczegdlnodei zajmiemy si¢ dalej plyta obcia-
Zong silg skupiona, lezaca na podlozu o charakterystyce analitycznej.

3. Plyta na podloin o charakterystyce analitycznej pod dzialaniem silyﬁskupione_i

Nieliniowoéé podloza ckreSlona jest funkcja

x

3.1 F(w) = Z Cm W

m=2
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Zgodnie z (2.6) rozwiazaniem jest granica ciagu

(2 m@= )= [ G D enwil ()=
0 m=2 .
== Yom[ G WL @dE =12
0 .

m=2

Dla g (&) = Pé (§)/2n£l otrzymu_]emy Znany rezultat

(& G P2 '
33w =S)=P f G D onal s? 2715[[ (; é?)L:o: 2 Dkelx

o)

Pierwsze przyblizenie wyznaczymy ze wzoru

_ Wy (x) = Wy (x) ch G (x, &) W (£) d =
P2 hnd PPRA™ x .
— “E&Bkei X — m‘SZ em (— 1™ (2 D) f G(x, & kei™ & dE.

0
Wykorzystujac postad funkéji G {x, &) rnajdziemy

&
re & P12 g3
wy (x) = -ﬁﬁkeuﬁ Zcm( 1ym (2 D) [f f-E(keixber &+
wm=2 )
0

o 513
4-ker x bei &) kei®™ Ec{f—!— f —7 (ber x kei £-+4bei x—l—_ker &) keim §d§]

&
i dalej .

PR

B (Pzzm[_ J .
23791{_61 x+ Bng’; Cm (— 17 2?5) keixf & ber £ kei™ x
0

wy () =

% EdE+Tker xf E bei & kei™ EdE-Sber x f & keim+1 £ dE4-
[H] @

“bel x f & ker & kei™ Ed&]’.
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Whprowadzaiac oznaczenia
o -

D (%) = f 3 ber.é Xeim £ dE,

0

I (x) = [ &bei & keim £d5,
[

(=43

Lim (%) = f Ekeim+1 £ dE,

T

L (x) = f £ ker £ kei™ &dE,

otrzymamy
(3.4) wy (x) = kel x+— 2 O (—1)™ ( D) {kei x [1m () |

Jker x Ly (x)-+ber x Iym (x)+bei x Iy ()1

Obliczajac
. 52 i A EZ " ki m
keim & = (— g — LIS o +) Py g.;; i) X
£2 z\m-i 71,1159 i oMb\ I - i 7\ S
ime= TS = 2 2000
) {\m—i~§
x (0,279)¢ (m -Z) Exm=2f I m—4-1%
ié__m,m;?,,jgm——f,

dostaniemy

@

“ | 4
Ilm(x):ffberEI(eimEdE:ff(lﬁé%—#...)keim&déz
3

=]

[

m m—i : o |
2 ( )( l) (ﬁ E)j0279i (_,_ i) ! jfEZCM—j)Jrllnm,—q‘,_j £dE .
i=0 §=60 4 2 ] . .

]
Podobnie dla drugiej caltki mamy

o &2 &6 1 & —_
Im(x):fff(-zﬁﬁ"s—&-i- )keimédézEZ ( )(m !)
] \

i=0 F=0

w.

><( _)jO 279%( l)m-*’ j f gam=+3 1"~ EdE
3 4
0
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Wykonujac analogiczpe dziatania dla pozostalych calek otrzymamy (przy réwno-
czesnym wykorzystaniu wyrazen asymptotycznych dla funkeji kei & i ker &)

oo 1 oo
Lu(x) = f £ kei™ 1 £dE — f £ kei™ ! £dE-+- f £ kei™ 1 £dt =
] @ 1

m —
+1 m+1—4 -

i Tym+1-2-4 :
4) 0,279i(— T) f Eam=D+3 =i gy
Z

T \mtl
+ (MVT) wSm (x)’

el 1_'m.+1 me1

cosm(x)m_'ﬂfg TSEHM+1(7‘E§+’§)€ V2 d,
i ,

{=0 §=0 (

gdzie

o0 1
Lim (%) = f £ ker & keim & df = f 5(—111 £4+0,1159+ ;6 §2+...) %

. d i & Y — —
xke1m§d§+f 5[ T e (__+ H_) ]/2} [_ B
J VT w) 2
. E 41 - o=m m  wm—i _ §
xsm(ﬁ-l-—g—)e 1/2] dt = Z ?:!) (mj z) (__472) 0,279 x
1 g ! 1
x (""" T) [(“"“ D f UMD =T £ 10,1159 f £2m—+1

1
x Ing=i~d g+ % f EA—+3 [pm—i—] sds] +(— 1)m(]/ ;‘)’“ D (%),
x ’ .

Przy czym
m41

w4m () fmal_@;_l (§+”)' (‘5+“)_72:5
dm = €Oo8 [~ T —|sin®{— + —| e dé.
. vz 8 Yz 8

Obliczzajac(; wystgpujace w wyraZeniach Iy (x), ..., Iim (X} elementarne catki
typu f M=% In™~¢ 2 dostaniemy po szeregu prostych przeksztalcen

wo i m—i—7

o 35 O o

1\m—t-1 oSt
X T) (ml)mmi+sWx2m*2j+2 Ium—i—f—sx

3
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1 m m—{ m—i—j m— i —j g
=g 3 5 3 () ) o
i=0 =0 8=0
P\"— s!
—] —q e 2M—2] 4 A { — -8
>((4) (= +s(2m ppape

m+1m—=1+4+i m—Ef—J+1 17 s
Latg=3 3 M (m+1)(m+j I)(m zs j+1)(4) .0,279¢ x

=0 =0 §e=0
1 \m—i=J+1 o
e I e
mE+1m—i+1
m—+1 — i-+1 1 \m+1—i—1
+ -
.,';jévg ( 3 )( _] )(4) 0279 (4) b'e

(m —i—j+i)
(2m _2j+4)m—i—3’+2’

65 Ln@= Y mj‘i mfm(’?)(m;i) (m_‘;”l)( ) 10,2791

i=0 =0

¢ (__ 1)2m—2i—j+2

1\ m—i—f st
% ( ) ( l)m—£+s+2 (zm — 2j+2)3+1 x2m—21+21nm—i—:f—8+lx+

n m—im—i-7 . , . —d—
’ 1 [y R v A
=0 J=0 s=0 J § 4 4

A2m=2742

—1 m';i+s+1 1 [p—i—i-s . U
% (=1} slin x[O,_1159 Gm — 27+ 2+ +

. x2m-2i+4 MmN fm— i\ w\d 1 \m—i-d
- - il af =
16 (2m—2j+43+1]+¢§5§(f)( j )(4) 0’279(4) g

(m —i—j+1)!
@m = 2jt2ym=i-3+2

% [(_ 1)2m-2i-j+2 40,1159 (= 1)2m-26-7 x

—(— 1\2m—2¢—§ .
*@m— 2 o g R

(m i — ) 7 (m—i— ) ]
Podstawiajac powyzsze wielkosci do wzoru (3.4) otrzymamy postaé pierwszego
przyblizenia powierzchni ugigeia plyty. W wyraZeniach Iy (%) i Lim (x) pominieto
wyrazy @im i wgm jako mate, co widaé wprost z ich postaci.

W podobny sposéb mozna obliczyé dalsze przyblizenia wy (%), ..., Wn (X). Po-
nizej przytoczymy gotowe wzory do obliczenia ugieé oraz sit wewnetrznych dla
przypadku m = 2.




272 ‘ MARTA NIEMIEC, GWIDON SZEFER

4. Nielinlowoes¢ kwadratowa
Niechaj reakcja podioza ma postaé
4.1 o _ p(w) = kwep Wl

Zerowe przyblizenie pozostaje bez zmian, a wige ma postaé (3.3). Pierwsze preybli-
zenie wg (3.4) przedstawia si¢ nastgpujaco:

rr & ( P2

2
oD kei x+ e 2—75) [kei x Iyp (x)+ker x I (x)+

42) wilx)=—
+ber x Jap (x)-+bei x Ip (X1,
gdzie zgodnie z (3.5) dla m = 2 mamy po wykonaniu prostych dzialan:
I (x) = 0,010 x6 In2 x - 0,026 x61n x-10,098 x4 1n x+0,017 x5+
— 0,134 x4+0,308 x2,
Ly (x) = 0,002 x8 In2 x — 0,005 X8 1n x-+0,016 x61n x-+0,003 x3 0,021 x6-f-
40,038 x4,
@43 L= 0,0019 8 In3 x — 0,0030 x3 In2 x-+0,0091 x81n x--
+0,0245 x6 In? x — 0,0629 x6 In x+0,1157 x4 n x+
__ 0,0042 x8-1-0,0410 x6 — 0,1579 x440,242 x2 — 0,1213,

Ly (%) = 0,010 x6 In3 x+(-—0,002 x8 -— 0,010 x61-0,098 x4} In? x--
4-(0,004 x8-4-0,016 x5 — 0,170 x4-+0,308 x2) In x — 0, 002 x84
10,011 x6-4-0,024 x* — 0,190 x2--0,157.
Znajomoéé funkeii Tiz (x), -, a2 (%) la;cznie ze wzorem {4.2) pozwala na wyznacze-

nie pierwszego przybliZenia dla momentéw zginajacych i sil poprecznych. Zgodnie
z ogdlnymi, znanymi formutami

o D(dzw+ » dw)
T T a2 roarl’
» : o (1 dw+ d2w)
@4 = TP\T % T an )

(d3w+ 1 d2w 1 dw)
Qr=D a3 ' r d? 2 drl’

gdzie M, oznacza moment w kierunku promieniowym, M, moment obwodowy,
O sile poprzeczng — mamy dla zerowego przyblizenia
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P v
M= — (kci” x-+ —kei’ x) ,
231:_ X
(4 5) M0= £ _l_k ] —I—vkei” -
. »= o\ S el x x|,

Pl 1
0 _ LYy
r o l( kei’ x— kei'' x — kei x).

Dla pierwszego przybliZenia otrzymujemy po uwzglednieniu (4.2) i wykonaniu

szeregu elementarnych przeksztalcen
PI2\?
M! =M~ 1(2 D) [A(x)-l— B(x)]

' - il ] @)
{4.6) M, =M, — 12 D B(x)+rA4 (x)

PIz\?
O =Qi+erl ( )lC(x)+ A(x)—bﬂB(*c))

dzie
: A(x) = kei"” x 112 ()42 kei’ x I}, (x)-kei x I} (x)+ker'” x Inp (x)+
+-2ker’ x I, (x)+ker x Ly (xXy+ber"” x Izp (x)}42 ber” x Ly (x)+
+ber x Tny (xX)-Fbei’” x Ipp (x)+2 bei” x Ly (x)+-bei x I (%),
4.7 B(x) = kei’ x Iy (x)+kei x I}, (x)+ker’ x Iy (x)+-ker x L, (x)+
Fber! x Iy (x)+ber x Iy, (x)-Fbei’ x Ly (x)-1bei x Ig (x),
C (%) = ke x I (x)13 kei'” x I (x)+3 kei’ x Ij3 (x)-+Kei x I, (0)-+

tker'" x L (x)-+-3 ker'’ x I, (x)-+3 ker' x Ipy (x)4-ker x Ly’ ()+

+ber’"” x I3y (x)+3 ber’’ x Iy (x)-+3 ber’ x I (¥)+ber x Iy’ (x)+
+bei’” x Ly (x)+3 bei’’ x I, ()+3 bei’ x I (x)+bei x I, (x).
W oparciu o wyprowadzone wzory (4.2) i (4.6) podamy teraz przykiad obli-

czeniowy dla konkretnych parametrow plyty i podloza.

Niech odpowiednie dane wynosza:
= 60 000 kG, E = 200000 kGjem?2, » = 0,20, A = 20 cm, k = 6 kGjcm3

¢ = —6 kG/cmd.

Stad .
Ehd 200000-203

D=3 d =2 120 — 0208

, ]73_]/1,39-108_694
~V k- 6 orem

=1 39 IOSchm,
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PoniewaZz mamy

6_16 4 _ 4 _
T T s b

—_— =
I 694
przeto mozemy stosowaé metodg iteracji.

Wykorzystujge wyprowadzone wzory na ugigeie, momenty zginajgce i sily
poprzeczne ofrzymamy wartosci zestawione w tablicy 1. Wykresy odpowiednich
wielkoéci podano na tys. 5.

3 S —

em

\#\s
W

20

| Tm/m]

\
\

/

T/m}

Rys. 5

Roznice w stosunku do podloza liniowego sa tutaj niewielkie. Jak wida¢, nie
zachodzi tez potrzeba. wyznaczania dalszych przyblizen.

5. Zakohczenie

W pracy podali$my rozwigzanie nieliniowego réwnania catkowego (2.4), réw-
nowaznego wyjsciowemu réwnaniu plyty (2.2), stosujac metode kolejnych przybli-
Zen. Szczegdlng uwage zwrocono na dowdd rzbieZnoSci procesu iteracii i ocene
bledu dla dostatecznie ogdlnej postaci nieliniowosci podloza. Dowéd, oparty
na twierdzeniu Banacha-Cacciopoliego, przeprowadziliémy przy tym dla prze-
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dziatu 0,01 € x < 2. Z uwagi na te okolicznoé¢ pragniemy w zakoficzeniu przyto-
czyé dodatkowe objaénienia. Nalezy zauwazyé, ze ogranpiczenie przedzialu zmien-
noéci x podyktowane bylo przede wszystkim wygoda szacowania funkcji Kelvina,
ktérych postaé okreflona odpowiednimi szaregaml nastrgczala pewne trudnosei.
Nie nalezy przeto wnosic, Ze tylko w wyrmcmonym przedzmle [6,01; 2] jest zbiezny
ciag kolejnych przybhzen Tozwazany w pracy. Wymka stad ]edyme Ze 'w omawia-
nym przedziale metoda’ iteracji moze by¢ stosowana na pewno: dla innych za§
wartofci x nalezaloby przeprowadzié oddzielna, dodatkows analizg. ‘Wybdr prze-
dzialu mial réwniez na celu umozliwienie wykorzystania pracy do takich praktycz-
nych przypadkéw obciazen, ktére dzialaja w obrebie srodka plyty. Obclazenla takie
sg typowe dla nawierzchni drogowych i plyt startowych lotnisk.

Réwniez zalozenie (2.7) o funkcji F(w) nie jest warunkiem koniecznym zwar-
tokci operatora I, lecz warunkiem wystarczajacym. Byé moze udaltoby sig wykazaé
zwarto$é operatora i przy innym zaloZeniu, ewentualnie przy przyjeciu innej metryki
A (wy, Wi

Dalszego opracowania wymagaja przypadki plyt przy dowolnym, nie kolowo-
symetryczoym obciaZeniu, pltyty pél-nieograniczone itp. Zagadnienia te stanowi¢
beda przedmiot oddzielnej pracy.
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Peszmome

HEKOTOPAS 3AOAYWA BECKOHEUHOU THIACTHHKH
HA HEJIMHEAHO-VIIPYFOM OCHOBAHWI: -~ =

B paBoTe OnpenensioTes wITHOH, H3TECAIOMINe MOMEHTH H IONePeyHRe crnkl B Gecromeanoi
ONACTHHKE Ha YMPYTOM HOJHHEHHOM, BHHKIICPOBOM OCHOBaHEH. PelieHEe NORYYEHO TIPH HCHOM:-
30BAHEE MeTOMA MOCTCHOBATCILHLIX NprGNmernii. IlokasaHa CXOAAMOCTh W ONSHKA HOIPEil-
HOCTH NPOILEcca HICPAHMH, CBOAL KBASHIHHCHROS ypaBfeHHe ITIACTHHKY 2.2} & HenAReRHOMY
¥PRBHECHWI0 MHISTPAIGHOTO Tana Fammepmrrefina, PeieHEC XQTOPOTQ. CCHOBANO Ha TCODEME
Banaxa-Kaunonons ¢ uHBapuadTHOHR Toukod. [lamee baccMATPHRAETCH HO,EIpOGHO TI2CTHHKA HA
AHATRTEYECKOM OCHOBAHHY, BATPYIKEHEAS COCPENOTOUCHHGH CHIOM, Hpmaomc;l MHCIIOROH TIpH-
Mep IEarpaMmer mporEGa ® sHyTpemmEmX ciin IIpoGneMaTwra paBoTsl MOKeT HAHTH TPEMEHEHRS
X QHAIM3Y HANpssxelHOT0 COCTOANES B UNNTAX AOPOKHOIO TOKDMIHS. ¥ BSNETHSIX IOIOC,
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Summary

PROBLEM OF AN INFINITE PLATE
RESTING ON A NONLINEAR ELASTIC FOUNDATION

The quantites determined for an infinite plate resting on a nonlinear foundation of the Winkler
type are the deflections, bending moments and shear forces. The solution is obtained by iteration.
The convergence of the iteration process is shown and the error is estimated by reducing the quasi-
linear equation of the plate {(2.2) to a nonlinear integral equation of the Hammerstein type, the
solution of which is based on the theorem of Banach-Cacciopoli on the invariant point. The problem
of a plate resting on an analytic foundation and loaded by a concentrated force is studied in detail.
A numerical example is done, giving diagrams of deflection and section forces.

The problem considered is of importance for the analysis of the state of stress in road and runway
plates.

POLITECHNIKA ERAKOWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcfi dnia 29 listopada 1967 r.






