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1. W 1941 r. M. A. BioT opublikowat [1] swa liniowa teorie deformacji ciata
porowatego, zawierajgcego plyn lepki, a w latach péZniejszych zajat sie (2 za nim
i inni autorzy) problemem propagacji akustyezne] w takim ofrodku. Z drugiej
strony w ostatnim dziesigcioleciu rozwinela sig, zapoczatkowana we wspoiczesnym
ujeciu przez C. TRUESDELLA [3], teoria dyfuzji cial odksztalcalnych. Zdawaé by sig
moglo, ze zlinearyzowana teoria dyfuzji pltynu lepkiego i ciala spreZystego powinna
by¢ identyczna z teorig Biota. Tak jednak; jak to stwierdzono [4], nie jest. W niniej-
szej pracy postaramy si¢ odpowiedzie¢ na pytanie: jakie jest miejsce teorii Biota
w mechanice ofrodkow ciaglych? Za krylerium poprawnoéci emawianych zwigzkdw
uwazaé bedziemy zgodno$é z podstawowymi zasadami, ktdrych spelnienia Zada sig
[5] od réwnan konstytutywnych opisujacych dane cialo.

2. Zaczniemy od krdtkiego przypomnienia podstaw liniowej teorii Biota Brot
zaklada, 2¢ kazdy punkt przestrzeni jest rdwnocze$nie zajety przez czastke ciala
sprezystego oraz przez czastke plynu. Otrzymany w ten sposob agregat charaktery-
zuje si¢ energia potencjalng W = W {grad w, divU) gdzie w i U oznaczaja odpo-
wiednio wektory przemieszezenia ciala statego i plynu. Wychodzac z takiego zalo-
Zenia wyprowadza BIoT zwiazki konstytutywne, ktére w przypadku izotropii
przyjmuja nastgpujaca postaé:

@0 o3y = Aejy, 8i5+2Nep+ Qe 815,

o= — ‘B_(Qerm"f‘R@?arc) dig = pdiy.

OznaczyliSmy tutaj przez dﬁ, cr,;j tensory napr¢Zenia, przez e%j, e% — tensory
odksztalcenia infinitezymalnego odnoszace sig do ciala 1 (ciato stale) tub tez do ciala
2 (plyn). Wszystkic skladowe odniefliSmy do wspélrzednych kartezjafiskich.
W dalszym ciggu ograniczymy si¢ do badania ciala jednorodnego zakladajac,
ze wielkosci 4, N, @ i R sa stale. Zauwazymy od razu, Ze réwnania konstytutywne
(2.1) nie spelniaja zasady wspoOlobecnosci. Zasada ta nie wymaga co prawda, aby
w ostatecznych zwiazkach wystepowaly te same zmienne, jednakze usuniecie niekt6-
rych wielkosci moze byé spowodowane jedynie wymaganiami zasad mechaniki,
warunkow symetrii czy tez zasady produkcji entropii. W pracy Biota zwiazki (2.1)
wynikaja natomiast z definicji potenc_]a’iu W oraz z definicji zaleinofcl nuqdzy
potencjalem W a oyj.
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Postugujac sie zwiazkami (2.1) mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci
wyprowadzone przez BIOTA rdéwnania tuchu:

2.2) Gvgj,j = o1 wite1z Ui, C’%f,g- = g2 ti+0n Ui,

gdzie 11, 012 1 @22 S2 wspdlczynnikami zwigzanymi z gestofciami ciata stalego
i plynu.

3. Przytoczymy teraz réwnania ruchu agregatu dwoch o$rodkéw dyfundujacych
pomijajac sily masowe 1 zaldadajac, Ze¢ spelniony jest postulat zachowania masy
dla kazdego z tych oérodkéw oddzielnie (por. np. [6]). Mamy

“ 1 " >
3.1 L S W U§i3ja = 02 Ui — 0’%3;,

gdzie 7 jest wektorem oporu dyfuzii, 0%, ¢ zas napreZeniami czastkowymi.

W celu upodobnienia (2.2) do (3.1) rozwiaZemy ten uklad réwnafi wzgledem
oraz Uy Otrzymane zwigzki maja nastgpujaca postad:

(32) o11 # = 11 Aoy ;-+o11 Boj 4,
022 Us = 022 Boy ;4022 Co3y 4,
gdzie oznaczyliémy

o011 212

922 .
PCE B:“@, 0@ = 011 022 — 0%~

Gy A= 5, C=

Poréwnujac (3.2) z (3.1) widzimy, #e nalezaloby przyja¢ w dalszym ciggu

1 T B2y i 1 2
G;(ii) — Iy = 911(440'.;3;‘1‘3%;;) = 0 Cg dis+ag eij+ 03 €55 0175

3.4 _ _
Uﬁ) + 1 = QZZ(BU%f"‘CU%j) = C’chrc deg+P2 eﬁlj—[_ﬁii €ip 01

Tutaj ofp i 6¥? sa nowo zdefiniowanymi naprezeniami czastkowymi, spelniajacymi
zasadg wspdlobecnoded, Ili; jest za§ pewna funkcja, ktorej dywergencia jest oporem
dyfuzji:

(35) ng,f = .

Wystgpujace w (3.4) wspSlezynniki fenomenologiczne a i § okreSlone sa przez
nast¢pujace zwigzki:

Q 2011 g2 N
a =2 (911 022 A+en 912? s Up T T o2

3

R
a3 =02 (911 022 Q+on1 912‘5) R
(3.6)
2012002 N
-

E

Q
B1= —9'2(911 o12 A+on szf), B2

R
fy=— 9‘2(911 222 Q-Fout 92273‘) .
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Podstawiajac (3:4) 1 (3.5) do (3.2) otrzymujemy

-» l - .
(3.7 —m = g1 — 0%, =03 Ui— 0.

Uzyskalismy zatem formalna identyczno$é réwnafi ruchu dwdch ofrodkow
dyfundujacych z réwnaniami ruchu mieszaniny Biota. Musimy teraz wyjasnid,
czy ni¢ zachodzl sprzeczno$é miedzy zwiazkami (3.4), wynikajacymi z teorii Biota,
a vzyskanymi formalnie réwnaniami ruchu (3.7).

1. Przyjmijmy na razie, ¢ cialo 1 jest izotropowym cialem sprezystym, cialo
2 za§ plynem. W przypadku ruchu takiej mieszaniny maja zastosowania rownania
konstytutywne uzyskane przez A. E. GReEENA i T. R. SteELA [7]. Réwnania te czynia
zado$é zadaniu niezmienniczodci i zasadzie wspodlobecnoscei, a ograniczenia nato-
Zone na wystepujace w nich wspdlezynniki fenomenologiczne wynikaja z zastosowa-
nia nieréwno$ci entropii. Otdz w przypadku zlinearyzowanym, zgodnie 7 tg praca,
zadne z naprezen czasikowych nie zalefy ani od rdZnicy predkosei skiadnikow
mieszaniny, ani tez od pochodnych tensora odksziatcenia; opdr dyfuzii natomiast
od tych wielkosci zaleZy.

W tym przypadku z rozwigzania réwnania (3.5) wynika, Ze 1 tensor If;; musi
zalezeé od tej réimicy, a zatem (w zwiazku z zaloZeniami odnodnie off i o%7)
spelienie zwigzkow (3.4) nie jest mozliwe.

2. Yesliby obydwa ciala byly izotropowymi cialami spreZystymi, to zgodnie z pra-
ca [4] opor dyfuzji zaleZzalby ponownie od podanych poprzednio wielkoci, a zatem
i w tym przypadku spelnienie zwigzkow (3.4) nie jest mozliwe.

Doszlismy w ten spos6b do wniosku, Ze w teoril Bioia pominigty jest opor dy-
fuzji. W lkonsekwencji zwiazki (3.4) nalezy uwaZaé za réwnania konstytutywne
dla naprezen czastkowych off i of.

3. Nalezy teraz wyjaénié, przyjmujac za dopuszezalne pominiecie oporu dy-
Tagjt, jakich dwoéch cial mieszaning mozna opisaé zwigzkami (3.4). Jednym z nich
jest niewatpliwie izotropowe, jednorodne cialo sprezyste, przy czym napigienie
w takim ciele opisane jest w przypadku infinitezymalnej deformacii, jak wiadomo,
zwigzkiem typu

(3.9) o35 = A ewn Geg 24 eéj .

Drugie z tych ciat opisane jest, w przypadkn gdy pierwsze z nich nie wystgpujc,
zwiazkiem konstytutywnym typu

(3.9 a1y — Mg ey Suy -

Zachodza trzy przypadki: 1. Ciale 2 moze byé, zgodnie z zaloZzeniami Biota,
idealnym (sprezystym) plynem Stokesa o réwnaniuv konstytutywnym

(3.10) O4f = — 7 (543'.

Jednakse Zadanic jednoczesnego spelnienia réwnania zachowania masy oraz wyni-
kajacego z (3.9) i (3.10) zwiazku 7 = — A, e, wraz 7z zaloZeniem o nieskoficzenie
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matych deformacjach i predkodciach prowadzi, co latwo sprawdzié, do nast¢puja-
cego rownania stanu:

(.11 7w=Jogmet+C, C=const.

Cialo 2 moze byé wiec bardzo szezegdlnym przypadkiem plynu piezotropowego.
II. Cialo 2 moze byé réwniez dowolnie poruszajgcym sig cialem sprezystym,
dla ktdrsgo wspdlezynnik Lamégo p = 0.
ITI. Cialo 2 moZe byé wreszcie dowolpym cialem sprezystym o ograniczeniach
natoionych na stan deformacyi.

Zatozmy, Ze
(3.12) eizj == e(xl, X0, X3y i) 6«;1,
gdzie e = 1/3 e3;, Wowezas

(3.13) ou — (3A+24) ediy,

a to jesi istotmie wzér typu (3.8). Z (3.12) wynika, Ze

(3.14) U,j =0, gdy i#],

a wige

(3.15) Up=Ui(x,8), Ua=Ua(xp 8, Us=Us(x30
oraz

02 Uyxi, 1)

(3.16) G = g2

(nie sumowac po 7}.

Podstawmy teraz (3.4) i (3.16) do (3.7) uwzgledniajac, Ze oy = 0:

02 U;
- 1 t . . .
O11 Ui — eﬁ’i—i—az 5, jHas max——~_ o (nie sumowaé po i),
% %

317
. : . 2 Us . Co
022 Us = Py ey i+ Baep i+P3 Oz O (nie sumowaé po 7).
(]

Uklad réwnah (3.17); jest rozprzezony ze wezgledu na Uj; kazde z réwnai
tego ukladu jest niejednorodnym réwnaniem falowym, Wielkosci U; moZna zatem
bez trudn wyeliminowaé z (3.17);. Zauwagmy jednakze, ze z (3.15) i z (3.17)
wynikaja dodatkowe ograniczenia, ktdrym podlegaja funkcje Aul {x1, X3, X3, 1),
Muszg by¢é mianowicie spelnione warunki

(3.18) Bie}; +Pael ;= filx, ) (nie sumowaé po i),

gdzie fi (x1, 1) sa dowolnymi funkcjami swoich argumentdw.
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PeszmomMme

MECTO TEOPUH BHO B MEXAHUWKE CITIIONHBIX CPE]

B rnipefcTaBlcHHEOR pafore jaercsl KPRTHYSCKOE CPaBHEHHS TEOPMH Xoncowwpaumm bmo
¢ fopee coBpeMEBHEIMH TEOPHAMH, 2 B ocoberrocty Teopeit I'pura v CTHA. ABTOp HOKABBBAET
OrpaguYeEHYI0 UPAMEHIEMOCTS TEODHE Bro, YTBepHAAs BpcHeGpekeHwe B Hell COTPOTHBIICHHEM

muddbyaun.
Summary
THE PLACE OF THE BIOT POROSITY THEORY IN CONTINUUM MECHANICS
The paper contains a critical comparison of the Biot consolidation theory with more modern

theories, in particular with Green’s theory. The author demonstrates the limited range appli-
cability of the Biot theory, indicating that it neglects the diffusion resistance.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIET ARADEMIT NAUK
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