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1. Wstep

Rozpatrywaé bedziemy zagadnienie spregystego pasma farczowego o dufej
wysokosci H. Wzdtuz dolnej krawedzi pasmo jest polaczone na odeinku [x;] < a
z belka sprezysta obustronnie utwierdzona o sztywnoéel gietnej Ep I, a wzdluz
potprostych |x1] = a jest utwierdzone caltkowicie w nicodkszialcalnym podlozu.
Na uklad dzialaja sily masowe: cigZar whasny tarczy i belki (rys. 1).

Zasadniczym celem pracy jest wyzna-
czenie rozkladu oddzialywan tarcry na
belke. Nastepnie okreélony zostanie stan
napreZenia w tarczy.

Wyniki uzyskane w te] pracy moga
znalez¢ zastosowanie przy analizie obcia-
zen przekazywanych przez éciany na nad-
proza (w fazie limiowo-sprezyste]) oraz
napreken  wystgpujacych w dcianach
w okolicach przesklepionych otwordw.
Postawiony problem ma wiec znaczenic
prakiyczne i moze byé nazwany «zagad-
nieniem nadprozay.

Tradycyinie preyjmuje sig, ze nadproZe jest obeigZzone cigzarem tej czesei Sciany,
ktéra znajduje sie ponize] hipotetyczne] krzywej odlamu, ktdry wylworzylby. sie,
jezeli otwor bylby nieprzesklepiony. Cigzar $ciany z obszaru powyZei krzywej
odtamu, zgodnie z tym pogladem, jest przenoszony przez tzw. sklepienie odcigZa-
jace na partie §cian poza otworem.

Rys. 1

Na hipotezie sklepienia odcigZajacego oparte sa postanowienia Polskiej Normy
(PN-64/B-02009) dotyczace obeiaZenia nadprozy. Na hipotezie tej opiera sig row-
niez teoria pionowego ci$nienia gdrniczego dzialajacego na strop cbudowy chodni-
kéw goérniczych 1 tunel opracowana przez M. M. ProTopiAxoNowA [1] i stano-
wiaca do dzisiaj zasadniczg metode w budownictwie podziemnym. Z nowszych
prac poswieconych temu zagadnieniu nalefy wymieni¢ publikacje M. NiEMIEC
i G. Szerera [2]. Autorzy wyznaczyli krzywa sklepienia odcigzajacego na gruncie
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teorii sprezystoécei, traktujac te krzywa jako miejsce geometryczne punktéw naj-
wickszego wytezenia materiatu.

B. N. ZEMOCZKIN pierwszy, jak sie wydaje, podszedl do zagadnienia odmiennie,
W monografii [3] Zemoczkin rozpatruje rygle wspélpracujace ze stojaca na nich
$ciang. Rygle traktuje jako belki ciagle o nieskoficzenie wielu réwnych przgstach,
$ciang natomiast jako spreZyste pasmo tarczowe o skoficzonej wysokoéci. Okresowy
(wzgledem poziomej wspolrzednej) charakter obcigzen pozwala budowaé rozwig-
zania w postaci szetegdw trygonometrycznych. W dalszym ciagu Zemoczkin rozwaza
nadproza wieloprzestowe opaite odcinkami na filarach migdzyotworowych oraz
nadproza jednoprzestowe. W rozwazaniach swych uwzglednia sprezysta wspdiprace
belki i $ciany. Metoda obliczen opiera si¢ na znanej (i nalezacej réwniez do B. N. Ze-
meczkina) koncepeji obliczania belek na podlozun sprezystym, polegajace] na zastg-
pieniu cigglych wigzdéw laczacych belke z podlozem (typu polprzestrzeni lub pél-
plaszezyzny spresystef) wiezami wprowadzonymi do skonczonej liczby punktdw
styku. Jak wiadomo, jest to metoda przyblizona i wymagajaca bardzo duZego
nakladu pracy rachunkowej.

Rozwiazanie zagadnienia, przedstawione w niniejszej pracy, opiera sie na me-
todach $cislych i pozwala latwo i malym nakladem pracy wyznaczyé rozklad
i wielko$¢ obcigzen przekazywanych na belke.

Rozwazania oparto na zalozeniach, kidre wprawdzie obciazaja wyniki pewnym
bledem, jednakie znacznie upraszczaja obliczenia i pozwalaja uzyskaé efektywne
rozwigzanie postawionego problemu.

Przyieto, Ze krawedZ gorna belki przemieszeza sie tylko pionowo, przy czym
przemicszezenia te sa réwne przemieszezeniom osi belki. W rzeczywistosei beda
mialy miejsce nieznaczne przemieszezenia poziome zwigzane z obrotami przekro-
jow poprzecznych belki.

Zaklada si¢ ponadto, Ze zaburzenia brzegowe spowodowane spreZysta podat-
noicia belki majg charakter lokalny i przy duzym H/a moina zaniedbad wplyw
warunkdw brzegowych na krawedzi xo = H, przyimujac H = oo, ¢co odpowiada
tarczy poOmieograniczonej. Blad spowodowany takim uproszczeniem zadania
mozna dosé latwo oszacowad.

Warunki brzegowe na krawedzi dolnej x, = 0 mozemy sformutowac nastgpu-
jaco: -

ul(xlso):oa —o0 < Xy <00
(L1) up(x, 0) = Vx), Jesli | <a;
uz (x, M =0, jeSli  |xql > a.

Tutaj ¥ (x1) oznacza ugiccie belki.
Wzory okreflajace stan naprezenia i przemieszezenia tarczy mozna przedstawic
jako superpozycje dwdch rozwigzan:

(]2) Gy = Gg(j))+0’.§? 3 Hy = u§0)+u§1) ’ laJ = 19 2,
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gdzie o:g’, #” oznaczaja skladowe stanu napreZenia i przemieszezenia pasma tar-

czowego o skoficzonej wysokoéci H, utwierdzonego na calym brzegu xp = 0, spo-
wodowanego dziataniem cigzaru wlasnego (rys. 2); of, " skladowe stanu napre-

senia i przemieszczenia w tarczy pohieograniczonej z mieszanymi warunkami
na brzegn x» = 0 (rys. 3a), gdzie

D (x1,0) =0, —00 < Xy < 00,

(1.3) u®(xy, 0) =0, jesli x| >a,
1 —

o (1, 0) = —o3F (x%1,0) — “S‘P(XD, jesli x| < a.

Korzystamy tutaj z drugiego zatoze-
nia 1 zamiast pasma bierzemy do dal-
szych rozwazafl pOiplaszezyzne sprezysts.
W réwnaniach (1.3) p(xq) jest funkcja
wrzajemnego oddziatywania belki i tarczy,
d jest grubodcia tarczy.

Jezeli teraz funkcje p(x{) wyznaczymy

sz

Rys, 2

z warnnku ciaglego kontaktu tarczy i belki,
(1'4) UZ(JCI,O) = V(xl): lel <a,
to spelnimy tym samym w sposéb $cisly warunki brzegowe (1.1) na dolnej krawedzi
pasma. Warunki brzegowe na goérnej krawgdzi (x = H) bedg, spelnione z bledem
wynikajaeym z drugiego zatoZenia.

Linie ugiecia belki wyznaczymy dla schematu przedstawionego na rys. 3b przy
obciazenin p (x[)--g, gdzie g oznacza cigzar wlasny belki, przypadajacy na jednostke
diugosci.

2, Stan zerowy

Dla pasma tarczowego opartego na nieodksztatcalnym podiozu 1 obciazonego
cigzarem whasnym (rys. 2) mamy

O{(P =W (H - .?CZ) »
(2.1) o =~y (H—x)), =0,

u =
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T—92 X2
t{gm = i Yo (H - "2) .

We wzorach tych y jest cigZarem objgtoSciowym materiatu tarczy, E1i » sa odpowied-
nic wspolczynnikiem sprezystoéci podiuznej i wspdleczynnikiem Poissona.

Wzory (2.1) odnosza si¢ do plaskiego stanu naprezenia. Dla plaskiego stany
odksztalcenia zamiast » nalezy podstawié #/1 — ».

3. Stan pierwszy

Funkcij¢ obcigZenia p (xq) prayjmujemy W postaci kosinusowego szeregu Fouriera

o mvxl
(3.1) plx) = o + — Z PuCOS
gdzie
@&
HITX]
(3.2) Pa = fp(xl) cos dx1, n=0,1,2,.

0

mozemy traktowaé jake skoficzona kosinusowa transformate Foutiera.
Rozwigzujemy dla poélnieograniczonej tarczy zadanic z warunkami na brzegu
xp = 0 okreSlonymi przez réwnania (1.3). Roéwnanie (1.3); przyjmie teraz postaé

- nITx| o
(3.3 A (x,0) =yH — E - Z Pn COS , desli w| < a.

Do budowy rozwigzania postuzymy sie funkcjami NEUBERA 1 PArkOwWICZA [4]:

()F
2Gu; = O +o 1+»
(3.4) _ £
F=@ytx D+x,9P,, i=1,2, G:m'

Wzory (3.4) odnosza sie réwniez do plaskiego stanu naprezenia. We wzorach
tych funkcje @i(xy, x2) sa funkcjami harmonicznymi. Dla danego zadania moZna
przyjaé @ = 0, a pozostale funkcje mozna przedstawié w postaci calek Fouriera:

27 du
Dy = — fA(a)e"“”i"cos axy—,
A 17
§
o ]/2_ T da
— i %y -
2 - f (a)e €08 ax1
8

Wykorzystujac pierwszy z warunkdéw brzegowych (1.3) otrzynmje sic
(3.6) A (a) = 0.

(3.5)
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Po wprowadzeniu argumentdéw bezwymiarowych
(3.7 gi=—, i=1,2, A=oa

i po uwzglednieniu (3.6) otrzymujemy nastgpujace wzory dla skladowych stanu
naprezenia 1 przemieszezenia tarczy:

oD (&1, E) = — — }/ 2z f (——- - 252) B() e cos 4, di,
oR (€1, 8)=—— ]/ f ( 252) B(X) e ™2 cos A1 dA,

38 oD, E) = — - ]/ f (—# -I—iEg)B(l)e““z sin 261 i,

G ELE =T Ezj B(}) e e sin A8 dA,

) A dﬂ.
2607 (&1, &) = +z§2)B(x)e 52003151

Drugi i trzeci z warunkéw brzegowych (1.3) prowadzi do dualnych rownafi
calkowych z niewiadoma funkcjg B (4) parametru A:

[+ +] -
7z l-+v Do
fB(ﬂ)cosiEldﬂ.=—]/~—2" 5 (yHa%F) -
b
149 w &
]/—95- Zp,,cosmrél, 0§ <1,
=1

fB(R)A"‘cosﬂ&dz‘l:O, 1< & <oco.
[H]

(3.9

Uwzgledniajac, Ze

cos Afy =]/ -— nl& —1,'2(351)

gdzie Jv (x) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu », i po wprowadzeniu
nowej funkcji parametru A

(3.10) ' F(3) = A-12 B(})
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dualne réwnania catkowe przyjma postac:

[ FVI_p (e idh = g(&),  0<é <1,
0 .

(3.11) .

fF(A)J_m(}{El)dA:O, 1 <& < oo,

0
gdzie

14w Po 1+w
3.12 gl&) = — W( Ha— ) + n COS Héy .
( ) i) 2|/§1 Y 8 5]/\‘;:1 n:1p 1
Rozwiazanie réwnaf (3.11) jest znane [5] i ma postad
22 \ VT gl d d
. F(H) = ]/— 2,
6.1 ® anowmflh
) 0

Obliczymy najpierw catke

1 ,—
/
(3.14) I(?’?):f] t:g(nC)dC=
[}

Y1—¢2
B 14w 14+» Pn COS (ran
21/17( )fl/l e m@f”:g

Szereg pod zmakiem cafki odpowiada szeregowi Fouriera funkcji p (£5) bezwzglednie
catkowalnej w przedmale {0, 1}, moZemy w1qc catkowaé go wyraz po wyrazie.

Uwzgledniajac, e
‘ f &£ =
g Vi-e 2

1
cos(pmml) = @
fﬁd@ = 'Z—Jo(nm’}),

oraz [6]

otrzymﬁjemy wartos¢ catki (3.14):

7 (1-+v) al
(315) H:Awrh—mw oo ﬂ
=L 7| ﬂ;:p o (e

Wprowadzono oznaczenie
(3.16) QO =yHadd .
Wynik (3.15) podstawiamy do (3.13) i wykonujemy nastgpne calkowanie wyraz

po wyrazie zakladajacc, ze szereg we wzorze (3.15) jest jednosiajnie zbieiny. Mamy
wiec
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1
1 i 1
roy ="/ 5 w3 o 0) [+
0

+ X o [ ey |
#w=1 b
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Uwzgledniajac, ze ([7], t. IL, s. 333)

1
[ TotnPyndng =271, (2)
o

oraz (3.10), mamy

1

1+ 1 . _

(3.17) B = Tv ]/g [3 (po — O (A) + 4 Z P fJo (1) Jo (noen) ?7619*7]-
. A=1 o

Przemieszezenia dolnej krawedzi pasma tarczowego moZna wige wyrazi¢ wzorem
(3.18)  2Gua(&1, 0) = 2G [ (&1, 0)+£° (61, O] ==

53— /31 3o [
-1 ]/; fﬁf’B(ﬁ)cosﬁ&dF»:_j’g—(PO—Q)fl_ljl()")cosj“fldl_!—
0 0

oo i
Jump 2
+ 5 2 Pn f cos A& dA f Jo (A Jy (e ey
fpe=1

0 0

Wyznaczymy poszczegdlne calki wchodzace w skiad wzoru (3.18). Mamy wigc
przede wszystkim ([7], t. I, s. 44)

oo

f 7Y (A) cos AgpdA ={

0

V1i—8, 0<g <1,
05 I<§1<OO.

Uwzgledniajac dalej, ze (I7], t. I, 5. 43)

1
4] J —— 0 < ':{:1 < 7,
2 .
f Jo () cos A&, dA = Vig—8
0 lO 3 % < 51 < 00,
(catka ta jest jednostajnic zbieina z wyjatkiem punktu & =) otrzymamy

0 i 1 oo

fcos A&y dlf.fo () Jo (nmen) ndy = fJO (nzen) 1 dn fJg(n}t) cos A dl =
0 Q0 0 0 '
1
J
f"("m?)”d”, o< &<l
Vor— &

31

03 1€§1<OO.
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Woprowadzimy funkcje zmiennej & okreflona w przedziale [0,1] wzorem

1
Jo (nvn) 1y

(3.19) ol = | ————, n=12.3,..
n El l/nZ_&%

i napiszemy ostatecznie

3—vw — b

TG(S[(PO —Q)l/l—fﬂznzi’ pﬂ%(a)],
3.20 uy (&1, 0) = : B
G20 w0 sl 0< & <1,

0, jesi 1< & < oo,

Funkcje ¥n(£1) zostaly obliczone dla pierwszych pigciu wskaZnikéw (n =
=1,2,3,4,5)idla §; =0;0,1;0,2; ...; 1. Wykresy tych funkcji dane sq na 1ys. 4.
V¥ ) Obliczenia wykonano metoda catkowania
numerycznego stosujac wzér Simpsona.
W celu dostosowania wzoru (3.19) do
obliczeni numeryeznych przeksztalcono
go do postaci

V(&) = fJo(nn V22— wy1) dz,
(3.21) ’

Rys. 4 U= 1/1 - 5%

przez podstawienie z2 = 52 — £2. W ten sposob zostala zlikwidowana osobliwoéé
wystepujaca w calce (3.19) w punkcie n = &,.

Zauwazmy, Ze ze wzoru (3.19) lub (3.21) wynika, iz ¥, (1) = 0. Widoczne
Jest réwniez, ze funkcje ¥y (£1) sa ograniczone w calym przedziale [0, 1]. Ponadto
warto$¢ funkeji ¥, (&1) mozna wyrazi¢ zamknietym wzorem w przypadku & = 0.
Istotnie, mamy ({7, t. I, 5. 333)

1
02) 2o @ = [ syt dy = JoGrm) + 5 s om) Ho o) Iy ) 1 ]

¢
Tutaj ¥y (z) i H, (2) sa funkcjami Struvego. Wzér (3.22) pozwala obliczyé %, (V)]
z duza doktadnoscia i dla dowolnego wskaznika n, co ma znaczenie dla wyznaczenia,
maksymalnego przemieszczenia pionowego tarczy. Dla duiych wartoéci wskaznika
n{n=35,6,..) mozZna postuzyé si¢ wzorami asymptotycznymi

1 i
Jo(nm) = (=1 ——= (1 - ﬁ),
(3.23) | wyn

. i 3
R (1 w),
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i
+ Sam)

( l)ﬂ

7 ktoérych wynika, Ze

Hylnm) = ——

H, (o) & (

V.0 =0,

2 —(—1m

3
K

il

— 00,

Warto$é funkeji ¥y, (&) zestawione sa w tablicy 1.

Tablica 1. WartoSci funkcji‘ P&

327

3
( +‘sﬂ;)=

H
& 1 2 3 | 4 5

0 0,4284 0,1208 0,1265 0,0663 0,0730
0,1 04144 0,0896 0,0829 0,013 0,0052
0,2 0,3707 0,0095 —0,0118 —0,0765 —0,0574
0,3 0,3031 ~0,0899 —0,0791 —0,0724 0,0078
04 0,2186 —0,1723 —0,0553 0,0071 0,0659
0,5 0,1264 —-0,2040 0,0243 0,0636 0,0116
0,6 0,0367 —0,1772 0,150 0,0076 —0,0515
0,7 ~0,0392 —0,1036 0,1307 —0,0839 0,0138
0.8 —-0,0904 —0,0142 0,0678 —0,0872 0,0800
09 10,1026 0,0478 —0,0160 —0,0063 0,0221
1 0 0 0 0 0

Otrzymany wynik (3.20) dla przemieszczeﬁ pioﬁowych brzegu dolﬁego tarczy
rozwiniemy w przedziale [0, 1] w szereg Fouriera wedlug kosinuséw:

(3.24)

przy czym
(3.25)

Mamy wigc

up (§1,0) = wo+2 Z o5 €08 knfy ,

1 ' : )
=fu2(§1,0)coskaz51d§1, k=0,1,2,...

F=1

Vg = 4Gc‘5 [(p{) Q)f]/lw 1cos knéy dfi +

1
+2Z P f W (£)) cos kaéy d&l].
fi=1
0

Wprowadzimy wspolczynniki

(3.26)

Rozprawy Inzyhnierskie — 4

Con= [ Ya(E)cos knkydly, k=0,12, ..,
0

=12 ..
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i uwzglednimy, Ze ([6] s. 192)

1
1
2 —
OI ]/1 — £l cos kméy déy i Jy (k).

Wowczas ‘
3 -
(3:27) o = [(po 0 (fcn)+42 Pa c;m]
oraz
' -
(.29 g |y an -
. N o . , .
poniewaz 211:) T T3 Rozwiniecie funkcji #,(&, 0) w szereg Fouriera przyjmie

ostatecznie postaé

3 o0
69 w0 = |[F -0 Yacu |+
1

[s10] 1 o0
42 2 [(Po - Q)?h (km)-+-4 2 Pn Ck'n] cos fmél}, 0<é <1,
=1 =1

4. Ugigeie belki

Przejdimy teraz do wyznaczenia ugiecia belki obustronnie utwierdzonej {rys.
3b). Oznaczymy calkowite obciazenie przypadajace na jednostke dlugosci belki
przez p* (x)) = p (x1)+g& a funkcje przemieszczedl pionowych osi belki przez
¥V (x¢). Rownanie rézniczkowe linii ugigeia belki ma postaé

d4vix)  p*lx)
t4.3) ‘ at F2

Na réwnaniu (4.1) wykonujemy skoficzong transformacje kosinusows Fouriera:

A
@ () [crre-ro-

(4.2) (]m)z ] o
—A— V|l =— =,
a E()I
=potea, pp=px, k=123 ...

Z powodu utwierdzenia podpér oraz z uwagi na symetrig wystepujaca w zadaniu
V' (0) = V' (@) = 0. Zwrocmy uwagg, 7e

T'(x1)

V”’(x'l) = E()I ;
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T (x() oznacza silg poprzeczna w przekroju belki o odcigte] xy, oraz Ze T(0) =0
i T(a) = —R, gdzie Rjest oddzialywaniem podpory i

1]
R= fp*(x1)dx1 =75 -
§
Wynika stad, e
P

POy =90, V()= ~ Rl

Wobec tego przetransformowane rownanie linii ugiecia belki (4.2) przyjmie postaé

potga (kw4 Px
r . — . k—__“ . —_ .
(42) (1P +(a) =
i stad wyznaczymy transformatg funkcji ugiecia:
a\* (—1)¥(po+ga) — px
(4.3) V= (E) Fol , k=12173 ...
Wykonujac transformacje odwrotna otrzymamy
Vo 2 2 knxy
(4.4) Vi) =—+ -~ k;’ Vi cos

We wrorze (4.4) nadal nieznane jest Vg [ze wzoru (4.3) otrzymuje sig symbol
nieoznaczony 0 [/ 01. Jest to zrozumialte, jesli zwazymy, Ze dotychezas nie ustalili§my
zadnego punktu na belce. Warto$ ¥y obliczymy z warunku zerowego ugigeia
belki na podporze utwierdzonej:

Vo -
A S —1E V=
Vi@ =—+ “;g_f‘( 1% Vi = 0.
Stad otrzymamy
(4.5) Vo= —2 Z‘ (—1)F V.
kel '
Wynik (4.5) podstawiamy do (4.4), wprowadzamy zmienng bezwymiarows &),

uwzgledniamy (4.3) i w sumie wyraZajacej Vg zamieniamy wskaznik & na n. W re-
zultacie ottzymujemy wynik nastgpujacy:

205 (31 '
(6 V(&) = gyt X o (D — (gl +

Byl &
bt |
+ Z & [(— 1Y (po-t-ga) — pz] cos kn&}.
o |

Wspblezynniki pr (K =0,1,2,...), wyrazajace si¢ wzorem (3.2), sa na ragie
nieznane, nieznana jest bowiem w dalszym ciapu funkeja p (xq). Wyznaczeniem
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wspblezynnikéw pr 1 tym samym szeregu Fouriera funkeii p (x1) zajmiemy sig
w naslgpnym punkcie.

5. Wyznaczenic wspolezynnikow p,

Zanim przejdziemy do napisania réwnad okreslajacych niewiadome wspdiczynni-
ki pg zatrzymamy sig przy zdefiniowanych juz wzorem (3.26) wspotczynnikach
Chn, ktére w dalszych obliczeniach beda odgrywaly istotna role.

&l _ Uwzgledniajac (3.19) w (3.26) otrzymujemy
1 1 keaky To (e
. CO8 K& Jo\Rm)
Vo2 — &
b &

Calka podwdina jest rozciagnigta mna obszat frojkata
przedstawionego na rys. 5. Dokonujac zmiany kolejnosci
calkowania dostajemy

Rys. §

1

-
cos kné :
1) Con= f o Ganyndy f ST k.
0 0 Vnz - 51

Po obliczenin calki wewnetrznej we wzorze (5.1) otrzymuje si¢
o

(5.2) L Cm=y f Jo (navry) Jo (keme) my iy «

0
Calka we wzorze (5.2) jest znana i ostateczny wynik otrzymuje sie w postaci naste-
pujacej: C :

Con = 362 12

[nJo (k) J1 (nm) — kJo(na)1 (km)], n#k,
(5.3)
Crr = % [F2(km) -T2 (km)], n—k.

Dla k — 0 mamy prosty wzdr

1
5.3’ Con = — J1 (nm
( ) 0% 2n 1(11 ).

Zanwazimy, Ze Cpy == Cpp. Zwroéémy réwnieZ uwage na to, ze we wzorze (3.29)
zamiast Jq (km)/2k mozemy napisaé Crg. Ze spostrzeZenia tego skorzystamy w dal-
szym ciagu rozwaZan w celu ujednolicenia zapisu réwnan, ktore obecnie wlozymy.

. Dla wyznaczenia transformaty px funkcii p (x;) wykorzystamy warunek zpodnoéei
przemieszezeni pionowych brzegu dolnego tarczy i ugigé belki:

(54) : : g (515 0) = V(El)s 0< gl < 1.
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Przyréwnujac do siebie wspdlezynniki rozwinigé w szeregi Fouriera obu funkeji
[wzoty (3.29) i (4.6)] otrzymujemy w rezultacie nieskoficzony wkiad algebraicznych
réwnan liniowych z niewiadomymi pg:

n 73 < (-1 7 i
Y (:H* Zg)po + g [{4?‘(70% - T]p” Y (”Q 4 ga) ’

(=1
[4%’ng k ]po—l— 8 2 Cympn—l- (SWCE‘E + )Pk = 4%C}c0Q +
=1

Tl

(5.5)

(=D
+ ]4 ga; ]C:1,2,3,'...

Otrzymany uklad réwnaf okazuje si¢ symetryczny wezglgdem gtdwnej prze-
katnej. Wartosci liczbowe wspdlczynnikéw Cgn dla k,n=0,1,2,...,10 zostaly
obliczone i sa zestawione w tablicy 2. Wprowadzono oznaczenie

.‘."l.’4EoI(3 - 'V)

5.6 . T T 1663 S

Wspblczynnik » charakteryzuje stosunek sztywnosci belki i tarczy.

Ograniczajac sig¢ do skoficzonej hczby rownan mozemy rozwiaza¢ z dowolna
dokladnodcia postawmne zadanié.

6. Stan napr@ieni‘a w tarczy

Przechodzae do stanu papreZenia w tarczy bierzemy pod uwage wrory (1.2).
Podstawiamy do nich wartoéci off z (2.1) oraz e} z 3. 8) We wrotach (3.8)
uwzgledniamy wyliczona wartosé funkcp B(A (B3I i Zmiemajacc porzadek catkao-
wania 1 sumowania otrzymujemy

H \ -0 e
o11 (€1, &) = — vya (“‘ - 52) - [2'u ffl(l)e”ﬁ’ cos A& dA —
S \e T 208 - S
| A R o o
— (1+9)& f A3 (e cos 24, dz] -

(6.1) e . . : -
PN [2” f Jo (nawp) 7 oy f ATy (A e cos Ay dd —
n=1 ’
0 .
L

0
— (19 f o (navr) meln f 2Jy(nAy e~ cos Zfldﬁ],i
0 N i . - N ©

0
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o H po—Q ~
maCers 9 = a1y — &) = T |2 [n@eHeositiant

1]

ol

+ (1) szf 23 (B e cos A&y dﬂ] -

0

=]

1
| & - w
 ab 2>, b [2 f o (nze) 0 dy f Ay(nA) e 2 cos A& dA -
n=1 o 0

1 o
-1+ &, f Jo (naen) n dnf 227y (nA)ye e cos A%, dl] )
6y y g
fed] . o
o2(61, &) = — %“ajgg‘[(l — v)f.fl (A)e *asin A dA +
]

(149, f AL (e sin Agy dA]—
D

o

1
I & ) L ‘
~ s Z P [(1 — %) f-]g (nmy)ndnf Ao (pd) e sin A& dA -+
el 8 ]

oo

1
4 (149) ‘Eszo (naen) dnf A2Jy(nhye e sin A%, dl].
. 0 B
Obliczmy poszczegdlne catki wchodzace w- sklad wzoréw (6.1); w tym celu
zajmiemy si¢ najpierw caltkg ([7], t. II, 5. 9)

oD

Z
6.2 Me R Iy (nA)dA = ( )
“ of e 2+?72)““ Vet
Dila naszych potrzeb wystarczy rozpatrzyc przypadek u =11 przypadek g =2.
We wzorze (6.2) P, (x) sa wiclomianami Legendre’a. Uwzgledniajac, ze Py (x) = x
i Pz (%) = (3x2 — 1)/2 otrzymujemy

f xe—"wﬂ@z) dh = z(24y) "3,
O

(6.3)

[ #e gy (ph)ydh = 322 (L)~ — (2 py2) 32
[H]

Do calki (6.3); podstawmy z == £2+if;. Oznaczajac

. . o - &
(6.4) re=VELE, 6=arctg§1~, 520, >0,
: 2
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b's
o1 6 8 L 9 4 ¥ £ T 1 0 " /
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ry = V(8 = E1p2 148 &,

g arerg s L [0 s G=fie 0,
1 58 —81  lu, jesli &—&+n2 <0,
napiszemy
o0 8- "e
(6.5) [ Aot sy iy = iy e SR
: |

Przyréwnujac po obu stronach réwnania (6.5) czgéci rzeczywiste 1 urojone dostajemy

ot 3
f A~z cos AE Ty () dl = rr; %2 cos (0 — 61) s
0 o :

(6.6) . .
f Ae M2 gin A& Jy(AydA = —rr ¥ sin (6 -5 61)
0

i dalej uwzgledniajac (6.4)
f Je M2 cos AE Sy (nA) dA =

6.7 {51 ¥1 (51, &y mt+Eap (G, Ez,??), jeSli & — 412 >0,

Erpy(Er, Bz — Erpr(Ga, &5 ), Jeli & — B2 <0
f de~Mesin £ Jo(mA) dA =
; .

_ { Gapiér, E3m) — &g Gru b)), Jesll & — Eb > 0;
—E1 @i (G, Exsm) — Eapr (61, Eas ), oS & — E+n? <0,

Dia dogodnosci zap1su wplowadzono nastgpujace  oznaczenia dla funkgji

elementarnych:
. (i 28 52 )
sin 2 arctg 4&“—52 B
991 (El L] ‘523 77) 5
. V&= Grpp & gp
' 3 26,8
cos a,rc g MW“

o (&1, Eosn) = : .
V [(E% —~ B pRp LAE

Podstawmy teraz z = £,--i€; do calki (6.3). Otrzymamy wéwczas

o0 (20— fel) e e_i%GI.

(6.9) f Mo MWL (nd) dA = 3124512

i)

Poréwnujac czeéei rzeczywiste i urojone wyraZen po obu stronach réwnania (6.9)
dostajemy
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A —5/2 5 3 3
fzze % cos A&y Jo(gd) dh = 3r2r7 %2 cos{20 — -6y ) ~ 1" cos —- s,
(6.10)

0

5 3
f A2e ™2 5in 151]0(172) dh = = 3r2¢7%?% sin (20 Y 01) — sur-i 0.
Po przeksztatceniach wyniki mozZna napisaé w postact

[ 22 cos 461 Ty (1) d =
° 681 &2 (81, Sas )43 (85 — D pa(éy, Sasm) — n (6, S5
_ jedli & — Bt > 0;
(6.11) —3(&E — ) 281, Eas 681 Ea (&1, &5 ) — 1 (&5, E2 ),
jesli & — &b < 0;
f A2eMegin A& Jy(nA) dA =
0 3 — D gaEr, Easn) — 681 Eaa (8L, E2sm) — 1 (61 E25m) s
— jesli & — &+42 >0,
681 €202 (81, &3 A3 (E — ED g2 Crs S m) Lo (G, 3

jesli £ — B2 < 0.
We wzorach (6.11)

) (5 T | )
n arclg——m o
& — &+n?
281, Gz =
V(& — BrpP a8 8]
(6.12) .
5 28 &5
cos |- arc tgm
SUZ (51 3 52: 17) =
V&~ Brppratar
Teraz mozemy rozpairzed catke 2

1 o . _
(6.13) f Jo {nan)y v dn f Ae™ ™2 cos A& Jp(nA) dA
8 ]

i dalsze podobne. Obszar rozpatrywanej polowy
tarczy dzielimy na trzy podobszary 2, (i=1,2, 3)

tak, jak to przedstawia rys. 6. Latwo ustahc ie 0
mamy wowczas

1

6149 f Jo () ndy f Ae™ 3 cos AEy Jy(nA) dA ==
0 0
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(6.14)
[e.d.]
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1 1
& f o1 (&1, fz;??)f(}'(n?ﬂ?i)??d?’]-i—fzf@ (&1, &x; ) Jo(nan)ndn
4]

by
jesli - (&1, &) e $2q;

V- VE§
& g G loGmnndy— & [ @i b ) Jo () ndsy
0 ) i}
i 1
& [ e Esndommndtls [ g1 B2 o emndsy,
] Ve

jﬂéli (El 5 52) € QZ;
t

1
& [ @u(Er, Bz )Ty (o) ndly — & [ iy, &asm)Jolnmn)ndn,
0 (LI _ .
' Jeéh (El 5 52) € .Qg, .

Wprowadzimy nowe funkcje okreflone nastgpujaco:

(6.15)

D L E) ="

1
[ #1610, &a3 ) o (amm) el ' (&, &) e,
" vam Q
— f @1 (&1, E23m) o (navm)nen +

POE, 8 =] ° 1
+ [ e B Tobmmmdn, (B, E) € s,
Vir-g
i
— [ @11, ) To(nmon) ey, (51, &) € O35
0

. :
f?ﬁl (61, Exs ) Jo (nan) ndn (&1, &) elh,
0

Vs
[ w1r, a5 0) o (nen) nen +

1
+ f @1(é1, Gy o(mmn)ndy, (61, E) e ldy,

yer=g

1
[ o1&, &3 Mo Gran)diy, (&1, &) € Q.
¢

Uwzgledniajac (6.15) w (6.14) napiszemy krétko:

1 00 .
(6.16) f Jo (noen) ndy f Ae=Hs cos A Jo(nA) dA = £ PP (G, E)+EP G (6 &)
0 0 -
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W podobny sposéb przedstawimy pozostale catki:

f Jo(nam) ndn f Je~ 2 5in A&y Jy (172) dA =

337

= —5FDE, E)TETPPE, &),

1 oo
f Jo () 5y f M2 e M cos A Jo(nh) dh =
0 .

¢

(6.17)

1 o
f Jo (o) f A2 ¢~ e gin A& Jy(nA)dA =
o g

— 65 E PP (&, EN13(E — PP (&, &) — P (&, 8,

= 3(& — PP (&, &) — 651 ETD(E, &) —PPE,L &)

Funkcje ¥ i T® we wzorach (6.17) sa okreélone nastgpujqco: ‘

1

[ patér, &2 Jo Cemm)ndly
0 .

/s

POE,E) =" 1

VEI—&

(6.18)

1

Q

ve-ga
PD (&, &) = o

Ve

1 ! (517 EZ)EQ‘I,
I g2(&1, Easn)Jolnam)ndn 1

+ fP2(§1,§2a??)10(?1ﬂ7?)7?d?7, (61,62 € 2,

fﬁ"z'(fj , fz;zﬂ)JG(nm?)ﬁd?? , (&), ) & 43
0 .

f w2(&1, &3 m) o (nan) ndy , (&1, &) ey,

— [ eat&r, ExsmIo(ramydn +

+ f¢2(51=§2;ﬂ)-70(nm?)’?df7, (§1, £2) €8,

1
- f P28y, &5 ) Jo (nwmymdn , (&1, E2) e L2y,
0 . E

Zajmijmy si¢ jeszoze obliczeniem pozostalych calek wchodzacych w sklad

wzoréw (6.1). Biorac za punkt wyjécia znana calke

f A (D e 2 dh = (z24-1)"%2
J _
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i postgpujac w podobay sposéb jak uprzednio, otrzymamy

o161, 631, jesli B —&+1>0,

=}
ATy (R) e 3 cos Aé dA = { .
of. 1 : 1 p1(&1, Ea3 1), jeSli & - &1 <0

(6.19)

e D), jesli &—&+1>0,
J‘/’]J1(l)€ﬂiéasin?»fldﬂ, ={ (_pl(fl EZ ) jesu Ez §1+
0

—p1(£1, &5 1), jesi &£ —E41<0.
Uwzgledniajac, Ze ' o :

[=4]
f JiN e dh =1 — z(2+1)7*2,
obliczymy latwo dw1e ostatme calkl

f Ji (/’L)e““aﬂ cos 151 dh =
- ={1"-51%(51,52)"'—52930(51,52), jesli & —&+1>0,

(6.20) 1+Ep, &) — &6, &), jesli & —H+1 <0,

f J(R)e e sin AL dh ~
{ Gpol, EDFeipo(ér, &),  jedli & — 41 >0,
~E1 o (&1, &) — Eapol€r, &), jesli & — &1 <0,

We wzorach (6.20) wystepuja nastgpujace funkcje:

.(1 2616 )
sin - -arctg o o T
& —

g1
, go(€1, &) = 3 =
V(& - S+1pT48 8
(6.21)
(1 . 25 & )
co$ arc g—-——é_‘2 — £l

Fo(Er, &) =
T V@ BripraEs

Uwzgledniamy wyniki (6.16) 1 (6.17) oraz (6.19) i (6.20) we wzorach na napre-
Zenia (6.1) i piszemy ostatecznie

H 12
0'1_1 (1, 52) = *?3’?‘(? f_fz) - %g P [2?51 ?S? (&1, &) +

(6.22) (3 ETDE &) — 6(1-09) & BWO (&), &) -
. , o po—Q
“3UNLE— DFPE, ] - ¥
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f6é122) : {20 [L — & (&1, &) — Eapo (81, E)] — (Lbn) gy (61, £ 1D},
% jefli (81,828 L2148

2 14 & o1, &) — E1po(Er, 8] — (L0 &ag1 (51, Eai DY
jesli -+ (&1, &) eddy;

o 1 &
o2z (€1, £2) = —ya (‘; - §2) 2 ,g‘: P RETD (&L E) +

+ (1 — 0 EFD(E, E)H6(1+9) 5 PP, &) +
Po— Q

314 £ — ) PR B~

21— & po(é1, £2) — Sagolée, 21+ (14 9) 52@91(51_ 23 D}
« ' : jesli - (&1, &) € 2482,

{211+ & o (&1, E2) — Erpo (61, E)] + (1H2) E2 (51 £2; D},
jesli - (&, &) e ldy;

1
o12(é1, fz) 6 2 Pn 205 PO (5, &)+

(=) ETPOE, &) — 3140 E(E — 52)%2’(5;, £+
20— Q.
2a6
{1—» [fz?ﬂo(fla &) — Eygpol€r, )] — (1 +9) E2 1 (&1 &3 D},
X jesti (81, &) e 250

{(1 — 1’) [&1 %(fls E) -+ Egoér, 1+ +9) b (51 ; §z= 0},
jesli - (&1, 52) €2,

4+ 6{14+¥) & 5%?"2) (&1, &) +

Uzyskane wzory dla maprezen (6.22) maja postaé nader ztozona. Zasadnicza
trudno$é przedstawia wyliczenie wartosci funkcji PP (&1, &)1 PP (6, E) = 1 2),
ktérych nie udalo si¢ wyrazié w formie zamknigtej przez zadne zname funkcje.
JednakZe postaé calkowa, w jakicj zostaly te funkcje przedstawione, nadaje sig
dobrze do obliczers numerycznych przy zastosowaniu maszyn cylrowych.

7. Oszacowanie bledu

Otrzymane wyniki obarczone sa bledem wynikajacym z postgpowania opartego
na zalozeniu o lokalnym charakterze wplywu sprezyste] podatnoéci belki w pasmie
tarczowym o dostatecznie duzej wysokofci. W celu uproszezenia zadania rozpatry-
wali§my w stanie (1) polplaszezyzng a nie pasmo, jak jest w rzeczywistodci. W rezul-
tacic otrzymane na brzegu x, = H napreZenia ogz 1 012 beda miaty wartosci r0Zne
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od zera. Blad spowodowany takim postgpowaniem bedzie tym mniejszy, im wyzsze
bedzie pasmo, dokladniej — im wigkszy bedzie stosunek Hfa. Dla maltych wartosei
Hfa zbyt duzy blad bedzie przekreslal nzytecznosé metody. Celem dalszych rozwa-
zaf bedzie oszacowanie wielkoéei bledu wynikajacego z niespelnienia warunkéw
brzegowych na brzegu xp = H.

W tym celu weZmy pod uwage uklad tarczowy przedstawiony na rysunku 3a.
Rozpatrujemy tarcze nieograniczona w dodatnim kierunku osi x; (na ktora nie
dzialaja sity masowe) z nastepujacymi warunkani na brzegu x; = 0:

w(xy, =0, —oo<x <00,
(7.1) 05 (%1,0) = o) = const, je§li |xi] < a;
Uy(xg, M =0, jesli |x]>a.

Skladowe stanu napreZenia i przemieszezenia w tym pomocniczym zadanio
oznaczamy przez oy i u; w cclu odréznienia od oznaczed ois i ui przyjetych we wzorze
(1.2) i nastepnych. '

Niech bedzie

7.2) 0" = max
( 0
0= <<

k]

_ 1
yH ~ — p ()

wowczas stan naprezenia w tarczy bedzie okreflony z nadmiarem w stosunku do
stanu napreZenia 0'%) spowodowanego obciaZeniem brzegu (xa =0, |x;} < a)
w wielkoéci yH — p (x;)/d. Przy 1akich warunkach otrzymamy dla x, = H pewien
rozklad naprezen oy, (x1, H) 1 oy, (x1, H) wigkszych odpowiednio od o2 (x1, H)
i o1p (%1, H). Wartoscl o9y 1 012 dane sa wzorami (6.22).

Przejdimy teraz do zagadnienia pasma, ktorego brzeg gérny jest wolny od napre-
Zen. Rozwigzanie dla pasma moZna zrealizowaé nakladajac na rozwigzanie (6.22)
poprawke, ktéra oznaczymy przez o;;. Stan o), zostanie zrealizowany z nadmiarem,
jezeli bedzie dotyczy¢ pasma tarczowego z nastgpujacymi warunkami na brzegach:

Gié(xls H) = —G;’zz(xl 3 H) s Gié(xli H) = '—0';2(3‘:19 H) »
ui’ (‘xl H 0) =10 )
uy (01,0 =Vx), jedli Ixf<a 1 o (x,00=0, jedli Jxy] > a.

Jest “oczywiste, Ze w poblizu oparcia tarczy na belce napreZenia oy (xq, x2)
bedsa tym mniejsze od o, (X, H) i o'1p (31, H), im wigkszy bedzie stosunek Hja.
Moina wige powiedzied, e Ia”f (xq, x2)| < |o‘22 (0, H)|, poniewa’ dla wchodzacych
w rachubg¢ warto$ci H mamy

50, H) — max  oj(xi, H)

—oo< ;<00

(por. wykresy w pracy [2]). Ale oj; stanowi z nadmiarem poprawke, ktérej nie
uwzgledniliémy w naszych obliczeniach, a wige przewyzsza blad bezwzgledny po-
pelniony na skutek przyjetego zaloZenia. Warto$¢ o4, (0, H) okrefla wige tym bat-
dziej z nadmiarem szacowany blad, natomiast Liczba
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(0
(7.3) 1004 = —"'EU—~ 1009,
0
okredla 7 padmiarem blad procentowy, jakim obarczona jest funkcja p (x1). Blad
bezwzgledny, jakim jest obarczopa funkcja p (x1), bedzie szacowany wzorem
(7.4) Ap < A max |yHS — p(x1)i.
0= <

W dalszym ciggu bedziemy badali wiclko$é A w zaleznosdei od wartoéel stosunku
H/a. Naprezenia i przemieszczenia mozemy wyrazié wzorami (3.8). Drugi i trzeci
7 warunkéw brzegowych (7.1) prowadzi do dualnych réwnah catkowych

V
f AF()T_y Q&) dA = — ad)E7 P, Gesli 0 < £ <1,

]

2
{1.5) -
[ FNI_1pQEpdi=0, jesti 1<& <00,

0

ktSrych postaé jest taka sama, jaka otrzymuije si¢ w zagadnieniu szezeliny Griffitha,
poddanej dziatanin wewnetrznego réwnomiernego ci$nienia [8]. Ostatecznie otrzy-

mujemy

. . 1+'V 4 o 2 —1‘}1
(7.6) 05 (0, H) = —(— 5 f(1+ +2 )Jl(/’L)e T di,
a mastgpnie
H H
@ 1+» . a

a7 A=t ]/(i@ e VW

Na rysunku 7 przedstawiono wykres 4 = A(H/a). Przyjeto v = 0,2. Z wykresu
widaé, #e juz dla Hfa = 4, tzn. dla wysokoéci tarczy dwukrotnie wigksze] od szero-
kosci otworu (rozpigtosci belki) blad jest dostatecznie maly, jezeli obliczenia majq
cel praktyczny.

B100%}

o g

o \_
30—

7 e R T T s
oF] w e oo v 5T
? o
0 2 4 8 8 T Hf
Rys. 7 '

8. Przykdad lczbowy

Przyjmijmy, 7e tarcze stanowi fciana murowana z cegly klasy 100 kG cm~2
na zaprawic marki 30 kG cm—2. Sciang murowana traktujemy jako tarczg jedno-
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rodng i izotropowa z materiatu liniowo-sprezystego, co oczywiscie tylko w pewnym
przyblizeniu odpowiada rzeczywistodci. Dla tarczy mamy wiec: y = 1800 kG m—3,
E= 17000 kG cm~2, » = 0,15, ¢ &~ 7400 kG ¢m~2, Przyimijmy dalej do obliczen
belke Zelbetows z betonu marki 250 kG em~2 o przekioju 25%30 cm @ Fy =
= 200000 kG cm~2, I'= 56250 cm4, g = 187,5 kG m~1. Przyimijmy w koficu:
Hla=10, ¢ = 1,00 m, H= 10,00 m, 4§ =25 cm.

Obliczamy: Q = 4500 kG, » = 1,0551. Uklad réwnan (5.5) redukujemy do
szefciu rownan z szeScioma niewiadomymi pp (n =0, 1, ..., 5). Rozwigzanie dla
tego ukladu jest nastepujace: py = 3534,3 kG, py = —1472,1 kG, p; = 2279 kG,
p3 = —41,8 kG, py= 6,5 kG, ps = 4,2 kG. -

Redukujac uklad réwnan (5.5) do czterech réwnaf z czterema niewiadomymi
otrzymuje si¢: py = 35340 kG, py = —1471,8 kG, p, = 227,6 kG, p; = —41,5kG.

Widoczne jest, ze wyniki sa bardzo szybko zbiezne i wraz ze zwigkszaniem
liczby rownan ulegaja nicznacznym zmianom. Widaé ponadto, Ze liczby py tworza
ciag szybko malejacy, wobec czego szereg (3.1) bedzie bardzo szybko zbieiny.
Z tych wzgleddw zupelnie wystarczy wziaé w obliczeniach uklad czterech do pigein
réwnaf 7 takaz liczba niewiadomych. o ‘ N o

Funkcja p(&1) zostala wyznaczona przez sumowanie szeregu (3.1) dia £ =0
0,2; ...; 1. Wykres obciazenia belki nadproZowej pokazany jest na rys. § linia
ciggla. Linig przerywana oznaczono poziom obciaZenia §redniego w przedziale

/1

4500 kGmi"!

7031

Rys. 8

(0, c0), czyli obciagenia, kidre byloby przekazywane przez pasmo na podioZe,
gdvby belka byla nieodksztalcalna. Linig «kveska — kropka» zaznaczono wykres
obcigZzen wedlug PN-64/B-02000.

9. Uwagi koicowe

Z podanego przykiadu wynika, %e wykres obeiaZenia nadproZa, ofrzymany
na gruncie plaskiego zadania teorii sprezystofci (przy zaloZeniu spregyste] wspdl-
pracy belki i §ciany), r62ni si¢ zasadniczo pod wzgledem zaréwno jako$ciowym
jak i iloSciowym od wykresu normowego. Przyczyna tkwi w zalozeniach, kidre
w niniejszej pracy (oraz w [3]) sa jakosciowo inne niz w teorii sklepienia odciaza-
jacego.
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Rozstrzyganie o stusznofci takich Iub innych zatozen nie jest celem tego arty-
lcutu. Wydaje sig, Ze oba schematy pracy uldadu maja znaczenie praktyezne. W kaz-
dym razie wycigganic wniosku, Ze postanowienia normy, a w szczegdlnosel kon-
cepeja sklepienia odciazajacego jest falszywa, bytoby — zdaniem autora — niestuszne
i to z trzech wzgledow. Po pierwsze — $ciana murowana moZze byé trakiowana tylko
w przybliZzeniu jako ofrodck ciagly liniowo-sprezysty. Istotnym czynnikiem moze
by¢ tu znikoma wytrzymatoéé tego materiabun na rozciaganie. Po drugie — jezeli
nastapi przecigZenie nadproza (projektowanego zgodnie z norma), to zwickszone
ugiecia belki beda z kolel wywolywad zmniejszenie si¢ nacisku Sciany. W rezultacie
moZe wytworzy¢ sig stan graniczny zblizony do postulowanego przez koncepcje
sklepienia odciazajacego. Zjawiska takie nie mieszcza sig jednakZze w ramach linio-
wej teorii sprezystodei. Po trzecic — doswiadezenie wskazuje, e nadproza projekto-
wane w sposob tradycyjny (i obowiazujacy) na ogdl dobrze spelniaja swa role.

Celem niniejszej pracy bylo rozwiazanie okreslonego zadania teorii sprezystosci,
ktore, byé moze, ulatwi krytyczne ustosunkowanie sie do tradycyinych pogladéw
na problem istotny dla praktyki inZynierskiej. Wyciagniecie bardziej szezegolo-
wych wnioskéw wymaga niewatpliwie dokladniejszej analizy (m.in. oparte] na
wigkszej liczbie przyldadéw numerycznych), nie mieszezgeej si¢ w ramach tej pracy.

Podane rozwiazanie moZe, zdaniem autora, byé celowe i bezpodrednio zastoso-
wane w przypadku ukladu zloZonego z tarcey zelbetowe] lub belonowej 1 belkd
zelbetowej lub stalowed, '
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Peszwome

IUTACTHHYATAA CTEPKHEBAS CUCTEMA,
TIOABEPKEBHASA JAENCTBUH) MACCOBBIX CHJI

PaccmarpuBaercs BONPOC OOMOCH QONBMOR BHICOTH M, BHMHEE Kpall KOTOPOHR coomumen
Ha OTpe3ke 2a ¢ ABYACTODOHREE BaueMaeHHol Gameoll, a Ba ocTanbHOE YacTH Heme(oPMUEPYEMEIM

ocHoBanmeM. Ha CHCTEMY LEelCTBYIOT MACCOBLIE CHNEI COOCTBEHHBHET BEC HOJOCHI M DAIKH.

Rozprawy Inzynierskie — §
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OyHKIES BRANMUOTO BOACHCTBHA TONOCH B Salk| p (x;) nprmsTa B BRxe paga Pypue w0
xocEEycaM. Jis COCTaBICHHSA PeImenis ANS MOIOCHl HCIONb30BAH0 dyuxan HelbGepa m Ilan-
gopyua. TIpEvers npeobpazosarme PYPLE MO KOCHHYCAM 3371249y MOMHO CBECTH K N&pDHLIM HH-
TErpalbHbIM ypasHeHmaM, OOpeiciIeHHyso 3TAM HyTeM hyaxumo #e {(x1, 0), [x1] < a, pasnaraerca
B pyE DYpEE O kocHEycam. Oymurero nporubor ¥ (xy) Hamim, marpyxerHoit p (x1)+g (g — cob-
crpermbIl Bec GAyKI HA eFEMITY €6 MIIEHE) OHPeIeTAETcs ACIOBI3YS KOHSUHOE MpeobpasoBanme
@yphe O KOAYCAM., YCIORWE COTNECOBCHMOCTY MepeMEHIeEHE MONOCH B Ganxw

1w (x1, 6) = V{x1}

NpHBOIHET K GEecKOHeunOii CHCTEMS AaNreOpamteckiX YPABHESHITH ¢ HEH3BCCTHRIMA P r=012..
[rne pn — xoadrbuumentsl paga Oypee dymxomn p (o)l

JaTeM BEIBOISTCA (OPMYJIs] ZUTS HAIDSDREHEH B HOJ0CE, 3ajada HINTEOCTPHPYETCH HHCIOBEIM
npamvepoM, TTONyUeHHEle De3yNbTATE MOTYT HAWTH TPAMCHENES HPM JHAIM3E HALpPY3OK, Tepe-
HABACMEIX CTCHAMHE Ha OSPEMEIYKY.

Summary
A SHEET-BAR SYSTEM SUBIECT TO BODY-FORCES

The problem under consideration is that of a sheet strip of considerable hefght H. The lower
edge is attached .along a segment length 2a to a bar clamped at both ends and on the remaining
part of the edge ~— to an undeformable foundation. The system is acted on by body-forces: the
weight of the sheet and that of the bar.

The function p (x1) expressing the interaction between the sheet and the bar is assumed in the
form of a Fourier cosine series. To construct the solution for the sheet the Neuber and Papkovich
functions are used. Making use of the Fourier cosine transformation, the problem can be reduced
to dual integral equations. The function uy (x1, 0, |x1] < 4 determined in this way is expanded in
Fourier cosine series. The deflection Tunction ¥ (x1) of the bar loaded by the weight p (x)+g
(where g is the weight of the bar per unit length) is determined by means of the finite ¢osine
Fourier transformation. The cornpatibility condition of displacement for the sheet and the bar

up (%1, 0) = ¥ (x1)

leads to an infinite set of algebraic equations with the Fourisr coefficients p, (n =0, 1,2, .. J
of the function p (1) as unknown,

Tn further considerations are derived squations expressing the stresses in the sheet. The
problem is illustrated by a numerical example. The results obtained may find application for the
analysis of the load with which a lintel is acted on by the wall.
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