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1. Wstep

Literatura poéwigcona skoficzonym ugicciom powlok sprezystych jest doSé
bogata. Zwlaszeza badanie statecznoéci powlok i ich pokrytycznego odksztalcania
sie jak tez obliczanie duzych ugig¢ malo wyniostych powlok wymagaja uwzglednie-
pia nieliniowoéci geometrycznych. Otrzymywane stad uklady réwnan nieliniowych
moZna rozwiazywaé tylko metodami przyblizonymi; bogata bibliografie z tego
zakresu moZna znaleZé w monografiach A.S. WoLmma [27 i 28]

Z drugiej strony zaczeto intensywnie badaé niesprezyste odksztalcanie sig powlok.
W tej dzicdzinie duZo uwagi poswiecono obliczaniu matych ugieé sprezysto-plastycz-
nych plyt i powlok. Badania, zapoczatkowane przez A.A. Tuosziva [8], byly
kontynuowane przez szereg badaczy zwlaszcza w Zwigzku Radzieckim. Przeglad
waznicjszych osiagnieé moZna znaieZé w pracach A. SAWCZUKA | W. OLSZAKA
[24] oraz J.R. Lerika [14]; powlokami anizotropowymi zajmowal sig przede
wszystkim M. Sz. MIKIELADZE [171.

Réwnoczesne uwzglqdmeme nieliniowoécl geometrycznych i fizycznych stwarza
znaczne trudnosci. Nawet w rozpatrywanym w dalszym ciaggu przypadku obrotowej
symetrii powloki i obcigZenia nie mozna scatkowaé $cisle otrzymywanego ukladu
réwnaf zwyczainych; pozostaja jedynie metody przyblizone: wariacyjne badz
numeryczne. Tutaj powszechnie stosuje si¢ elektronowe maszyny cyfrowe; na bogate
mozliwodci w tej dziedzinie wskazuje W. I. Fisoposigw [4].

Spoéréd prac zajmujacych sig obliczaniem skonczonych ugieé sprezysto-plastyez-
nych powlok obrotowo-symetrycznych (plyty okragle bedziemy w dalszym ciagu
uwazali za szczegdlny przypadek powloki obrotowej) nalezy wymieni¢ prace
P. A. Lukasza [15], M.F. Jerszowa [9], Y. Omasmr i S. Murakamr [20], W. L.
FieoposiEwA 1 8. M. CzerNIAKOWA [5]; obszerniejsze zestawienie prac mozna
znalezé w [14 1 16]

We wszystkich wymienionych pracach autorzy czynia mniej lub dalej idace
uproszezenia. Tak wige wszystkie prace opierajq si¢ na teorii deformacyjuej i uwzgled-
niaja tylko aktywny proces obeiaZania. Obok upraszezania rOwnan geometrycznych
i réwnowagi wewnetrznej, np. zgodnie z teoria Kdrmdna, czgsto jest przyjmowany
model ciala uproszczony w znacznym stopniu; np. dla materialu izotropowego
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czesto przyjmuje sie liniowe wzmocnienie i zaklada si¢ nieSciSliwos¢ nawet w obsza-
rach sprezystych, dla materiatu anizotropowego zaklada si¢ jednakowe wspélczynniki
anizotropii dla stref sprezystych i plastycznych itd.

W obecnej pracy podamy $ciste rownania geometryczne jak tez réwnowagi
wewnetrzne] przy wprowadzeniu wspéhzednych typu Lagrange’a lub Eulera.
Pozwoli to na §ciste przedstawienic warunkdéw brzegowych, latwe uwzglgdnienie
rozeiagliwoéci powierzchni érodkowej i obliczanie bardzo duiych ugi¢é powloki.
Zwiazki fizyczne, oparte na teorii deformacyjnej Nddai’a-Hencky’ego-Tiiuszina,
beda uogdlnione na materiat pierwotnie ortotropowy o dowolnej charakterystyce
o3 = oy (g)). Stosowana przez nas teoria bedzie teoria skoficzonych ugigC przy
malych odksztalceniach sprezysto-plastycznych.

Rownania wyjiciowe beda doprowadzone do postaci nadajacej si¢ do obliczed
numerycznych na maszynach cyfrowych, przy czym schemat postgpowania bedzie
podobny do algorytmu opracowanego w pracy [26].

W pracy oprzemy si¢ na nastgpujacych zalozeniach:

1) zaréwno powloka jak tez obcigZenie sg obrotowo-symetryczne;

2) material powloki jest wstgpnie ortotropowy, przy czym glowne kierunki
ortotropii pokrywaja sie z gléwnymi kierunkami kezywizn; wlasnobci ottotropowe
materialu nie ulegaja zmianie w czasie uplastyczniania sie powloki;

3) powloka jest cienka i o zmiennej gruboéci (zmiana gruboéci jest tak mata,
Ze mozna przyjmowaé w powloce dwuwymiarowy stan naprezenia);

4) przyjmujemy rdwniez zaloZenia powlok cienkich (rozwazania sprowadzamy
do powierzchni érodkowej, obowiazuie hipoteza Love’a-Kirchhoffa, pomijamy
wplyw mnaprezen normalnych i stycznych do powierzehni srodkowej na ugigcia
i uplastycznianie sig powloki);

5) rozwazaé bedziemy aktywny proces obciazania, tzn. Ze nie wystapi zewngtrzne
badz wewnetrzne odeigZanie.

2. Wykaz oznaczen

Wielkosci bezwymiarowe beda oznaczane przez male litery lacinskie i greckie.
Wielkoéci fizyczne beda mialy nadkredlenia badZ tez beda pisane przez duze litery
lacinskie.

Ponizej podano wykaz wazniejszych oznaczefi; pozostale sa Zgodne z oznacze-
niami powszechnie przyjetymi w polskiej literaturze naukowej badZ tez wystepuja
tylko pomocniczo w przeksztalceniach:

a'.i,, af, wsphlczynniki anizotropii dla materiatu sprezystege i idealnie plastycz-

K
nego,
By wspblezynniki w formach kwadratowych,
e;, ks parametry deformacji powierzchni srodkowes,
w, ¢ kaly ugigeia przed i po deformacii,
D=1 = gyfe; modul sicczny, o
% grubosé powlokd,
' © Yy = Bffo  bezwymiarowa wzglgdna grubosé powlokd,
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i, In, By catki w zwigzkach fizyeznych,
A, Iy A3 =z, [} = 5 wspblrzgdne krzywoliniowe,
my = 6Mj @“[E% bezwymiarowe momenty ghace,

. gy =--.— bezwymiarowe sity podiuZzne i poprzeczne,

Q = gw? j2 ®° bezwymiarowa sita odérodkowa,
pi = P; ¢ bezwymiarowe sily powierzchhiowe,
Po, Py, Pr  Tormy kwadratowe Ilivszina,
01, F; promienie giownych krzywizn przed i pe deformacii,
&, v przemieszczenia mierzone w ukladzie kartezjafiskim,
wi przemieszczenia mierzone w ukladzie krzywoliniowym,
E,4: x,y wspdhzedne kartezianskie typu Lagrange’a i Eulera,

3. Zwiazki geomefryczne

Ograniczenie rozwazan do przypadku obrotowej symetrii powloki i obciazenia
pozwala na znaczne uproszezenie podstawowych réwnan, otrzymujemy mianowicie
réwnania z jedna zmienng niezalezna. Jako tg zmienna bedziemy przyjmowali wspdl-
rzedna typu Lagrange’a; w zalezno$ci od rodzaju powloki moze nia by¢ zmienna
odmierzana od frodka np. 4; lub & badZ od osi symetrii, gdy przyjmiemy kat o
(rys. 1).
kY =

Rys. 1

Na rysunku 1 pokazano linia przerywana powloke przed, a linig ciagla po
odksztalceniu, Powierzchni¢ §rodkowa powloki mozna opisa¢ badZ w ukladzie
Eulera, bad? tez w uktadzie Lagrange’a. W tym ostatnim przypadku wspélrzedne
kartezjaiiskie &, # lub krzywoliniowe A4; beda przypisane ustalonym punktom
powierzehni érodkowej powloki i ich wartodci nie ulegng zmianie w trakcie defor-
macji powloki. Wspdlrzedna opisujaca warstwg powloki bedzie réwna =10 =z,
gdyz zgodnie z przyjeta teotia malych odksztalced bedziemy pomijali zmiang gru-
bosci powloki na skutek deformacii.
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Dla obliczenia odksztalcen postuzymy sie miara Cauchy’ego. Na podstawie
rys. 1 mozna obliczy¢ odksztalcenie poludnikowe powierzehni §rodkowej e przy
uzycin roznych zmiennych niezaleZnych:

dl_1 - djl dll 5] dq? . dll

Gl = = — 1=

o dn Ty T YT

dhy
= cTn siny — 1.
W zwigzku (3.1) preeszlismy fatwo do wielkodei bezwymiarowych dzigki odnie-
sienin wszystkich wielkodel fizyeznych do tej samej wielkoSci pordwnawcze.
W dalszym ciggu jako taka wielko§¢ bedziemy przyjmowali wybrana grubo$é
powloki hy; otrzymamy wtedy A1 = Ay ho, r1 == 11 hg itd.
Odksztalcenie £, dla dowolnej warstwy w odleglosci z od powierzehni srodkowej
wyniesie

it dp—(@tndy o—r _dy

— et ——————z——.
(o1+2) dy Yt " dy

Jesli przyjmiemy, ze or > h (zaloZenie to tkwi u podstaw teorii powlok cienkich),
to otrzymamy zwiazek dla odksztalcenia promieniowego — zwiazek zgodny z hi-
poteza Love’a-KirchhofTa:

(3.3) £ == 61+k1 Za

Odksztalcenie ¢) bedziemy przyjmowali w postaci (3.1), natomiast parametr zakrzy-
wienia powierzchni frodkowej bedzie wynosit

(3.4) 1—(1 l)rldw—(l l)dh“(l 1)(1+)
' TN ol ady N\ el dh \m @ e

W podobny sposGb mozemy wyprowadzi¢ wzdr na odksztalcenic obwodowe €.
Przyjmujac gy & kb otrzymamy

(3.5 & = exthp z,
gdzie parametry deformacji powierzehni §rodkowej beda wynosily

(3.2) &1 =

x—§& wu
e £ = I
(3.6) .
. (I 1):‘2511199 (I l)x (1 1)(1+ )
in = | —— — — — == — ea).
" \ry o/ opsiny r 02l § f2o @2 ?
Tacznie moZna napisaé zwiazki dla odksztalcen w ogdlnej postaci
3.7 g =e;tkyz, j=1,2,
gdzie
(38 b= (= e
. ey = |— — — e,
. ol e !

a e i ey nalezy przyjaé odpowiednio wedtug (3.1) i (3.6);.
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W podstawowych réwnaniach (3.8) parametry e; i e; sa odksztalceniami po-
wierzchni §rodkowej, natomiast ky i k» zostaly nazwane parametrami zakrzywienia
powierzehni $rodkowej. Jedli przyjmiemy e; < 1, to k; bedzie zmiang krzywizn
(zgodnie 7 oznaczeniami w [8] k; & x;). Nalezy jeszeze dodaé, ze wzér (3.7) zostal
wyprowadzony przy ograniczeniu pierwotnych promieni krzywizn do g; <€ f;
ograniczenic wartofci promieni r; po deformacji powloki bedzie wprowadzone
dopiero w zwigzkach fizycznych.

Sposréd mieznanych funkeii jako podstawowe niewiadome przyjmiemy prze-
mieszczenie u § kat . W tym celu wyrazimy wszystkie funkeje przez te dwie wybrane
niewiadome. Jako zmienng niezalezng przyjmiemy 4, odmierzana wzdtaz poludnika
od osi symetrii powloki, badZ £ bedaca promieniem kola rdéwnoleznikowego.

Wrypiszemy teraz oczywiste zwigzki wynikajace z rys. 1:

x = E-tu, ¥y =0+,
(3.9)

dx =dljcosg, dy=dlsing.
Jedli zrézniczkujemy (3.9); wzgledem 4, i pordwnamy z pochodna obliczona z (3.9),,
to otrzymamy réwnania (beda to réwnania nierozdziclnosci dla odkszialcen)

3.10 dll . i ( + dbl) d[l . 1 (1+ dLJ)
(3-10) dh  cosg COSPT a0 dé  cos g d&i’

Odwrotnosci promieni krzywizn wystgpujace w (3.8) mozemy teraz latwo obliczyé,
gdyz '

v dp  dp diy  dp cosp  dp dE
r dl diy dl dA dut d4t di
. 1 1 1 dh 1 cosw—f"d—al & dl
1 dy dy
Ql — ?ﬂl = ?é" COs ¢,
natomiast
1 x 1 &

(3.12) — =, =
rp . sing gz sinp
Wspdlrzedna x wystepujaca w (3.12) obliczymy przez scatkowanie réwnania (3.9)2
badZ z (3.9); po obliczeniu przemicszczenia w.
W powlokach liczymy zazwyczaj przemieszezenia normalne 1 styczne w odnie-
sieniu do nieodksztalconej powierzchni §rodkowej. Przemieszezenia te tatwo obliczy-
my na podstawie znajomoéei przemieszezed # 1 o (rys. 1)

(3.13) wy = ucosytosiny, wy—usiny— vcosy.

W szezegllnym przypadku plyt kolowo-symetrycznych nalezy przyjaé v =0,
1/g2 = 0 i otrzymamy wtedy réwnania wyprowadzone w {26].
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W liniowej teorii powlok kat ¢ = w8, przy czym na podstawie rys. 2 mozna
przyjac przyblizona wartoé¢ dla kata 8 réwna

Wy dws
(3.14) N — .
p e oudy

Jesli dodatkowo przyjmiemy sin f = B,
cos = 1, cos pfcos f =~ 14-Btgy, to po wpro-
wadzeniu (3.13)1 zachowaniu wyrazéw linio-
wych otrzymamy znane rdéwnania (por. np.
[11]; réwnania z [25] beda réznily sie znaka-
mi ze wzgledu na odmierzanie przez nas ws
wzdhuz normalnej zewngtreznej)

. (dw1 + )
€ = — d?p w3yl ,

(3.15)
:'W,,c‘asz;HWas(mp [ d (W1 — s )
Rys. 2 Y ody Ver erdy)’
1 ctgip ( dw3)
€y = — (wyctg y+us), ky = Wy —
2= (w1 ctg p-+ws) 2 e W

Nicliniowe zwiazki, stosowane w uproszczonej teorii Donella dla powlok
i w teorii Kérmdna dla plyt, otrzymamy przyjmujac

sinfxf, cosfal--pf22

oraz
cos yjcos B3 1-1-f tg p-+(1-+2tg2 ) f2/2.
Otrzymamy w ten sposéb [2]

dwy 4 Wy 1 ( dwy )2 dwy 2wy wy
el e — —— = e e e —
dlll 01 dﬁ.]_ 1 clitl dﬁ,z QZ ’
(3.16) ¢ ! '
Wi W3 Wi 1 de W3
e =———=— ky = - . - —.
o2tgy o ereztgy  etgy diy o3

Dokonujac dalszych uproszezen mozemy z (3.16) otrzymaé réwnania powszechnie
stosowane przy obliczanin duzych ugi¢é; np. dla powlok malo wyniostych

dwy s 1 ( dwq )2 d2 wy
o= — A+t ), = — o2
ds 01 d& dg2,
(.17 :
w3 i 1 dW?,
€9 == —, g = — — ——
2 02 2 5 dE

W plytach 1jg; = 0 oraz przyjmuje si¢ pelne wyrazenic dla ep = wy/E.
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4 Roéwnania réwnowagi

Réwnania réwnowagi mozna otrzymaé wprost z klasycznej teorii cienkich

powlok obrotowo-symetrycznych. Nalezy wtedy przyjaé, ze réwnania te odnosza

si¢ do odksztalconej powloki (rys. 3a). Przy przyjeciu znakowania z rys. 3b (1)
réwnania rownowagi prayimuja postaé [11]

yk

d _ _ - -
dTv (N1 x) — Narycos ¢+0; x+Py xrp = 0,

. d - - - ﬁ
(4.1) —ag (Q1x)— Nix — Nyrysinp+Pyxr; = 0,

d 0 - —
d_(P(Mllx) - M2 Fycos @ — Q}. xXr4 = 0,

Jesli wprowadzimy wielkodci bezwymiarowe, a kreseczkami oznaczymy rézniczko-
wanie wzgledem zmiennej niezalesnej A; lub &, to réwnania (4.1) moZna napisaé
w postaci

(m ) = (ngcos ¢ — py ) 5" — (g1 ) ¢,
4.2) (g1 %) = (mz8in ¢ — p3 x) 5" +(m x) @',
(my x)" = (my cos p+6q) X) 5,

gdzie dla skrécenia zapisu przyjeto /; = s. Dla oblicze numerycznych wygodniej
Jest czasami wykona¢ rézniczkowanie po lewej stronie réwnan (4.2) i przedstawié
je W postaci

(1} Przyjeto kierunck dodatni osily = z zgodnie z normalng zewnetrzna. Dodatnie zwroty wy-
padkowych sit wewngtrznych przyjgto zgodnie ze znakowaniem stosowanym w teorii spregystosci
[11], Znakowanie takie bedziemy w dalszyim ciagu stosowall zaréwno dla powloki jak tez i dla
plyt (brak jednolitoéci oznaczen wystepuje w Zrédiowych monografiach [25 i 27
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r

5
ny = (my — m)cos g — p1s’ — 4 P,

’

- s
43 g =(nsing—-qicosg) —pstme,

+

5
my = (my — my) cos ¢ +6g; 5.

Przy niektorych typach obciazefi zamiast ukladu réwnan rézniczkowych (4.2)
i (4.3) wygodniej jest poshugiwaé sig ukladem réwpan rézniczkowo-catkowych.
Mozna mianowicie scalkowaé réwnanie (4.3),; wtedy sila poprzeczna g bedzie
wynosila

4. - — )
(4.4) qg1=ntge cos ¢

W réwnaniu tym wyprowadzono funkcje obciazenia (takiego terminu uzywa sig
w [271 28})}

4.5 Goe P - d
(‘) g= 710 gﬁox(—RXU*"‘hﬂfoil (p)!

o

gdzie obok liniowych obciazen zewnetrznych R, przylozonych wzdluz kofa o pro-
mieniu xq, wystgpuje sktadowa sit powierzchniowych, réwnolegla do osi symetrii
Y= Pycos ¢ — Pysine. ‘

Wprowadzenie (4.4) pozwala wyrugowal si-
fe ¢q i umozliwia prowadzenie obliczen bez jej
; Zp wyliczania, oczywiscie kosztem. obliczania fun-

N
! M ke obcigfenia g wedtig (4.5). W niektérych
% ) / AN & przypadkach okazuje si¢ to korzystne, np. jesli
P s i wszystkie sily zewngtrzne sa prostopadie do
R 2)i_( ? osi symetrii. Dla plyt przyklady takich ob-
— cigzen podano w [26]; dla powlok takim ob-

Rys. 4 ciazeniem moga byé np. sily odérodkowe.
Mianowicie w przypadku powloki o gg-
stofci p wirnjacej ze staly predkoscia katowa o (jeSli przyjmiemy, Ze jedynym
obciazeniem jest sila odérodkowa X — pw? xh), to g = 0 i réwnania réwnowagi
przyima prostszg postaé
’ s’ '
my = (ny — ny — Q% y)cos ¢ — — mig g,
(4'6) S’
m; = (my — my) cos o -6ny tg @5,

gdzie 2 = gw? 2 Pe, a ¥ = hiho.
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Przy postugiwaniu sig przyblizonymi réwnaniami geometrycznymi, np. réwaa-
niami Kdrména, pomija si¢c wyrazy g1 ¢’ i m ¢’ w réwnaniach (4.3); i (4.3);. W li-
niowej teorii plyt pomija si¢ ponadto wyrazenie 6g15" w (4.3)s.

5. Rownania fizyczne

W pracy oprzemy si¢ na teorii deformacyjnej. Znane rownania Nadai’a-
Hencky’ego-Tliuszina przeksztalcimy w ten sposéb, aby obejmowaly one material
pierwotnie ortotropowy, ktérego wlasnosci w zakresie spreZystym i plastycznym
sq r6zne. Zgodnie z przyjetymi zatozeniami kierunki gléwne ortotropii beda pokry-
waly si¢ z liniami gléwnych krzywizn, tj. liniami 4; = const przed i I; = const
no odksztalceniu.

Pelne odksztalcenia skladajacs sie 7 czedci spregystej i odksztatcenia trwalego,

(5.1) PR

napiszemy zgodnie ze wzorami A. NADAr'A {19] i L. W. Hu [7] w postaci odpowia-
dajacej materialowi sprezysto-plastycznemu:

gy = (o o) — &y 03) De+-(af; 01 — ofy a2) D7,
(5.2) &y = (—af, 011 o, 03) Po-(—ddy 0163, ar) P2,
8y = (—_agl a; — agz 0'2) @3-}—(*(1";1 gy — a§’2 0'2) s,

W odksztalceniach giéwnych (5.2) przyjeto o3 = 0 zgodnie z zalozeniami teorii
cienkich powlok. W dalszym ciagu bedziemy zajmowali sig tylko odksztalceniami
poludnikowymi £ i obwodowymi &;.

Podobnie jak to uczynit A, NADAI w [19] wyprowadzimy faczne wzory na od-
ksztalcenia (przez analogie do teorii sprezystodci):

(5.3) g1 =(mr o1 —app o} P, & = (—ay ortep o) D,

gdzie wypadkowe wspllezynniki anizotropii sy oraz funkcja plastycznosci @ beda
wynosily:

1
aij == E(a% @e“l'a%’j @10), isj - 1: 2’?

54 @ = Pot-Po,

Zwigzki (5.3) mozna odwréci¢. Wyrazimy w ten sposdb napreZepia przez od-
ksztalcenia:

1 1
(5.5 N (a2 81+ 02 82), 02= E(Gﬂm g1+011 £2),

gdzie w wyznaczniku A
(5.6) A = det ay| = a1y axp — ai,

uwzgledniono juz symetrig tensora anizotropii, tj. ay = aji.
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Nalezy jeszeze podaé wartodci wspolezynnikéw ay; oraz dokladniej okreslié
funkcje @. Dla zakresu sprezystege jake @¢ mozna preyjaé¢ odwrotno$é dowolnego
modulu sprezystosci. W dalszym ciagu bedziemy przyjmowali

1
¢ = —
(5.7) =%

i wtedy wspdlezynniki of, beda odpowiednio wynosily
é & El
o =1, Ay = "’21'5‘:
58) 5

e . e __ .
Upp = B’ Oy == ¥12;

sa one okreflone za pomoca «technicznych stalych» teorii sprezystosei [12)

Yefli chodzi o wspélczynniki of; wystepujace w plastycznej czgéei odksztalcenia
(5.1), to przyjcto je wedtug L. W. Hu [7] zgodnie z teoria Hilla materiaty anizotro-
powego idealnie-plastycznego (2)

K \2 K\ " K \2
) o-{al a-lal e=)

gdzie Y1, Yo i ¥qp oznaczaja odpowiednie granice plastyczno$ei [7], a K oznacza
warto$c¢ intensywnodci o; okreflonej wzorem

(5.10) of = afy of — 20}, 01 o3+, oF,
przy ktérej material zaczyna si¢ uplastyczniad.

Postapimy teraz tak samo jak to uczyniono w pracy [7]; podstawimy mianowicie
naprezenia (5.5) do (5.10). Otrzymamy stad ’

&1 o3
(5.11) P =— b F1=-,
G &

jebli infensywnoéé odksztalcefi ; okreflimy nastgpujacym wzorem:

1
T o T{ D 2 P 24 .2
(5.12) 2= 2 Wofy o — 200y apy apt+ob apy) &+
' 7 po2
+2 (afy orp 0y — oy gy ayy — of, afy+ady Oyp tyy) E1 82
2 ) p 3 2
Hafy o3y — 263 gy 01 +0h; a7p) &5].

W ten sposdb mozemy zinlerpretowaé odwrotnodé @ jako modul sieczny, obliczony
z wykresu o; = oy (&) zgodnie z (5.11),.

(2) Podalidmy tylko te wartosei wspolezynnikow afj, z ktdrych bedziemy korzystali w dalszym
ciagu, W [7] sa podane dalsze wzory wyprowadzone przy zalozeniu niefciliwodci materiatu,
W przypadku sprezysto-plastycznych odkszialcen, jak zauwazyli stusznie W. OLsZAK i J. MURZEWSKI

w [21], aby spelnié warunek niedci§liwodei, nalezy podacé dodatkowe zwiazki migdzy a:, i aﬁ.-
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Poshugiwanie si¢ intensywnoscia & jest bardzo niewygodne, gdyz w (5.12) wyste-
puja wspolczynniki agg, ktére zgodnie z (5.4); sa funkcjami @. W prakiyce wygodniej
jest zdefiniowa¢ intensywno$§¢ odksztalcert tak, aby po prawej stronie (5.12) wyste-
powaly stale wspolezynniki przy e5. W dalszym ciagu bedziemy okreslali inten-
sywnos$é¢ wedtug wzoru

(5.13)

]/Ag V B2z 6§-F-B1z & 62+Pu1 &,

gdzie wspolczynniki fii; beda wynosily
0 — 1 9 62 n o€ £ b e2
Baa = e (af} @33 — 2af, ag; 05,05, 041)
(5.14) fra = [au i a5y — alz(all a22+a12)+a22 af; 03],

— P B2 il - 4 & 2
fu = T (afy afs — 2af; of; o, +ohaly).

Wspolezynniki te beda teraz wartodciami stalymi, ktére mozna obliczy¢ na podsta-
wie znajomosei af; i ofj; podobnic jak w (5.6) A¢ = af; af, — af3.

Aby otrzymaé poprawna warto$¢ @, pierwotna krzywa dos$wiadczalna naryso-
wana w ulktadzie o, & (linia cienka na rys. 5) nalezy poprawié. Mozna ja otrzymad
przez odpowiednie przeskalowanie osi . Przeliczenia najwygodniej jest wykonywad
na drodze kolejnych przyblizen poshugujac sie np. metoda podana przez R. A.
MiEZEUMIANA [18]. W dalszym ciggu bedziemy zajmowali sig tylko procesem
aktywnym i bedziemy przyjmowali, ze funkcja @ (&) jest znana (linia gruba na rys. 5)

Przyjecie intensywnosci w postaci (5.13) charakte-
ryzuje si¢ ponadto tym, 7e dla & < &, otrzymujemy
& — I, gdyz dla zakresu sprezystego @? = 0; skad
D = D¢ i wy = af; zgodnie z (5.4). j

W szczegdlnym przypadku jednakowych wiasno- ]
§ci anizotropowych w zaktresie sprezystym i plasty- !
cznym ¢f; — af; — ag (materiat taki jest przyjmowa- & &
ny w [21]) otrzymamy znaczne uproszczenie wspdl- Rys. 5
czynnikéw fi;, mianowicie S = a1, Bz = 2043,

B2z = agp. Jeli material bedzie izotropowy 1 miedciSliwy, to aj = ugp =1,
ayp = 1/2 1 wzdr (5.13) na intensywno$é przyjmuje zZnana postad

al o;(€:)

.
(5.15) 8 = ﬁ ]/sf-}—sl PR

Dla wygody dalszych obliczen intensywno$¢ &; przedstawimy w postaci

1
(5.16) & = ﬁ V Po|-Po 2Py 22 .
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ktdra otrzymamy przez podstawienie (3.7) do (5.13). Otrzymamy wiedy formy
kwadratowe TLiuszmia, [8], zmodyfikowane dla ciala ortotropowego:

P, = fop ej+Przer 2B e,
(5.17) P, = B erki-tpriekat 'Bzi (1 keatex k1),

P, = Poz K1tz k1 K2 +-Pua K.

Mozemy teraz obliczyé wypadkowe sit wewnetrznych. Sile podiuing i moment
bedziemy oblicza¢ z przyblizonych wrotdw (3)

ni2 B w2
(5.18) Ny = f oy dz, M= f oy zdz, j=12
—h/2 —hi2

Skorzystamy ze wzoréw (5.5), a po wprowadzeniu bezwymiarowych wielkosci
n; = Nj Pefhg, my = 6M; D[Ry otrzymamy nastepujacy uklad réwnai fizycznych:

1y = By €1-+Biaqy ex+Baay ki +Bua K2,

nn
= Baysy e1-+Biae e2+Bazy ki HBiac Kz

(5.19) 6
1y = Biacpy €1 Buiay e2-+-Bra ku-+-Bu Kz,
i,
% Biam €1--Bri e2+Bum kit+Bum ka2
Dla skrécenia zapisu wprowadzono macicrz calek B, ktorej elementy  wynosza
(5.20) Bujgy = oy Je-t-(afy — o) I, EJ = 1,2, k=123,
gdzie

m(p k-1 i @e\2 k-1

e k- P -

Jp = — z dz, Iy = f H_) i_dz
@ A D A

-2 —xf2

W catkach Jiy i Iz w granicach catkowania wystgpuje % = hiho, pozwalajace
uwzglednié zmienng grubosé powloki (dla njednolicenia obliczen jako hg nalezy
przyjaé te sama poréwnawcza grubosé powloki, jaka przyjmowali§my w réwnaniach
geometrycznych i réwnowagi); w przypadku statej grubodci x = 1.

Podobnie jak przy obliczaniu & w szczeglnych przypadkach postaé zwiazkéw
fizyoznych moze ulec znacznemu Wproszezeniv. Tak wiec w przypadku af; = off =
= g4 nic ma potrzeby obliczania calek I, gdyz Bijory = @i Jr zgodnie Z (5.20).
Dla materiatu izotropowego, niefcifliwego i stalej grubogci powloki otrzymamy

4 2, 2 24

2
.l = — — _ — — —_— e ——
(52) JI 3 3‘le 'IZ 39 J3 18 6’

(3) Wzory te przyjmuje si¢ w teotii powlok cienkich, dla ktorych R
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gdzie przez £y, oznaczono funkcje Lepika, wyprowadzone w pracy [13] dla materiatu
sprezysto-plastycznego z jednokrotnym liniowym wzmocnieniem. Po podstawieniu
(5.21) do (5.19) otrzymujemy ukiad réwnan fizyeznych, wyprowadzony w [26].

W przypadku ciala liniowo sprezystego @¢/@ = 1 i Byjy = agy Jx, gdzie catki
Jr wynosza

x E; 2 Es

5.22 J Jy =0, =
(5-22) ! ? PTH2( — v vay) By

T Ly B
Catki te odpowiadaja sztywnodciom plytowym odpowiednio dia rozciagania oraz
zginania i maja stale wartosci niezaleznie od wielkosci odksztalcen. Dzieki temu, Ze
J> =0, uklad réwnat fizycznych rozprzega sie, tj. ny = ny (e, e2), my = m; (ky, kp)
dla j= 1,2,

6. Metoda rozwigzywania

Wyprowadzony uklad réwnan, zlozony ze zwiazkéw geometrycznych (3.7),
réwnan réwnowagi wewngtrznej (4.2) i réwnan fizyoznych (5.19) mozna w ogdlnym
przypadku sprowadzi¢ do uktadu dwéch réwnan tézniczkowo-catkowych z nie-
wiadomymi funkcjami u i ¢. Taka droga jest celowa tylko w nielicznych, szezegdl-
nych przypadkach [kiedy mozna obliczy¢ calki (5.20) w réwnaniach fizycznychl,
a ponadto przy uproszczonych réwnaniach (np. w teorii Kdrmdna). Tak otrzymany
ukiad réwnah mozna dalej rozwigzywaé tylko metodami przyblizonymi. Najczescie]
stosuje sie metody oparte na rachunku wariacyjnym; obiera si¢ przy tym postaé
odksztalconej powloki przez przyjecie funkcji spelniajacych warunki brzegowe.
Potgczenie tych metod z obliczeniami numerycznymi wykonywanymi na maszynach
cyftowych (J. R. Lerk w [13] taczy metody wariacyjne z metoda «sprezystych
rozwigzany Iliuszina, a W. 1. FiEopossew w [4] w metodzie Ritza nwmerycznie
rozwigzuje nieliniowy uktad réwnan algebraicznych) pozwolilo na zwiekszenie
swobady dobierania funkcii.

Znaczne trudnosci wystgpujace w podanych metodach, nawet przy prostych
przypadkach, sklaniaja do stosowania metod czysto numeryeznych, wygodnych
do zaprogramowania na maszynach cyfrowych.

Taka metoda jest metoda pélodwrotna polegajgea na zamianie zadania brzego-
wego na zadanie z warunkami poczatkowymi typu Cauchy’ego. Metoda ta jest
obecnie powszechnie stosowana ze wzgledu na duza prostote. Przyjmujemy mia-
nowicie tyle wartoci poczatkowych w wyjSciowym punkcie, ile jest nieznanych
funkeji (oczywidcie tylko czesc wartodci bedzie niezalezna ze wzgledu na koniecznodé
spelnienia warunkéw brzegowych w tym punkcie), nastgpnie na drodze numerycz-
nego calkowania dochodzimy do mastgpnego brzegn. Warunki poczatkowe nalezy
tak dobra¢, aby byly spetnione wszystkie warunki brzegowe.

Cala trudno$é metody polega na odpowiednim dobraniu warunkdw poczatkowych.
Na ogét wartosci te dobiera sig na drodze kolejnych préb (metoda «wstrzeliwania sign)
przez coraz to lepsze spetnianie warunkdw brzegowych, a nastgpnie lepsze dobranie
wartoSei poczatkowych [3]. Upowszechnienie tej metody bylo mozliwe dopiero

Rozprawy Inzynierskie -~ 7
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po wprowadzeniu szybkoliczacych maszyn cyfrowych ze wzgledu na jej duza praco-
chionno$é. Metoda ta byla stosowana do obliczania duzych ugieé plyt sprezystych
juz przez S.P. TIMOSHENKE [25], a do plyt sprezysto-plastycznych w pracy [26].
Metode te zastosowano w [23] do obliczania malych, spr@into«plastycznych ugiec
powlok walcowych; w stanie bezmomentowym metode tg moina stosowaé rownieZ
przy skonczonych odksztalceniach [221.

W obecnej pracy metode pélodwrotng bedziemy stosowali w postaci podane]
w [26]. Nie bedziemy powtarzali podanego tam algorytmu, zwrécimy tylko uwage
na pewne zmiany, pozwalajace dostosowaé go do powlok o zmienne] grubofci,
wykonanych z materiatu ortotropowego. '

Rozwigzywaé bedziemy pelny uklad réwnad (3.7, (4.2) i (5.19) nie redukujac
go do wspomnianego ukladu dwoch réwnat. Po ustalenin charakterystyki materiaiu,
a wige przyjeciu of; i af; oraz krzywej o3 = o3 (25) (dla celow obliczeniowych naj-
lepiej jest wykona¢ matematyczng idealizacje, np. przez zamiang rzeczywiste] Kizy-
wej linig famang odpowiadajaca wiclokrotnemu, odcinkowo-liniowemu wzmochnie-
niv), ksztatty pierwotnego powloki oraz zmiany jej grubosei i rozkladu obcigzenia
mozZemy przystapié do rozwiazywania zadania. W tym celu w wyjsciowym punkcie
(ze wzgledu na obrotowa symetrig bedzie to brzegowy kontur) przyjmujemy wartosci
poczatkowe 1, @, 1L, M1 Gl spelniajace warunki brzegowe oraz macierz catek
f?g)(;rc) [najlepiej jest przyjaé jako wyjsciowe catki (5.22) z zakresu sprezystego].
Na podstawic wzor6w (3.6) i (3.12) mozemy obliczy¢ ep1 Ky a e iy 2 nizej podanych
wzordw rekurencyjnych (6.1). Nastgpnie wobec znajomodci catek Bije, obliczonych
na drodze kolejnych przyblize, mozemy obliczyé fip 1 . Z Téwnah réwnowagi
(4.2) i zwiazkéw geometrycznych (3.1), (3.4) i (3.10) obliczymy pochodne ', ",
1, My, g1 Teraz mozna przejéé do nastgpnego punktu, w ktérym mozemy obliczy¢

111 1 1 .
u, @, ny, My, 4 korzystajac z odpowiednich wzordw numerycznego calkowania.

Zasadnicza trudnofcia w podanym toku postgpowania jest obliczanie cafek
Bijoe Trudno$é t¢ pokonamy przez zastosowanie wzoréw kwadraturowych, gdyz
mozZemy przy znajomosci ey, ez, k1 i ka obliczyé &1 i &2, a stad tez @ (si) w poszcze-
gblnych punktach przekroju.

Parametry e; i k; obliczymy na drodze kolejnych przyblizen znajac e, ko, 1y
i my. Mozemy mianowicie rozwiazac réwnamia (5.19); 1 (5.19) ze wzgledu na e
i ks otrzymamy w ten sposob nastgpujace wzory rekurencyjne:

-1l my
€(1n+1) = (B(z%) Bg%) - B‘z’%%%)) Lni B(zfz?a) - —53(2?2}32} -
— (B By — B3y By} €2 — (B By — B3y B kz] ,

{6.1) ‘

-1 [ m
m+D _ rpm) g ()2 ( e WD)
KD = (B Bty — Bae) L—”IJB:fz]'()z)Jr o Bt

(B, Bt — Blstn Bty e2+(B ) B —~ B{Sy By kz] ,

gdzie B, = Bujw (&, e2, K™, k7). Obliczenia numeryczne wykazuja, ze iteracja
jest tym szybciej zbiezna, im mniejsze sa odksztalcenia plastyezne; w szezegdlnym
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przypadku, gdy ¢; < 2, w calym przekroju, pierwsze przyblizenie jest rozwigzaniem
$cistym. ' 7

Numeryczne obliczanie calek Bijry nawet w prostszych przypadkach okazuje sie
znacznie latwiejsze do zaprogramowania na maszyny elektronowe niz wykorzystanie
Scislyeh wzordw. I tak w przypadko materiatu izotropowego z linlowym wzmocnie-
niem korzystniejsze jest siosowanie wzoréw kwadraturowych niz stosowanie funkeji
Lepika £;. Nie trzeba wtedy (por. [13]) rozrézniac jednostronnego czy tez dwustron-
nego uplastycznienia ani tez wprowadzaé funkcje [n. 'W przykdadzie numerycznym
dalej podanym uzyskano odpowiednia doktadno$é (rzedu 19,) przez podziat przekro-
ju na 8 odcinkdw i przyjecie wzoru Simpsona.

Wryjsciowy uklad réwnan mozna scatkowaé dowolna metoda numeryczng.
W [23] zastosowano metode Eulera, a w [26] jej ulepszong wersje; w pracy [22]
zastosowano metode Adamsa. W dalszym ciagu bedziemy stosowali metode
Rungego-Kutty. Zaleta tej metody jest duza dokladnosé przy stosunkowo duiych
krokach catkowania, dalej mozliwo$¢ tatwego zaprogramowania przy malym ob-
cigzenin pamieci maszyny., Zalets tej metody jest ponadto mozliwo$¢ przerwania
obliczen w dowolnym punkcie oraz mozliwos¢ zmiany kroku catkowania. Ta
ostatnia wlasnoé¢ ma duZe znaczenie w poblizu przewidywanych osobliwofei,
np. w przypadku obciazen skupionych mozemy odpowiednio zagesei¢ krok catko-
wania dla otrzymania dobrej dokladnosei obliczen.

7. Obliczenie skoficzonych ugieé powloki stozkowej

Podang teorig zilusirujemy na przykladzie powloki stozkowej pokazanej na rys. 6.
Ze wzgledu na maly wyniosto§¢ powloki jako zmienma niezalezna przyjeto &.

S FNU Y S

Rys. 6

Powloka jest obciaZona jedynie pierfcieniem sit przylozonych do zewnetrznego
konturu. Podstawowy uldad rdwnan przyjmie teraz postal:

82:%, x = u+g,

7.5 (sin P siny
]Cz = -

§ )(1+62)5
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€1 (32: k’Z} 1, ml)
wedhug (6.1),
k1 (2, ko, 1y, 1) g 61)

3 (81, €2, kl: kZ)

mZ (e]_) 82, ]Cl, lCz) wedlug (5019)’

1+€1
w=scosg—1, &= ,
: cos Y
{71.1)
[e.d] ¢ k1
¥ sy

r

’ $
rh:%—mNmW;“mmmwﬁ g1 = nmteg e,

r

s
= (my — my) COS - +-6nytg s’

Przyigto, ze material powloki jest izotropowy,
scifliwy; tak wigc wspolezynniki anizotropii przyj-
ma warto$ci

ae e _'P_:p_l’

(7.2)

e __ y S
Gy =V, alZ—O’S'

£ Funkcje @ przyjeto na podstawie wykresu podane-

Rys. 7 go na rys. 7; bedzie to idealizacja wykresu dla
- ' mickkiej stali. Azeby mo#na bylo wygodnie liczyé
catki Jg 1 Iy znajdziemy

L, & <3

e _ LS .

(7.3) e (1 si) oS S 0
l SII a— SI EH
RTINS

adzie y; 1 py 53 wspolczynnikami wzmocnienia (dla ciala idealnic sprezystego
y = 0, dla idealnie plastycznego v = 1). Przyréwnujgc intensywnosé &; do wartosci
s a nastgpnie sy, ottzymamy z (3.16) wspohz\*gdne

Py kA P
(7.4 20— 7y & ]/ i LTIl =
Pr

dla m =1, IL Obhczanﬁ Z {7.4) zI i z1 oznaczajy wspolrzgdne warstw powloki,
oddziclajace czgéé sprezysta od uplastyczmoneJ czeéel powloki; podobnie zﬁ izt
oznaczaja wspolrzedne warstw, w ktdrych wysigpuje wzmocnienie. Wspolrzedna

7o okreSla warstwe powloki, w ktdrej intensywno$é osiaga minimalng warto$¢.
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Je$li caty przekrdj ulega uplastyczmemu, to pod pierwiastkiem w (7.4); mamy
ujemna liczbe { nalezy przyjaé 2! L= =z = z,.

Jak wspomnieli§my w p. 6, catki Jx i Iy, a stad tez calki Byys, bedziemy obliczali
numerycznie; zastosujemy wzdér Simpsona przy podziale przekroju na 8 réwnych
czgdel, np. Ji bedziemy obliczali wzorem

05 s= 2l ) n( - Lol al ) rnorn(- 2]

salali ool )enl- §)eal-54]}

We wzorze (7.4) fi (z) oznacza wartosci funkcji pod catkg (5.20); dla ustalonych
wartoscl z = z;. Calki fp obliczymy analogicznie podstawiajac zamiast f (2)
funkcie Fr (z) = fz (z) @¢/D.

Pierwsza czgs¢ ukladu réwnah (7.1) pozwala obliczyé wszystkie potrzebne
wartoéci sluzace do obliczenia pochodnych u', ¢, nf, m; w ustalonym punkeic &
Przy przejsciu do nastgpnego punktu &1 = &+4& odpowiednie wartosci obliczy-
my ze wzoru czwartego rzedu Rungego-Kuity

1
(7.6) W1 = Wt (P 2EP 261D,

gdzie w = u, @, my, my, a kD oznacza odpowiednie przyrosty liczone dla punktu
& (por. [1]).

Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla powloki z otworem w érodku
o promieniu &g = 10 Ap. Grubo§é poréwnawcza fy przyjeto na wewngtrznym kon-
turze, tj. dla & = 10, Przyjmiemy liniowo zmienna grubosé powloki wedlug rownania
¥ = 1+0,02 (10 — E) a kat nachylenia tworzacej powierzchni $rodkowej przed
odksztalceniem p = 4°

Material powloki bedzie scharakteryzowany wspolczynmkaml (7.2), przy czym
przyjmiemy, Ze w zakresie spreZystym wspdlczynnik Poissona wynosi v = 0,3,
a g = 11073, gy = 10.10-3, % = 1,0, 9y = 0,9

Calkowanie numeryczne zaczeto od brzegu wewnetrznego & = 10, na ktérym
przyjeto wartofel poczatkowe ug = 22,5-1073, ¢y =T7°, u =gy =m; =0 od-
powiadajace swobodnemu brzegowi. Catkowanie numeryczne prowadzono az do
punktn & =281, w ktérym = —221,8:10-3, o = 1,723, ¢ = 0,28215 =
= 16°10". Wartodci my = 0 i u; # 0 odpowiadaja podparciu przegubowo-przesuw-
nemu. Pozostale sily wewngtrzne odezytane przy & = 28,1, wynosza m —
= —0,1546-10-3, g, = —0,0447-10-3, ny = —0,7942.10-3, mp = 0,0678-10-3,
Powloka bedzie obciazona sila pozioma p == PJERy = —0,1609.10-3, Na tys, 8
podano rozklad obliczonych wielkoSci; przemieszezenic © obliczono wzgledem
punktu &. Na rys. 8a podano rozklad stref spreiystych i uplastycznionych. Po-
czawszy od punktu § ~ 20 cala powloka jest uplastyczniona; odksztalcenia sa tak
duze, Ze pojawia si¢ strefa wzmocnienia ograniczona krzywa 2.
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Strefa sprezysta Strefr wzmocnienia I
-85
F4 -z .
s = g | 2 I -
I 0—*——-—___@‘-_ T el
i Iy \ 28{1}. £
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Maksymalne ugigcic powloki réwne ok. 1,7k jest bardzo duZe wobec tego,
e powloka jest dosyé krotka [L = (28,1 — 10) o = 18,1hgl, a przy maksymalnym
kacie obrotu normalnej, wynoszacym (g1 — ¢) & 16° — 4° = 12° nie moZna juz
stosowad uproszezonych réwnan teorii Kérmdna [10].

Obliczenia numeryczne byly wykonane na Politechnice Krakowskiej. Autor
pragnie podzigkowaé mgr. inz. J. WILKOWI, ktéry whozyt wiele wysitkn w wyko-
nanie programu i obliczef na maszynie UMC-1.

8. Zakohiczenie

W pracy podaliémy §ciste rOwnania geometryczne i réwnowagi wewngtrznej
oraz wyprowadzili§my réwnania fizyczne w prostej postaci (5.19). Zasadnicza
trudno$é obliczenia catek Bijy pokonali$émy na drodze numerycznej przez zastoso-
wanie wzoru kwadraturowego. Nastepny problem odwracania zwigzkow fizyeznych
zostak Tozwiazany, podobnie jak w [26], przez zastosowanie metody iteracjl.

Ograniczyli$my si¢ do rozpatrzenia aktywnego procesu obciazenia. Numeryczne
obliczanie calek By stwarza rtealne mozliwosci uwzglednienia wewngirznego
odcigzania powloki. Zjawisko to, na razie mato zbadane, bedzie mozna analizowaé
przez obliczanie przyrostéw odksztalcen przez wicksze wykorzystanie pamigci
maszyny. W ten sam sposGb bedzie mozZna prawdopodobnie oprzeé sig na innych
teoriach plastycznoéci, np. na teorii plastycznego plyniecia.
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Réwnaniami fizyeznymi teorii matych sprezysto-plastycznych odksztalcen obje-
li$my materialy anizotropowe wykorzystujac koncepcje A. NADA1A [19]1 L. W, Hu
[7]. Taka metoda jest wygodniejsza do wykonania obliczen numerycznych niz np.
wykorzystanie wzoréw L . (GOLDENBLATA [6], w ktorych wyprowadza sig nowe
niezmienniki stanu napreZenia i odksztalcenia. Wzmocnienie materialu zostalo,
podobnie jak w [7], uwzglednione na plaszezyinie oy, & przez wprowadzenie do
obliczen funkeji @ (s;), weietej z doSwiadezen.

Zaproponowana metoda rozwigzywania jest bardzo ogdlna. Numeryczna
postaé metody polodwrotnej daje si¢ fatwo ujac w postaci algorytmu, ktdry mozna
stosunkowo prosto zaprogramowaé na elekironowe maszyny cyfrowe. Duza szybkos¢
obliczen jest tutaj niezbgdnym warunkiem efektywnosci metody, gdyz wartosci
poczatkowe mozna okredli¢ tylko na drodze kolejnych prob, wykonujac odpowiednig
liczbg przeliczen. W samej metodzie nie ma wigkszego Znaczenia, CZy operujemy
mniej, czy tez bardziej zlozonymi réwnaniami. Dla metody nie ma znaczenia, €zy
liczymy duze, czy male ugigcia, czy materia} jest ortotropowy, czy tez izotropowy,
Scigliwy itp. Grubo§é powloki moze byé zmienna w sposéb ciagly lub tez skokowy
(warunki ciagloéci sq zapewnione w przyjetym sposobie catkowania), a obciazenie
dowolne obrotowo-symetryczne. .. ‘ 7

Przyjecie numerycznego calkowania wrzdiuz poludnika powloki i numeryczne
obliczenia calek Bijgy wzdluz normalnej do powierzehni Srodkowej pozwala na
uwzglednienie niejednorodnosei materialu w obydwu kierunkach. Problem ten
jest szczegblnie wazny w niektérych konstrukcjach; np. w powlokach silnikow
rakictowych wymiarowanych. przy uwzglednienia duzych ugieé (por. [2]) wlasnosei
materiaty sa funkcjami temperatury i zmieniaja si¢ we wskazanych kiernnkach
(oczywiscie nasze réwnania nalezy wtedy jeszeze uzupelnié odpowiednimi wyrazami
uwzglgdniajacymi zmiany temperatury).

Metode potodwrotna mozna dostosowaé do rozwiazywania probleméw ksztal-
towania (np. dobranej odpowiednicj zmiany grubosci czv teZ Zaprogramowanie
cech materialu formowanych temperatura lub napromieniowaniem) przy dopu-
szczeniu duzych ugigé.

Metoda nadaje si¢ szezegdlnie dobrze do badania stanéw pokrytycznych plyt
i powlok, gdy# réwnania réwnowagi upraszczaja si¢ i zmniejsza si¢ liczba nieza-
leznych warunkéw poczatkowych [26].
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Pesrome

TOYHBIA VPABHEHWVA 1 PACYET
KOHEYHEIX VIIPVTO-INIACTHYECKHX TIPOI'HBOB OPTOTPOIIHBIX
OCECUMMETPHYECKHUX OBOJIOYEK

BHIBOJHETCE TOYHEE T'SOMETPHYCCKHE YPABHGHHS H YDABHEHUS BHYFPCHHETO DABHOBECHS Ha
OCHOBE TIPEIIIOJIOIKEHH TEOpHH TOHKEX 0DO0MOUEX M BBEHSHHBIX XOOpPAMHATHEIX cEeTeM Jlar-
pamxa ¥ Dinepa. B KavecTse OCHOBHBIR (yHKIHE OpHHATO (YHXINIO DEPEMEINESHAS # B YIOX ¢,
OIpeAeHCHHEIH MEXTY KacaTCIbHON K Mepramany meGopMHpPOBAHHOM 00ONOYKH H OCRIO Bpa-
EHYR, B KaYeCTBE He3aBHCHAMOM mepeMeHHOH NPHHITO KOOpAWHATH JIarpamua & Wil KpHBONH-
Helmyio A1, ‘

DE3FUECKAEC YPABHCHHS TEOPHH HebOpPMaldK PAcHpPOCTPAEAIOTCH Ha IpeBapHTICIHLHO OpTO-
TpPOIBIELE YOpYro-IaacTHYecKul marepuan. Kos{HIIZeRTH AHAZOTPOIHE 0y SBIMIOTCA PE3Yilb-
THPYIONIAME XO3QORITHEHTOR ag,- " aﬁ; COOTBETCTBSHHO AL YIPYIOTO M MICAIABHO-TUIACTHICCKOID
MATEPHANOB, YHPOYHEHME YUHTEIBASTCA HA INIOCKOCTH 0y, & NPHAAMAR IPOH3BOIBEYIO0 (GYHKIMIO
&(g;), OUpENENEHAYIO TO IKCHepAMeETAM, TTPOIONBHEIEC CHILL 7ij B MOMGHTEL 7/ CBA3AHEL C Aediop-
MaIsIMKA &; TOCPEICTBOM HETerpancs By (k).

TpepaaracTcd NOMYOOPATHENT MeTO[ PeOHICHHS OyTeM 3aMeHbl XpaeBOd Samayu Samauci
Tuna Komm Anropudm paspaboradmsit 3 [26] pacopocTparIcTesN HA PACYCTE KOHCUHEIX YIIPYFO-
~HOJACTHYCCKHK DPOrEboB oproTponEHX 000mouek mepeMeRHOH Tommmnsl. PH3MUCCKAC 3aBHCH-
MOCTH OOPAIAIOTCH My TeM WTePAliAN, BEIYHECIIAT METETPAsl Bi; (£) ¢ NOMORIBIC KBAAPATYD; NpH-
MeHacTes MeTor, maTerpaposamms Pyare-Kyrra.

Teopus MMHOCTPAPYETCA YWHCHACHHEIM TPHMEPOM DAcdeTa NONOI0H, KOHYCHOH 000m10uKE
¢ IEPeMCHHOH TOMMEHON CTCHKM.

" Summary

EXACT EQUATIONS AND COMPUTATION OF FINITE
ELASTIC-PLASTIC DEFLECTIONS OF ORTHOTROPIC SHELLS OF REVOLUTION

Exact geometric equations and those of internal equilibrium are derived om the grounds
of the assumptions of the theory of thin shells by introducing Lagrangian and Euletian coordinates.
As the fundamental functions are assumed the displacement # and the angle ¢ between the tangent
to the meridian of the deformed shell and the geometric axis of the shell, The independent variable
is a Lagrangian coordinate £ or curvilinear coordinate ;.

The physical equations of the strain theory are generalized to the case of an initially orthotropic
elastic plastic matetial, The coefficients of anisotropy oy are resultants of the coefficients a;-ﬂj and

aﬁ for the elastic and perfectly plastic material, respectively. The strain-hardening is taken into
consideration, in the o;, e-plane by assaming an arbitrary function $(s;) taken from experiment.
The longitudinal forces n; and moments my ave related to the strains & by means of the integrals
Byy (k).

A semi-inverse solution method is proposed in which the boundary-value problem is replaced
by a Cauchy problem. The algorithm proposed in [26] is generalized to the computation of finite
elastic-plastic deflections of orthotropic shells of variable thickness. The physical relations are
inverted by the itetation method, by evaluating the integrals By (k) by means-of quadrature formulae,
The set of differential equations thus obtained is solved numerically by the Runge-Kutta method.

The theory is iHlustrated by a numerical example of computation of a.conical shell, of small
rise and variable wall thickness.
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