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1. Wstep

Przedmiotem przedstawione] pracy jest analiza réwnan mechaniki osrodka
jednorodnego i izotropowego typu Coulomba w przypadku, gdy proces deformacii
ofrodka traktowany jest jako plaski, sztywno-plastyczny proces dynamiczny.
Pod pojeciem procesu dynamicznego rozumiemy tutaj taki proces deformacii,
w kitérym przyépieszenia czastek ofrodka sa tak wielkie, Ze w roéwnaniach ruchu
nalezy uwzglednié wyrazy inercyjne, w odrdznieniu od procesu quasi-statycznego,
gdzie te wyrazy si¢ pomija. W pracy rozpatrzono przypadek procesu ustalonego.
Jako réwnanie konstytutywne, opisujace proces deformacji, przyjeta zostata quasi-
liniowa zaleZno$é migdzy tensorami napreZenia i predkosci odksztalcenia (zatoze-
nie wspolosiowodci tych tensoréw). Ponadto zaloZomo, Ze w procesie plyniecia
ofrodek jest niescisliwy.

Model matematyczny, ktorego kinematyka opisana jest wyZzej wymienionym
réwnaniem konstytutywnym i warunkiem niesciliwosci, przyjgty byl w pracach
A. 7. IszLiisxieGo [7] oraz A.J. JeNikE i R. T. SHIELDA [8]; omawiany byl w pra-
cach A.J. M. SPeNcERA [14], A. DrescuErA, K. KwAszczyiskies, Z. Mroza [2],
L.S. Zacgamowa [17] i J. ManpeLa [10}.

Analiza réwnan mechanicznych wyprowadzonych w teorii sztywno-plastycznego
plynigcia materiatéw typu Treski lub Misesa (réwniez dla przypadku plaskiego
stanu odksztalcenia i przy uwzglednieniu w réwnaniach ruchu sit bezwladnosci)
przeprowadzona zostala w pracy A. J. M. SeeNceRra [13]. Rozwigzania konkretnych
zagadnich brzegowych typu dynamicznego (niefalowego) na gruncie teoril ofrodka
sztywno-plasiycznego typu Treski lub Misesa podane zostaly w cytowanej wyZej
pracy SPENCERA [13] i ostatnio w pracach J. NATARA [111i W. SzczrPiNSKIEGO [15).

Dia odrodkéw Coulomba analiza réwnan mechanicznych (w ujeciu dynamicznym)
przeprowadzona zostata w pracach S. 8. GRIGORIANA [6 1 5] (z uwzglednieniem
warunku plastycznodci Schleichera) dla ogdlnego przypadku trojwymiarowego
ruchu niestacjonarnego, L. 8. Zacamnowa [17] dla plaskiego ruchu stacjonatnego
oraz w pracy G.A. GeNEwaA [4] dla plaskiego ruchu stacjonarnego i niestacjo-
narnego ruchu jednowymiarowego (przy duiych zatozeniach upraszezajacych)-

Zalozenie, 7e proces deformacji jest procesem sztywno-plastycznego lub spre-
ysto-plastycznego plynigcia w ujeciu dynamicznym, prowadzi¢ moZe do znacznych
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odchyleft w stosunku do rzeczywistego zachowania sig oérodka i wydaje sie, ze dla
ofrodka ziarnistego stosownicjszy jest model matematyczny ciala spreZysto/lepko-
plastycznego zaproponowany przez W. OLSzaxA i P. PERZYNE {121 dla grunta.

Przyjcty w obecnej pracy model sztywno- plastycznego plynigeia dla orodka
Coulomba stanowi pierwsze przyblizenie i pozwala w sposéb stosunkowo prosty
przeprowadzié analize réwnad wyprowadzonych dla tego modelu i uwzglednia-
jacych sily bezwladnosei w réwnaniach ruchu.

Wyprowadzone w pracy réwnania maja posta¢ niezmienniczych zaleznoSci
pomiedzy wielkoSciami niezmienniczymi, okreslajacymi stan napreZenia i pole
predkodel przemieszezeh; sa one napisane w ukladzie wspolrzednych krzywolinio-
wych nieortogonalnych, odpowiednio unormowanych do postaci naturalnej. Taka
postaé réwnaf mechanicznych spotykana jest w pracach C. CARATHEODORY'EGO,
E. ScuMipta, H. HENCKY'EGO, H. GERINGER, L. M. Kaczanowa, J. RYCHLEW-
SKIBGO 1 innych autoréw przy zagadnieniach quasi-statycznych teorii plastycznosel.
Podobny spos6b zapisu réwnaf mechaniki w ukladzie wspolrzednych krzywolinio-
wych, nicortogonalnych o postaci naturalnej, stosuje P. P. Teoporescu [16] dla
ptaskich stanéw teorii sprezystodci oraz J. Zawmzxr [18] dla plaskich stanéw
teorii sztywno-plastycznego plynigcia ofrodka izotropowego mniejednorodnego.

Przyjeta w obecnej pracy metoda analizy i zapisu réwnan jest efektywna przy-
najmnigj dla przyjetego modelu kinematycznego ofrodka. Pozwala ona w prosty
sposéb przej§é od réwnaft w dowolnym ukladzie wspohzednych krzywoliniowych
do réwnah zaréwno w niezmienniczych (dla ustalonego zagadnienia brzegowego)
ukladach wspohzednych (uklad trajektorii naprezen giéwnych, ukiad trajektorii
maksymalnych odksztalcefi postaciowych, uklad linii poélizgu Coulomba i siatka
charakterystyk), jak réwniez do réwnan w konkretnym ukladzie linii wspotezednych
z dang parametryzacig.

Istotnym punktem pracy jest podanie metody badania typu réwnan réZniczko-
wych czastkowych quasi-liniowych i wyprowadzania réwnafi ich charakterystyk;
metoda ta zostala zilustrowana na przykladzie réwnan rézniczkowych dla obranego
modelu mechanicznego ofrodka. Na podstawie réwnaf rézpiczkowych modelu
w odniesieniu do ukladu wsp6lrzednych nicortogonalnych, przyjgtego w postaci
naturalnej, oraz na podstawie definicji charakterystyk rownan rézniczkowych
czastkowych, podanej przez R. COURANTA i D. HiLBERTA [1], wyprowadzenie row-
naf charakterystyk (kierunkéw charakterystycznych i odpowiednich zwigzkéw
tézniczkowych wzdluz linii charakterystycznych w plaszezyZnie zmiennych mnie-
zaleznych) sprowadza sie do wykrycia prostych zaleznoéci algebraicznych migdzy
katami wzajemnego nachylenia wspolrzgdnych i katami nachylenia kierunku
glownego o7 wezgledem linii wspotrzednych. Wychodzac z innych przesfanek po-
dobna metode wyprowadzania réwnafi charakterystyk podat J. Zawmzkr [18].
Analizujac réwnania rozniczkowe plaskiego stanu quasi-statycznego plynigeia
stacjonarnego ofrodka plastycznego mnicjednorodnego, autor ten z gory zalozyl
postaé zwiazku miedzy wzajemnym nachyleniem g wspolrzednych i katem nachy-
lenia @ wigkszego naprezenia gtéwnego do jednej ze wspdhzednych i przy tym
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zwiazku wyprowadza kryteria, pozwalajace ustalié typ badanych réwnan réznicz-
kowych oraz, w przypadku hiperbolicznosci ukladu, zwigzki rézniczkowe wzdiuz
dwoch spoérdd trzech rodzin charakterystyk.

2. Wyprowadzenie rdwnai

W pracy rozpatrzono ofrodek ciagly typu Coulomba w plaskim stanie plynigcia
ustalonego przy uwzglednieniu w réwnaniach ruchu sit masowych i przyspieszenia.
Przyjeto zalozenie, Zze ofrodek jest niefcisliwy, a dewiatory napreZenia i predkosei
odksztalcenia sg wspdlosiowe. Matematyczne sformulowanie zalozed i odpowied-
nich réwnan problemu jest nastgpujace:

1. Ruch jest plaski i stacjonarny. Je§li plaszczyzna z — comst jesi
plaszezyzng ruchu, x, y sg wspOlrzednymi kartezjafiskimi plaszezyzny ruchu, to

(rys. 1):
2.1 (c)v 0o, X —0) 3
@y v=vyxy {5-=0 =0
2. Osrodek jest niefcisliwy:
(2.2) o = const, divv=0,
3. Dewiatory naprezenia i predkosci od-

]

ksztalcenia sa wspdlosiowe:
2.3) D =yT,

gdzie T 1 D oznaczaja odpowiednio dewiatory /:
tensoréw naprezenia 7°i predkosci odksztatcenia D. Rys. 1

. 4. Jest spelniony warunek pla-
g stycznodci Coulomba (rys. 2):

@8) 5 (0 -o) =

1
= sin <P{— o (o1 T o) teoty 99]-

& Z ratoren 1-4 wynika, Ze stan od-
kszialcenia okreslony jest przez dwie
funkeje 04 (x,») 1 9y (x, ¥):

()T)a;
(2.5) Lz =™ ?{ »
. a'?)fy _ a'l’:r, + a?)y
gy = a_y s Yoy = (Ty ox
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(2-5) gz =0, Vyz = 0, Vox = 0.
[e.d.)

Stan napreZenia moZna okredlié réwnies przez dwie funkcje: tzw. «sprowadzone»
naprezenie §rednie o (x,y) = p-l-¢ctg ¢ i kat nachylenia @ (x, ) paprezenia o
do osi x (rys. 3):
oy = H — ¢ (1 — sin ¢ cos 28),

Vi
‘ oy = H — o (14sin ¢ cos 20),
(2.6) L _
gz=H — 0, Tzy— &sinpsin2d,
Cg oy
Tyz = 0, Teg = 0,
gdzie .
7 Mixyi 1
/ ' G:p“‘}—H, P:—E(Gl‘i'fm);
/ (2.7) - :
’A\d’ - H=ccigg
[ X
Rys. 3 Te cztery funkcje vz (x,)), vy (%), o(x, )

i @ (x,y) powinny spelniac:
1) réwnania tuchu

(2.8) div T F = oa,

gdzie F oznacza sile masowa, o gesto$é, a przyépieszenie;
2) warunek niefcisliwosci

] 0v;  Ouy

(2.9) divy = ™ :)—y =0,

3) warunek wspdlosiowodci dewiatoréw D i T

(2.10) o = _2;%’_ .
Poniewaz
ov ov
(2.17) a= Uz +‘Ug'é:;,

przeto mozemy uklad réwnan (2.8)-(2.10) na podstawie (2.6) i (2.5) napisac
w postaci:

1 —si D % i 2@ag+
(1 —sin pcos 2 )dx sin ¢ sin P

_ ( 522 gsa@)Jr( 20z aex)'F
(2.12) 420 sin @ |sin 2 a—x——cos?. ¥ elvay - tou % = pFy,

i in 2 % 1 4-si 2& 0a +
sin @ sin 26 = {1+sin ¢ cos )ay
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(2.12) . ( & o " gin 20 acﬁ) . ( Ouy + ()'ay)

fedd -2 sin ¢ cos 2 P Py e\ve - Ty P 0Fy,
a'v_q; a'vy (()'Z)a; ()‘Uy) (()'ZJ:,; ()‘Uu)
E Y = in 26 | — — — R T
o ! 5y o 0, sin2 ™ o cos 2P 3y + o 0

Wyznaczajac z tych czterech réwnah cztery niewiadome funkcje o (x, ¥),
D (x, y), v=(x,¥) i vy(x,)) otrzymamy pa podstawie (2.6) skladowe tensora
napreZenia T oraz z réwnan (2.12) skladowe wektora predkodei v [a w konsekwencii
réwniez skladowe (2.5) tensora predkosci odksztalcenia D]. Latwo jest stwierdzi¢
przy pomocy badania odpowiedniej formy czwartego stopnia typ rownan (2.12).
Na og6t jest to typ hiperboliczny. Moze sig jednak okazaé, ze dla pewnych postaci
funkeji uklad moze staé si¢ paraboliczny.

Czestokrot zachodzi potrzeba napisania réwnaf w innym ukladzie wspélizednych
krzywoliniowych, np. gdy warunki brzegowe dane sa wzdtuz brzegdw krzywoli-
niowych. Ponadto latwiej jest zbadaé osobliwosci rownan w takich siatkach jak
siatki naprezen gléwnych, siatki trajektorii maksymalnych naprezen stycznych
i siatki linii poslizgu. Ze wzgledu na metodg catkowania réwnan typu hiperbolicznego
Jub parabolicznego trzeba nieraz napisaé réwnania w ukiadzie linii charakterystycz-
nych, ktéry na ogét pokrywa sig z siatka linii poslizgu wzglednie z ukiadem trajek-
torii maksymalnych naprezef stycznych. Dlatego tez celowe jest napisanie naszych
réwnan w dowolnym krzywoliniowym uktadzie wspblezednych.

3, Rownania w dowolnym ukladzie wspdirzednych krzywoliniowych

Napisane w ukladzie kartezjanskim w plaszezyZnie ruchu réwnania (2.12) sa
to réwnania ruchu w postaci skalarnej, warunek niescisliwosei ofrodka i warunek
wspolosiowosci dewiatoréw. Réwnania te w postaci niezmienniczej, maja postaé:

(3.1 div 7+oF = ga, divv=0, D=I]iT.

Zalozenia, 7e ruch jest plaski i stacjonarny, ograniczaja pole wektora predkosci
warunkami

3.2 o =0 0 ov 0
( . ) oz =V, Uz = U, 'a_t M
jeéli 0§ z ma kierunek normalny do plaszezyzny ruchu.
Zalozenie, Z¢ stan napreZenia jest stanem granicznym Coulomba, prowadzi

do réwnania
| ) 1 ’
(3.3) > (o7 — g2) =sin ¢ [— ?(0‘1-1—0‘2)—]—6 ctg 99] .

Podamy obecnie skalarng postaé réwnan (3.1) w dowolnym uldadzie wspol-
rzednych krzywoliniowych, obranych w plaszezyznie ruchu, wykorzystujac zalo-
zenia (3.2) i (3.3). Wprowadzamy wspblrzedne dowolne krzywoliniowe &, 7 (rys. 4)
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(3.4) §=E&(x3, n=n{xy

(analogicznie jak w pracy P. P. Troporgscu [16]); 0§ § = z obieramy w kierunku
normalnym do plaszezyzny ruchu.

vl Dla analizy ukladu réwnad na-

£ szego zagadnienia wydaje si¢ celowe
opisanie charakteru linii wspobzed-
nych przez ich krzywizny

€4 da . ()ﬁ
(3.5 M e T gy

-

M)
- oraz kat w, jaki tworza styczne do

-~ AN \\\
e SN . tych linii (rys. 4)

X
Rys. 4 {3.6) w=pf—d

Krzywizny i kat o sg tutaj funkcjami dlugosci tukéw sy, s linii &, #.
Przy przyjetych zaloieniach temsor napreZenia okreélié moZna jednoznacznie
przez dwie wielkodci: przez «sprowadzone» napresenic $rednie

(3‘7} ¢ = P+Hﬁ
gdzie (rys. 2):
1 1
{3.8) p=— ""2'“(01“%"0'2) = —*3—(014-02-1-03), H=cctgg,

oraz przez nachylenie osi gléwnej do linii wspSirzednych. Jako te druga wielko$é
przyjmiemy kgt nachylenia @ (rys. 3) do osi x:

(3.9) D= (,3‘1’ SZ):

gdyz zawsze moZna przej$¢ do kata nachylenia @, lub @, wzgledem linii wspolrzed-
nych krzywoliniowych na podstawie wzordw (rys. 4)

@1:@—-0. lub @zzﬂ—(p,

(3.10)
. @1*}-@2:&):5—-3.

Wystepujace w rownaniach tensory i wektory wyrazamy przez ich skladowe
fizyczne w ukladzie jednostkowych wektordw e i e; stycznych do linii wspdhrzednych
%) == const i & = const odpowiednio. Do wektoréw predkosei v i sity masowej F
stosowaé bedziemy zapis dualny: badZ okreslaé bedziemy je przez sktadowe fizyczne,
badz tez przez ich moduly i katy nachylenia wzglgdem linii wspdtrzednych lub osi x.
Mamy wige (rys. 51 6)

. € .
511 v 51N

- .
(3.11) v=ole o2 ezxﬂ[sm B — 8 +s1n( a)eZ]

= @ (cos 8i-+sin 6f) = vu it oy §,
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sin w €1 sin w

{312y F=F1 elJerezzF[ sin {f — ) o1 sin {y — «) ez]

= F(cos y1+sin yf) = Fpit-Fyj.

Skiadowe wektora przyspieszenia a = al e -+a?e; znajdziemy za pomocy
roinicrkowania skladowych wektora predkosel v.

y

Q

-
N

Rys. 6

Stosujac wzory transformacyjne dla obiektéw tensorowych i wektorowych
‘przy przejéeiu od uktadu wspdlrzednych kartezjadiskich do uktadu wspétrzednych
krzywoliniowych, a nastgpnie przechodzac do skladowych fizycznych i zastepujac
opetracje rézniczkowania w kierunku x i y przez operacje rézniczkowania wzgledem
dtugodei tukéw s1 1 59 wspblrzednych £ i #, po-Zmudnych obliczeniach dochoedzimy
do nastgpujacych wzordw:

dia dlwergenc_]l

(3.13) divT = (divT)! e1+(d1v Ti ep ==

1 1 o0
= [sin 1) (-— [I-+sinpcos2{f — (E’)]Ja—s1 =+

sind w

0
+{cos w-+sin g cos 2 (P — a) — a)]}a;:) +
ow
+(1 — cos w) ({0‘ sin pcos 2 (f — D) H(v — H)} F
de
— {osinpcos [2(® — a) — cu]+(o* — H)cosw}— 35 )

' op oP
~2¢g sin o sin ¢ §sin 2 {§ — @)E +sin 2{P — a) — w}a—s— e+
1 2

‘ J
[sin W ({cos w--sin g cos [2(f — @) — w]} é -

sin3 w

Rozprawy Inzyniergkie -— 8
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d do
(3[0_,3) — [1+4-sin @ cos 2 (D — a)] 5&;) -+

d

(1 -~ cos @) (M {osin peos [2(8 — B) — (o — H)cos o} 5+
dw

{0 sin g cos 2 (@ — a)-+-(o — H)} 55;) -+

. {. I | na (@ a@}]
420 sin w sin ¢ Sln[2(ﬁ_@)—w]a?1+5‘nz( H"a)a_sz €2

dla przyépieszenia a

ovl dol 1 oo oo
B4 a=ylel—+ 2| — vlcos w|vl— + o2 =)+

. s 085 sin w 051 080
(o oot {lo i o)+
+o*le 07.5'1 v b}; € v ;)E v ()Sz
o L e T R I
+ﬁ;§ plie (—)?1 was;, 22 cos w|v P wasz e}
fub
v H. 5[. 522t —al?
(3.1?) = sin (§ — 6) sm(ﬁ—_ ,)031 Sl_n( ~_a)()sz —

' ' ‘ ikl ad
—vcos(f—9) {sin f—8 0_.91 +sin (6 — @) asz]} e+
o o éw |
+ {Sin (6 - a) [Sin (ﬁ - 6)5;; +.Siﬂ (5 —_ ﬂ) a—sz] +

" a8 od
+zcos (8 —a) lsin (B — 0 5 +sin (6 — a) f)Sz]} i‘/z] :

dla sily masowej F

1
(3.16) F=Fle+F2ey= o [(sin B Fi — cos fFy) e, -(—sin e Fz-1-cos a Fy) €]
b
Fo_ .
(3.17) F=Fle4Fle = P, [sin {f — %) e;+sin (x — o) ez].

Znajdziemy réwnieZ

118 . ()z;l+()‘z)2+ 1 [1(0a c)a) 2(@,8 aﬁ)]
(3.18) dwv—a 5&2 sin @ v 085 caswasl —v Oslﬁcoswc)sz_

lub

3.19) divy = I{L a‘m+' 8 aﬂ
(3.19) dlvv—aﬁa sin (f — )a'—s1 sin ( ma)és;
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(3.19) [ . \ aa]}

— c — e _ P
[C.d}. vicos ﬁ ) ()SI Ccos ( a) t)Sg .
Warunek wspolosiowoéei dewiatoréw D i T (D = AT) daje

dol a2
(3.20) {COS R — (a+H)] a5 +cos 2 (D — f) oy +

i du _ B

ol sin 20 — (a-+f)] P +225in 2 (P — f) Es{} —
oo dol

_{ cos [20 — (a+5)] gz- +eos 2(D — a)E'—I—

‘ 0B ) da
~+ 92 sin [20 — (a—i—ﬁ’)]&; +olsin 2 (P — a);)';; =0

lub

[ 0 aa}
(3.21) |cos 2P — (ﬁ—i“a)]aT;l o sin [20 — (,84-6)]5;; -

ov od
— {cos [2& — (aJrrS)]gg; -+ v sin 20 — (a+6)] a—sz} =,

Tak wigc réwnania (3.1) sprowadzaja sie do vkladu czterech réwnan skalarnych
w ukladzie wspolrzednych kezywoliniowych & %, mianowicie do rdéwnani

(3.22) (div T)1+-oF! = pa!, (div TY2-+oF2 = ga?, divy =0
oraz do warunku wspdlosiowoéci dewiatoréw D i T, przy czym
(div T) i (div T')Z, atia2, FliF2oraz divy

okreslono wyzej [wzory (3.13)-(3.19)]. Warunck wspolosiowoéci dewiatoréw
D = 7T ma postaé jednego réwnania skalarnego (3.20) lub (3.21).

4. Dalsza transformacja réwnan

ZauwaZy¢ nalezy, ze przy naszych zalozeniach skladowe fizyczne al i o2 wektora
przyépieszenia a daja si¢ wyrazi¢ przez pochodne wspdlrzgdnych wektora predkosei
v i nachyledt a i § linii wspolrzednych &, % do osi x, brane w kierunku stycznym do
odpowiadajacej linii wspdlrzednej, mianowicie o' przez pochodne w kierunku sy
oraz 4% przez pochodne w kierunku 5. Jest to mozliwe dla kazdego uktadu wspdl-
rzednych krzywoliniowych z wyjatkiem uktadu trajektorii maksymalnych odksztal-
cen postaciowych.

Jedli

7

T
@1 O ary, F-Bty,
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to z warankn niescigliwosci (3.18) lub (3.19) oraz warunku wspdtosiowoscl tensordw
(3.20) lub (3.21) moZna wyrazi¢ pochodne skladowych predkofci dwzfosi lub
dv/dss, 08/0s; oraz pochodne da/dsi, oflos; (i, k= 1,2) odpowiednio przez po-
chodne w jednym kierunku. Po obliczeniach otrzymamy

ov!
al = {p1+292 [cos w+sin wtg 2(P — C‘)}}EF +
1

) 0v2 E . 5 0
422 [cos 2w-1-sin 20 tg 2 (D — a)] o5, T ine (vl cos w+v )7 —
o2 op
— —— {(v' 492 cos w)+202 sin2 w [cos w-sin @ tg2(P — @)} o
42) sin w : 1
. S
= {92+2v1 [cos w —sin wtg 2(P — ﬁ)]}g— -+
. . : aol 2 ) . +
91 [cos 20 — sin 2w tg 2 (P — ‘6)]5.? P (92 cos o+ )()Sz
P o2 il 1 gin2 ' @ da
+ P {(v2-9! cos w)+291 sin? o [cos @ — sin w tg 2(P — H)1} P
fub.
. Jdv
al=v [[cos 20 — a)tsin2(@® — a)tg2(P a)]a—.n-H
o0
o Cl)(t:os oo+sin o {sin2 (8 — @)-+[1 —cos2(d — )] tg2(P — c:z)})a?1 ,
{4.3)

0
az:?J[[cosz(ﬁ~6)—-sin2(ﬁ—6)tg2(¢4ﬁ)]a%;+

24
. vw (cos w-+sin{osin2(f — 6} — [1 —cos2(f — Ntg2(P — 3)}) 5-57;;}

W kazdym ukladzie wspohrzednych z wyjatkiem ukladu trajektorii maksymalnych
odksztalcen postaciowych, dla ktérego nie sq speinione warunki (4.1), réwnania
zagadnienia moZna napisaé w postaci (3.22) z tym zastrzezeniem, Ze skladowe
przyépieszenia 4l i g2 naleZzy zastapi¢ w tych réwnaniach wyrazeniami (4.2) 1 (4.3).
Rownania problemu odniesione do uktadu trajektorii maksymalnych odksztalcest
postaciowych, tj. gdy zachodza warunki

7T & 7
Pre=g, Pt

rozpatrzymy w dalszej czedei pracy.
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5. Charakterystyki rownan réiniczkowych

W tej czeSci pracy rozpatrzymy zagadnienie istnienia charakterystyk ukladu
(3.22) rdéwnan rézpiczkowych. Liniami charakterystycznymi, zgodnie z definicia
stosowana w pracy R. CoURANTA i D. HILBERTA [1], bedzie taka rodzina linii
w plaszezyinie ruchu, gdzie wzdlnz kazdej linii spelniony jest zwiazek rézniczkowy,
bedacy kombinacja liniowa rozpatrywanych rownan i zawierajacy pochodne
funkcji niewiadomych tylko w kierunku tej linii. Stosujac t¢ definicje a jednoczesnie
i metode poszukiwania charakterystyk i odpowiednich zwiazkéw rézniczkowych
wykazemy, Ze jedng para zwiazkéw rézniczkowych beda rownania ruchu w uktadzie
lindi poélizgn (linii spelniajacych warunek Coulomba) tworzacych jedna pare cha-
rakterystyk; druga pare stanowié beda odpowiednie kombinacje warunkéw nie-
$cisliwodci 1 wspdlosiowoéei dewiatoréw w ukladzie trajektorii maksymalnych
odksztalceft postaciowych.

W zwiazku z tym zastanowimy sie obecnie, w jakim ukladzie wspohrzgdnych
kazde z réwnan ruchu zawiera¢ bedzie pochodne funkcji o (s 52) 1 @ (51 52) tylko
w jednym kierunku odpowiadajacej linii wspolrzednych. Potrzeba na to, aby skladowe
wektora div T wzdtuz wspdlrzednych zawieraly pochodne tylko w jednym kierunku,
mianowicie (div I)! — pochodne w kierunku sy i (div )2 — pochodne w kierunku
5, bowiem skiadowe przyspieszenia al i ¢2 na ogdl daja sie tak wyrazié przez po-
chodne w kierunku odpowiednich wspélrzednych [(4.2), (4.3)]. Z réwnania (3.13)
mamy

(div Iyt =

0
[Siﬂ w (—[l-l-sin pcos2(f — @)]BS—U 4+
1

sind w

0
+-{cos w+sin @ cos [2(P — @) — w]} a——;) +
dw
+(1 — cos w) ({o‘ sin pcos2 (P — By+(o — H)} P
)
— {osin g cos [2 (D — a) — w]+(o — H) cos o} Mt)sz) —

(5.1) o0 oo
— 20 sin o sin cp{sinz (ﬁ — @) 5.5‘_1 +sin [2(@ —_ ﬂ) _ aﬂé.s;}]’

(divT)2 =

sin3 w

: oo
[sin co ({cos w-+sin ¢ cos [2(f — D) — w]} o
| do
— [14-sin g cos 2 (P — )] C)—Sz) +

0
+(1 — cos w) (— {osin g cos 2 (f — &) — w]-}-{c — H) cos w}f: +
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.0 . dw
fed] +{osin g cos 2(P — a)+(G—H)}aT'2 +
od oP
420 sin  sin q){s'in 28— ® — w]— Tsin2(P— a)—}].
()Sl ()Sz

‘Warunki, aby (divT) zawierala pochodne w kieranku s, a (div 7)2 — po-
chodne w kierunku s», sa nastepujace:

cos wtsin g cos [2(P — a) — 0] =0,

do
(5.2) {o sin ¢ cos [2(P — o) — w]4-(6 — H) cos w}aT,z =0,
sin2(@ — o) —w]=20
oraz
cos -1-sin p cos [2(f — D) — w]=0,
o
(5.3) {osin @ cos [2(f — @) — w]-+(g — H)cos C"};)% =0,

sin 2(f — @) — w] =0.
Skad otrzymamy

(54) wzzf“’! @-—Ct‘—“—/,t, ﬁ"*'@:f”':
gdzie 2u = @+4m/2. PonlewaZ
O—a=ptafh, f—0=pafd

to spelniony jest warunek (4.1). Widzimy wigc (5.4), Zze uklad wspdlrzgdnych
pokrywa sieg z liniami poslizgu.

Zgodnie z definicja charakterystyk uklad ten tworzy jedna z dwu par charakte-
rystyk rownan résniczkowych. PoniewaZ mamy co najwyzej dwie pary r6inych
charakterystyl rzeczywistych (forma charakterystyozna jest czwartego stopnia),
poszukamy drugiej pary. _

Zbadamy, kiedy dwa ostatnie z réwnan (3.22) dadza si¢ przeksztalcié do postaci
dwu réwnan, 7 ktérych kazde zawiera tylko pochodne w jednym kierunku odpo-
wiedniej linii wspdlrzednych. Znowu dobierzemy odpowiedni uklad wspolrzgdaych.
Rozpatrzmy réwnania (3.18) i (3.20), ktore zapiszemy w innej postaci:

dol 1 da N
[———- ('z;lcosa)——l-vm)]Jr

08, sine o a5y
- _ do2 1 af e
I B : + | F= P2cosaw— vl =0,
“ ds,  sino o8 Os

@2

{COS 2@ — (a+ﬁ)] +cos 2 (@ ﬁ) ai o
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(5.5) ()ﬁ}
Te.d.] +olsin 20 — (a-i—ﬁ)]m +o2s5in 2 (@ — f)

{cos [20 — (a—l—ﬁ)] +cosz (& — a) 1

. op . da
42 sin [2P — (a—l—[})]a—sz:i—gl sin 2 (@ — a)a_sg = Q.

Uklad tych réwnaf mozemy zastapi¢ vkladem réwnowaznym:

dol dp2
2cos 2@ — (a+ )] o5, +cos2(f — D) Fr

{1 SRR
S|Pt eos2 (P — o)

9
- 402 [cosweos2(f — P)+-2sinwsin2(f — Qj)]g} B

évi cos 2({P — ) da of
—0032(@— )ﬁ*%—*-w-m ‘vlcosw-a? +w2£ =
2 7)

(5.6)

ovl

o dv2 ap
2cos 20 —(a-+p)] o5 +cos 2 (P —u) F

{@2cos2(ﬁ%@)¥ +

8in w

0
+ 21 [cos wos 2{P — a)+2sin o sin 2 (P — a)] a:} —
: 2

o2 2 D d - ‘
22 cos {p— )(‘U“ cos o of o _) — 0.
sin o

‘ —'COSZ(ﬁ @ () 8y ()Sl

Aby uklad réwnaf (5_.6) zawieral pochodne funkcji niewiadomych, kazde tylko
w kierunku jednej odpowiedniej wspélrzednej, potrzeba spetnienia warunkow

{5.7) cos2{@ — a)=0, cos2(p—P)=0.
Stad wynikajg, zaleinofei

{5.8) P —a=mnfd, f-~D=nld =g

Zatem w tym przypadku otrzymujemy uklad wspdlizednych &, 7 polaywajacy
sie z ukladem trajektorii maksymalnych odksztalced postaciowych (rys. 9). Zgodnie
7 definicja charakterystyk siatka ta iworzy druga z par charakterystyk naszych
réwnan rdzniczkowych.

Rozpatrujac parg rownai (3.19) i (3.21) przy okresleniu wektora v przez jego
modut v i nachylenie 4, otrzymujemy ten sam wynik {5.8).

W przypadku przejicia od ofrodka Coulomba do ofrodka Treski (qo = 0,
#=n/4) uklad analoglcznych rownan wykazuje osobliwodci, ktore wymagaja
.odrqbne_] analizy. W tej pracy zajmowaé sig tym nie bedziemy.
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6. Réwnania w wyréznionych ukladach wspéhrzednych

Obecnie podamy posta skalarng réwnafi problemu w szczegdlnych ukiadach
wspolrzednych.

1. Uklad trajektorii naprezen gidwnych (siatka izostat). W réwna-
niach (3.22) nalezy przyjaé (rys. 7)

o=1®, [§==0a/2,

(6.1)
w=f—a=uaf2,

a ponadio wprowadzimy oznaczenia eq = iy,
e; = I dla wersordw stycznych do tych tra-
jektorii.

Podstawiajac wartoéci (6.1) do wzordw
(5.1), {(4.2), (3.18), (3.20) i (3.16) sprowa-
dzamy uklad réwnan zagadnienia (3.22) do
postaci

*

o 0 I( ot 092) 1 Zagb]
c)s1( —smq:)H:Zo'smc;oB;‘; eilot — — 2 291 o =

os 51 aSl
= p (cos @ Fp-1-sin D Fy)»
00‘1 . ) a@+ [(261;2 t)wl)+ o ]
(6.2) 632( -}sin @) — 2osin 9355'} elle P ()sz 291 92—

= g (—sin @ Fyt{-cos @ Fy),
oot od oo adb ov2 o opvl b10)]

s g2 gl — = (), bl o —g2— = 0,

08 ds; 08y o5 081 ds; 08y 08y

W przypadku okreflenia wektora v przez pare (v, ) podstawiamy wartosci
(6.1) do wzordw (5.1}, 4.3), (3. 19), (3.21) i (3.17) i réwnania (3.22) sprowadzamy
do postaci

a'al ) . B@_I_ [ - @av

6.3'1( —smqa)—20'smrpasz o7 |cos2(8 — )t)slw
08

stin2(f3—¢)5; = p Fcos(y — @),

i

6.3

()"1- ‘a@{a@aw

asz( +Slntp)—2osmcpa—sl——gw cos 2 (6 — )a_sz—

(\

052] = pFsin(y —®),

—osin2{(d —
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i) a8
cos(é—@)i—wsin(é @) +sm(6 @)——+vcos(6 @)*H-O

. 0w+ a@aa agpafa .6@@6
:;151(5—(13)()—S1 2 cos (6 — )asl-kcos( — )asz — o sin (0 — )BS_Z_

Pizy wyprowadzaniu dwu pierwszych z réwnafl (6.2) 1 (6.3) korzystaliSmy
ze wzordw (4.2) i (4.3) odpowiednio zamiast wzoréw (3.14) i (3.15), gdyz obie grupy
wzoréw sa rownowazne przy spelnieniv warunkow (4.1), ktére w tym przypadku
[por. {6.1)] maja postac

P —a=0%md, [f—P=af2#a/l

Zauwazmy, 7¢ réwnania (6.2) i (6.3)
zawieraja pochodne funkcji niewia-
domych w obu kierunkach: pierwsze]
i drugiej trajektorii naprezen glow-
nych. Nie mogg wiec by¢ na ogét cha-
rakterystykami ukladu rdéwnan pro-
blemu.

2. Uklad linii poélizgu. Jako
pojecie «linia poslizgu» przyjmujemy ~ 1;’ P &
umownie, Ze jest to linia, wzdtuz ktodrej i X
spelniony jest warunek Coulomba lub Rys. 8
inaczej mowiac za «lini¢ poslizgu Cou-
lomba» uwazamy linie odpowiadajaca punktowi styczno$ci k6t Mohra z ich ob-
wiednia. Dla tego ukladu wspétrzednych nalezy przyjaé (rys. 8):

a=®—p P=0tp, ow=F—a=2, gdziep="rfitgl2,
6.4 dw da  of oD

=90, &;=ES';:_0;;’ k=1,2.

Osp

Podstawiajac wartosei (6.4) do wzordéw (5.1), (4.2) lub (4.3), (3.16) lub (3.17),
(3.18) tub (3.19) i do (3.20) lub (3.21) oraz zestawiajac na tej podstawie rownania
problemu (3.22), otrzymamy uklad czterech réwnai skalarnych w postaci:

(aa ) ()@)+ {( - 292 )(a'vl . a@)+
o 20 ctg 24t dsy e cos 2ul \dyq vl otg 2 0

{t)?ﬂ 22 (14-sin2 2p) a@]}
ol o5 sin 2p cos 2u 981

sin 2.“ [sin (D) Fo — cos (P+p) Fyl,

(6.5)

(@7}2 4g2 0@) +
% 02 clg 2‘“6

(da 6@) + {( 24 291 )

085 +20 ctg 2p o5 ENT" T cos 2u
0wl ol (1--sin2 2p) 0D

Fot [ 4 O (cksin? 20) _]} ~_*
05y sin 2p cos 2 05y sin 2

[—sin (@ — p) Fut-
-+ cos (@ — ) Fyl,
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(6.5) 1ot 1 oP op2
eqn |7— — == (wlcos 2u+0?) g F
1

0P
2 Lol — | =
sy sin2p g3 sin2u (02 cos 2p-+v )()sz] 0.

[001 4082 o902 2sin o ()@] [02}2 " ool totsi a@] — 0
a5 cos 2p o1 ©? sin 24 P o cos 24 2%, olsin2p 35, ==

lub przy okrefleniu wektora v przez parg (o, 8) uklad

(()0' 2t2a@)-{ 7){ 2(8 @07}
PR S P AL T T Ch )557;

08 F
sin 2 [14sin2psin2 (6 — @)1 } sn 2 sin [(D - 1) - %1,

(o) igfonao
252 octg ’M()sz v co82(d — )55+

28 |
(6.6) t S L sin 2usin 205 — O)] 50 } = g, = @ — )l

) du 98 _ 0w
{szn [(6_@)_‘“]671 +wcos [(6-<15)—fu]ésfl} ﬁ'{s1n[(6~@)+y]al£ -+
‘ ' dd
4o cos [(6 — D) -u] 052} =10,
ov ) 00 Jv
{cos [(6 — @) -u] 5 — o sin [{(§ — D)+ ] g} {cos(é D) —u]— 053

' 06
— vsin] (5 — @) ] 03"} = 0.

Dwa plerwsze % réwna (6.5) lub (6.6) zawieraja pochodne funkcji niewiadomych,
kazde tylko w jednym kierunku odpowiadajacej linii poSlizgu. Dwa pozostale
7 tych réwnan zawieraja pochodne funkcji okredlajacych wektor predkosei, kazde
w obu kierunkach. Oznacza to, ze linie poélizgu stanowia jedna z par charakterystyk
sposrdd czterech linii charakterystycznych réwnan problemu. OczywiScie spelntone
sa tu warunki (4.1), ktére uzasadnialy przyjecie do obliczefi sktadowych wektora a
wedtug wzorédw (4.2) lub (4.3). Mamy bowiem

6.7)

3. Uktad trajektorii maksymalnych ',ddRSZt'ailéeﬁ_-:jﬁ(.):s,tagiowych
(a jednoczcénie maksymalnych naprgzen styczmych).  Dla tej siatki
wspdtrzednych mamy (rys. 9)
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O i} bLe om
(6.8) b X0, k=12
Oz - 05y Oy’ Osk
e; =i, e =10 .

W tym przypadku nie jest speiniony
warunek (4.1), gdyz

69 D—a—mn/b, S—DP=ald

i nie moZemy tutaj stosowaé wzordw (4.2)
i (4.3), pozwalajacych wyrazi¢ przyspie-
szenia przez pochodne w kierunku odpo-

401

wiadajacej trajektorii .[W tym przypadku )

na podstawie warnnku niescisliwodci skia- ) - A -
dowe wektora przyépieszenia al, a2 dajg sig X
wyrazi¢ przez pochodne skladowych 71, Rys. 9

22 wektora predkoéei (tub modutu zi na-

chylenia 8) w kierunku trajektorii odpowiadajacych danej. Tak wige sktadowa al
da si¢ wyrazi¢ przez pochodne w kierunku 55 oraz skladowa a2 przez pochodne
w kiernnku s1]. Wobec tego w obliczaniu 4! i 62 korzystamy ze wzoréw (3.14) lub

(3.15), otrzymujac

T fepl o dol o
at ={ol|l— — o2+ o2\ ——22 ]|,
. : ()sz @Sg R

0.5‘1 ()sl
(6.10) : :
. [ (602 4 gt ()@) o (6‘32 t)@)]
a2 = vis gl 251 + ol o5
lub

al — o sin [(a ) —g—] {sinl(a - z—} ;—? +

2= —g sin[(é — @) — :] {cos[(é ) ~—]£ —

w ] 0d 7
v cos [(5 — @) —I} 5:;1} + @ sin [(6 — @)} &u] P

oo od
x{cos[(a o)+ ]“5;— vsm[(fS — O+ ]()S }

0w

- osin [(&— D) _I];)E} + o sin {(6 — D)+ I] X
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0 i
(?,;}{,1]) X {sin [(6 — P+ ;] i -+ v cos [(8 )+ ] ; }

Podstawiajac wartoéci (6.8) do wyrazenia (5.1), uwzgledniajac wzory (6.10)
lub (6.11) dla skladowych przy$pieszenia, obliczajgc na podstawie (6.8) skladowe
sity F (3.16) lub (3.17) i wreszeie wprowadzajac wartodei (6.8) do warunku niedci-
$liwodci (3.18) lub (3.19) oraz do warunku wspélosiowoéci (3.20) lub (3.21), mozemy
[po pewnych przeksztalceniach dwu ostatnich réwnan (3.22)] réwnania rézniczkowe
dla naszego zagadnienia napisaé¢ w postaci nastepujacej:

[( oo 2 s 6@) . 06] top (a'zrl adi) _
PR L vy bl v B L ™

= g{cos(@ — ;) Fp-sin (dﬁ - :) Fy:l ,

6.12) [((30‘ . 0@) . ()o’]_l_ (07}2+ 1()(15)
. a—sz—-%'smqoég sing 5 ool L =

| 7T 7
= g|cos (@-i— "Z) Fptsin (@-!— T) Fy] s

opl 2()(15 o aaz+ la@ 0
081 as1 > t)Sz 7 082 o

lub przy reprezentacji wektora v przez parg (v, 6) w postaci

e A ]
o5, a‘smqr)()—s1 sm(paTz pvsin|o— — 1 X

oo (o =G5 oenlo (o~ Sl

) [(60‘ o 0@) ) 66] ' ( :ru) ]
{6.13) Of&ﬁh‘smqoaf& Hsmtpgs_l +@vs1n[@+j — §|x
s 4 5) o[ #0145 - ] 51 -
% COS_ ry B—I-I-‘z)sm @”I-? 05~
:QFcos[( ) : ],

L PRt L L |
cos 4 a—sl*wsm — asfo’
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@ ol s e 2
fe.d.] cos 1 Y 7 5in a1 0—5‘2*0.

Dwa ostatnie r6wnania (6.12) Tub (6.13) sa kombinacja liniowa warunku nie-
$ciliwosei (3.18) [lub (3.19)] i warunku wspolosiowoséci dewiatoréw (3.20) [lub
(3.21)], odpowiadajaca ukladowi réwnan (5.6) podanemu w p. 5.

Zauwazmy, e w trzecim i czwartym z réwnan (6.12) lub (6.13) wystepuja tylko
pochodne w jednym kierunku odpowiadajacej trajektorii, a dwa pierwsze 2z tych
réwnath zawieraja pochodne niewiadomych funkcji w obu kierunkach. Wynika stad,
e trajektorie maksymalnych naprezen stycznych tworza jedng z par charakterystyk
ukladu réwnan rézniczkowych problemu (tzw. «kinematyczne charakterystyki»
rownan). h .

Poprzednio stwierdziliémy, Ze druga z par sposrdd czterech linii charakterystycz-
nych tworza linie poslizgu. A zatem uklad réwnaf réZniczkowych (3.22) posiada
dwie pary réznych charakterystyk, ktdrymi sa linie poslizgu Coulomba 1 trajektorie
maksymalnych odksztalced postaciowych.
Poniewaz mamy uklad czterech réwnan rdz- g /54
niczkowych, odpowiednia forma charaktery- 4
styczna jest forma czwartego stopnia, wigc [
i uklad posiada co majwyZej cztery rodziny
roznych linii charakterystycznych. Stwier-
dzili§my, %e jedna, pare tworza linie poslizgu,
druga za$ pare trajektoric maksymalnych od-

ksztalcefi postaciowych. Sa to wigc jedyne L \\
mozliwe cztery rodziny linii charakierysty- 7 5+ F
4 g i ~yo=8 /A\@’ <\—\\ j

cznych. Sa one na og6l réZne z wyjatkiem
pewnych szezegdlnych przypadkdw, gdy fun-
kcje niewiadome spelniaja pewne specjalne
warunki.

Stwierdzié palezy, ze dwa ostatnie réwnania (6.12) sa identyczne z réwnaniami
Geiringer dla kinematycznych charakterystyk w zagadnieniu statycznym (tj. przy
pominigeiu przy§pieszen).

4. Siatka wspélizednych biegunowych r, 0. W tym ukiadzie wspdi-
rz¢dnych mamy (rys. 10)

a=180, p=~0+n2, w==nf2,

=}
>

Rys. 10

D=0+y, e =i, e=i,

vl =g, =vcos{§ —0), o¥=9,=0vsin(d—0),

(6.14) o 9 o 1 92
o5y o’ dsy r 06’
da o0 oo 1 {6y 1

0_.5'1::)7:0’ 'cls’*z__'r a0 - ¢’
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6.14 n
@19 y a(9+ 7)

oo+
L, _1 ( 2)_1
sy - or " dsp r 08 ¢
oD O+ 9 b 10
_0(+y) oy (wﬂ).

ds, o o’ 3, r \0B

Zauwazmy, 7e w tym przypadku, w odrdZaieniu od wspolrzednych rozpatrywa-
nych poprzednio, mamy z gory obrany uklad wspdlrzednych (niezaleznie od warun-
kéw brzegowych) o ustalonym polozeniu i orientacji wzgledem ukladu x, y (tzw.

«praukiadu»).
Podstawiajac (6.14) do wzordw (5.1), (3.14), (3.16), (3.18) i (3.20) mozemy ukiad
(3.22) réwnan problemu napisaé w postaci czterech réwnafl skalarnych

| oc 1 . f)o‘+
( —Sln(PCOSZw)g“ " smqpsmmpaﬂ

N U dy
+2¢sin SInZw;)?"—TcosZ«p E_H +

dvy v Doy : ) 25
+elors + Ll T (cos OF;+sin 0F,)+ ~ |
. . do 1 . . dg
sin ¢ sin 2¢ PP (I+sing cos_2w)_$ +
(6.15) w1 o
420 sin @ [cos 2p 5 + - sin 24 (55 + 1)] -

du, U, 0o, ; - g Dr
—plor —— -+ — ——] = ol (5in 8Fy — cos 8F,)+ s

or r oo r
0oy i (é*vo ) ] (r)'vr I -‘)‘Ua)
o T Nep T =0 sin2wl o Gl —
(t)‘zfﬂ 1 a‘aﬂ)_ ) oy ) T,
—cos 2y ) :sm?.«,uT_ cos 2y

Rownania te spotykane sa w literaturze navkowej.

Dla reprezentacii wektora v przez jego modul » i nachylenie & réwnania (3.22),
po podstawieniu (6.14) do wzorow (5.1), (3.15), (3.17), (3.19) i (3.21), sprowadzajg
sig do postaci

| dgo 1 _ do
(1 — sin ¢ cos 21,0)5 — - -singsin 2950 +
(6.16)

. . dp 1 oy
+20sin ¢ sm2qp$ ——r—cos2gu E_H +
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(6.16) , 09 ‘ do 36
[e.d.] ‘|‘? [l4cos2(é — 9)]5— ﬂsln2(d—6)$~—|~

1 09
+-;;~sin2(§ )——_[1m0052(6—ﬁ) }—QFCOS(x—O),
o ao oo
sin epstwa———(l—l—smtpcosZ'go) v
et
+2¢ sin ¢ cosZwaF }—_sm?,gu E*‘“l. —
9”{‘ 5= 02 ol oy 2
o sin 2 (& — )5; v [l4cos2 (§ — )]E—I—

1 28 |
+7[1~—c052(5 6)]()9 ~31n2(§ e)ﬁ}:—QFsin(xfﬁ),

ow ) 09 1], ov
cos(d——f))g—wsm(ﬁwﬁ)gr— +~r— s1n(c3——6)5§+

l]

' &
4o cos(d — B)OB] 0,

o 7 0d o od
sin[2w-(6—0)}(ar_—,a—g)—co;[qu_(aﬂon( +w)

¥

P

i

Przy wyprowadzeniu réwnaf (6.15) i (6.16) postugiwalismy si¢ wzorami (3.14)
lub (3.15), aczkolwiek mogliémy korzystaé ze wzoréw transformacyjnych (4.2)
lub (4.3), pozwalajacych wyrazi¢ skladowe at i a2 przez pochodne skiadowych
weldtora predkodci w jednym kierunku (gl przez pochodne w kierunku r, a2 przez
pochodne w kierunku 6). Jest to mozliwe, gdyz warunki (4.1) sa na ogdt spetnione:

A
D—a=0O+p) —0=9p#,
(6.17)

A 7T 7
_ ﬁf@rf(3+'2)“(9+w):—2"“w#z-

Nierdéwnosei w {6.17) na ogdt sa spelnione z wyjatkiem specjalnych funkeii ¢ (r, 6);
mianowicie, gdy v = m/4, wiedy wspdlrzedne 7, 6 staja si¢ trajektoriami maksymal-
nych odksztalcet postaciowych. ”

Kazde z réwnaf (6.15) lub (6.16) zawiera pochodne funkeji niewiadomych w obu
kierunkach wspétezgdnych biegunowych. Oznacza to, Ze wspéhzedne te ma ogdt
nie moga by¢ ukladem linii charakterystycznych z wyjatkiem pewnych szezegollnych
przypadkéw. Tych szezegblnych przypadkéw w pracy tej rozpatrywaé nie bedziemy.
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5. Siatka wspdirzednych kartczjaﬁskic_:h %, 3. Dla tego ukladu nalezy
przyiac¢ (rys. 11)

a =0, ‘6_7’ W =5, e =1, e =1},
{6.18)

a 0 i, 0 . , s
d; 9x’ Os oy T T Um P= 0w O3=00050,
gy = v sin d
iy} Podstawiajac (6.18) do wzordw (5.1), (3.14),
(3.16), (3.18) i (3.20) sprowadzamy réwnania
(3.22) do postaci
) do 2B dcr_l_
(1 — sin @ cos 29P) o singsin o
oPp oD
6.19 i ; R _
(6.19) 1 24sin @ (sm 2@ oy oS 20 e ) -+
0" - 20, dv

+Q(‘2);¢;E +ﬂy‘ay) = QFa;,

. do ) da
sin g sin 2@5 ~— (1+4sin @ cos 29) > -+

. ( @ a@ . @ 6@) ( a‘Uy + aﬂy) F
420 sin plcos 2 E%—sm.’z By —p vma Uy A — oFy,
vy doy _ (()'z;w awy) (c)wm c)vy)
Fx_ ‘*a;: 0, sngb E* ()y —COS?.(D T)'y_“l“g =

Dia wektora v (2, 8) réwnania (3.22) na podstawie wzoréw (6.18), (5.1), (3.15),
(3.17), (3.19) i (3.21) przyjma postaé
o0

ox

o
[(I — sin @ cos 2@) < — sin ¢ sin 2@5; +

s ( @a@ @0@5)]_'_9 [1 669
2o sin @ |sin 2 ox —cos2 3 5 ? ( —;—0032)&
(6.20 0262 +in26 " — w1 5 aa]_ P
.20} — o sin o sin 2 5_9( —-cosz)ay = of'cos ¥,
| . oo _ dc . oD
sin ¢ sin 20 P (1+sin p cos 29) P +2osin ¢ 0052@5 +

a4
ot
X

] oD e | o
+sin 20— || — —9{sin28 .~ -+ v (1+cos 26
ox a,

dy 2
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(3.20) ) 05 o tosin23 ()6] .
fe.d.] -+(1 — cos 26) Py vsin2 F oFsin y,
( 0z . 6()6)+(_ 5()@ - 606)
cos éa — wsindo sin Y 7 CO8 ayl = 0,

. ov 08 o ek}
sin Q@ — 5)(3); *'va;) — cos (20 — 5)(5 +va) = 0.

Rownania (6.19) maja postaé znanych réwnah wyprowadzonych w ukladzie
kartezjanskim, natomiast w reprezentacji (6.20) sa rzadziej spotykane. W literaturze
réwnania te wyprowadza si¢ na elementarnej drodze przez bezposrednie podstawienie
skiadowych tensora naprezenia, okreslonych przez dwie funkcje o i @ [por. wzor
{2.6)] i przy$pieszen wyrazonych przez dwie skltadowe wektora predkobci vz i vy
do réwnaf ruchu, a nastepnie do warunku niefcifliwosci i w:;polosmwoém dewia-
tordéw napreZenia i predkosci odksztalcenia.

Autor wyraza podzigkowanie Doc. Drowi Z. MRozowI za wskazanie tematu
tej pracy jak rOwniez za rady i wskazoéwki udzielane w trakcic opracowania
zagadnienia.
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Pesowme

IUIOCKOE VCTAHORMBINEECS TEYEHWE CPE/BI KYJIOHA
C VUETOM CJ7T WHEPITIH W MACCOBBIX CHJI

PaccMATPHEACTCS BOIPOC IUIOCKOTO YCTAHOBHBIICIOCH TEUCHHM e cpems: tmma Kymoma
€ YUeTOM CHIl MHEDIIMH H MACCOBBIX CHII B YpaBHEHEAX rpuwerws, TTprasMaeTca HPeATOIOKCHES
HECKEMASMOCTH CPEZBl ¥ B KAUSCTBE COPSECIICIIETO YPABRCHAS IPUHATO YCHOBHE KOAKCHAITH-
HOCTH JERWATOPOB HANPIKERHA H CKOPOCTH nedopmarpur, . ‘

Bummoasres nn@tbepemmamﬂme YPABHEHWS! ¢ YHCTHBIME IPOM3BOKHEME 3a,u,aqﬂ c '-ICTI:IIJ!;I\IH
HeMIBECTHEIMY (YHEKIAIME (1B¢ DYHKIHA OTMpENeNnsonTge HATPSLRENHOS COCTOAHNS H JBE NPYIHe
dyrxnun, AedUEAPYICIOEE HOJME CKOPOCTA nepeMemeﬁnu) B TIPOH3BOIBHOM KOOpJJ,HIlaTEOH cuc-
TeMe (B INIOCKOCTH JIBEKEHUA). :

Korcratdapyercs rEISpGOMIYHOCTS CHCTEM. YDABHEHWH. DTH YPABECHHN HMMEHOT YETBIPE Ce-
MelHCTBa XAPAKTEPACTHAK B IUIOCKCCTH JBHOKSHHAS, OHA HAPa H3 KOTOPHX ABSACTCH AHAAMHA CKONE~
sweHEs KynOHA, BTOPAs e COCTABIHET TPackTODHH MAKCAMANLHBIX Cxopocredl casmra. Ifog-
TBEPHRNACTCS, T10 JIAQGOEpERTRANLHEEe 3aBACEMOCTY, RIOME AHHUH CKONBRCHNY ABIMOTCA Tpe-
06pa30BAHAKIME. YPABHEHHAMY HBIJKCHESI, TOQNA LAK IrdidepernHaILEse 3aBACHMOCTH BEOID
TPACKTOPHA MAXCEMANBHEIX xedopmarmms cuerra — HaeETHEns! ¢ 3apEcmmocTsvy I, Telipusrep,
VCTAHOBJICHHEIME [i% KBA3W-CTATHIECKOH 3aayd (T.e. OpH npeHeOpeKeHEA HHEPIEOHHLIMI BEPa~
WEHHSAMY B YPABHEHUNK NBIKCHE). )

CyIecTReEHBIM IYEKTOM PAbOTHL ABIALICS NPABSACHRS METOAL MCCACHOBAHN THMA ,n,mbq;e-
PEHTUATLHFX KBASH-THHCHRRX ypasHenuil ¢ YACTHLIME OPOM3BOAHEIME M BHIBCHCHUC YPABHCHWH
X XapaKTEpHCTHE. o ’

DTOT MeTOT GhUT NPEACTABNEH NPH AHATHIE nmbtbepcmmanbﬂmx YpaBHCHWR, BHTeKamumx
B3 OPEARONOKEHHON MeXaHmIecKod MOZCSIH CPEfIEl, COOTRETCTBEHHED npeolpazoBaHHEIX B Kpi-
BOMMHCHHYI0 KOODIEHATHYIO CHCTEMY, ¥ CBEfISHHHIX K eCTeCTBeHNOMY BMAY. Bribepenue ypas-
HEHRER XaPARTCPACTHR (XapaxTepECTHICCKEY HAFPABICHANR ¥ COOTBEICTBYIOMEX HuddeperAats-
HEIX 3ABHCHMOCTEH BHONE XAPAKTCPHCTHYECKEX JHHWM B IJIOCKOCTH HE3aBECHMEIX TiePeMEHHEIX)
CBROIETCA ¥ OBHAPYKEHHIO TMPOCTHX anredpamueckux 3aBECHMOCTEH MEKLY YITIAME B3AHMHOLO
HAKNOHA KOOPAHHATHEIX JIHAHH ¥ YITIZME HAKIOHA TIABHOTO HANPABIEHMHA ¢ IO omomémxo
¥ KOOPJAHATHGIM JIHHIAM.

DTOT METOR IACT BO3AMOKHOCTL H30EKATH TPYAOSMIIX PACUETOS, CBA3AHHKIXK C BRIBEAEHHEM
YPABHCHMI XADAKTEPUCTHE, IPH UCHONLIOBAHHE METOAA COOCTBEHABIX SHAYCHHH ¥ cOGCTBEHHBIX
BEKTOPOR, COOTBETCTBYIOMAX MATPHN JubepenyalsOLX yPapHCHAR 3alaTE,

Summary

STEADY PLANE FLOW OF A COULOMBEBIAN BODY THE INERTIA
AND MASS FORCES BEING TAKEN INTO CONSIDERATION

The problem under consideration is that of steady plane flow of a Coulombian body using
equations of motion in which the inertia and mass forces are involved. The body is assumed to be
incompressible, The constitutive equation is the coaxiality condition of the stress and strain rate
deviator tensors,
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The partial differentizal equations of the problem with four unknown functions (two functions
describing the state of stress, the remaining two describing the displacement rate field )in an arbitrary
system of curvilinear coordinates (in the plane of the motion) are derived.

The set of equatfons above is found to be hyperbolic. They have four families of characteristics
in the plane of the motion one pair of which are Coulomb slip-lines, the other representing the
trajectories of maximum shear rate. It is found that the differential relations along the slip
lines are transformed eguations of motion and the differential relations along the trajectories of
maximun shear rate are identical with those of H. Geiringer for the quasi-static problem (in which
the inertia terms in the equations of motion have been rejected).

The essential point of the present paper is to give a method of investigation of quasi-
linear partial differential equations and derivation of the eguations of the characteristic lines
of these equations.

This method is used for the analysis of the differential equations resulting from the mechanical
model assumed and transformed to an appropriate system of curvilinear coordinates normalized
to the natural form, The derivation of the equations of the characteristics (characteristic directions
and the relevant differential relations along the characteristic lines in the plane of independent
variables) reduces to the obtainment of some simple algebraic refations between the angles of relative
inclination of the coordinate Iines and the inclination angles of the principal direction o to the
coordinate lines,

This method enables us to aveid toilsome manipulation connected with the derivation of the
equations of the characteristics by the method of eigenfunctions and eigenvectors of the relevant
matrices of the differential equations of the problem.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIET AKADEMH NAUK

Praca zostaly ziezona w Redakeji dnia 15 ltego 1968 r.





