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1. Wstep

Problemy statecznosci ustrojow pretowych nalezq do tych klasycznych i waznych
zagadnien mechaniki stosowanej, ktore maja szczegblnie duZe znaczenie przy
projektowantu nowoczesnych, azurowych i lekkich konstrukcji o réznym przezna-
czeniu. O ile jednak problemy wyboczenia ustrojéw spreZystych, zloZonych z pre-
tow prostych o stalych przekrojach poprzecznych, zostaly obszernie i wyczerpujaco
opisane w literaturze technicznej, o tyle w przypadku ustrojéw zlozonych z preiéw
niejednorodnych o zmiennych przekrojach poprzecznych okreslenie obciazen kry-
tycznych powoduje duze trudnosci.

Problemy zginania, wyboczenia i drgan ustrojéw sprezystych, zloZonych z nie-
jednorodnych pretéw prostych o dowolnie zmiennych przekrojach poprzecznych,
rozwaZono w pracy [1], w ktérej podano ogélny sposéb rozwiazywania tych zagad-
nief za pomocy metody ortogonalizacyinej. W monografii [2] opisano zastosowanie
metody przemieszczed do rozwigzywania probleméw jednoczesnego zginania
i $ciskania (lub Tozciagania) oraz wyboczenia ustrojéw ramowych, zrozonych z pre-
tow o sztywnosciach zginania zmiennych w sposéb czesto wystgpujacy w réznych
konstrukcjach inzynierskich. Niektdre przypadki wyboczenia ustrojéw ramowych
nieprzesuwnych, zlozonych z pretéw o zmiennych przekrojach poprzecznych,
rozwaZzono w monografii [3}. Zaréwno w pracy [l1], jak i w monografiach [2 i 3]
ograniczono si¢ do rozwaZania probleméw wyboczenia ustrojéw ramowych, podda-
nych dziataniu stalych sii osiowych wzdluz osi pretow.

Nie cytujemy tu bardzo duzej liczby prac, w ktdrych podano rozwigzania, doty-
czace roznych przypadkéw 7z zakresu jednoczesnego zginania i éciskania oraz wy-
boczenia pretéw o zmiennych sztywnosciach zginania i o szezegdinych warunkach
brzegowych. Rozwiazania takie nie moga byé bowiem na ogdt wykorzystane w przy-
padku ustrojéw ramowych. Wyjatek stanowi tu interesujace rozwiazanie problemu
statyki pretéw o dowolnie zmiennych przekrojach poprzecznych, podane w pracy [4].
Aczkolwiek rozwiazanie przedstawione w pracy [4] dotyezy tylko zginania po-
jedynczych pretéw prostych, to jednak dzigki zastosowanin metody transformacii
Laplace’a umozliwia uwzglednienie dowolnych warunkéw brzegowych i moze byé
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wykorzystane do uzyskania rozwigzad 1&zaych probleméw z zakresu statyki zho-
sonych ustrojow pretowych.

W pracy tej rozwaZono problem jednoczesnego zginania 1 $ciskania (lub rozcia-
gania) oraz wyboczenia ustrojéw spreZystych, zlozonych z pretéw prostych, nie-
jednorodnych o dowolnie zmiennych przekrojach poprzecznych, obciaZonych
prostopadle do osi pretéw i poddanych dzialaniu zmiennych sit osiowych, pocho-
dzacych np. od cigzaru wlasnego. ZaloZono, 7e gestose 1 cechy sprezyste matenatu
sq opisane za pomocs dowolnych funkql zaleznych od wspolrzqdnej miejsca i nie-
zaleznych od czasu.

Rozwiazanie problemu sprowadzono do rozwigzania réwnania rozniczkowego
sl odksztalconej preta, stauow14cego element skladowy ustroju pretowego. Rownanie
osi odksztalconej preta oraz funkcjg opisujaca rozkiad obcigZenia prostopadiego
do osi preta wyrazono za pomoca szeregu Fouriera, zakladajac spelnienie warunkow
Dirichleta. :

W celu uzyskania rozwigzania, umozhwm;qcego 3peh:ﬂenic dowolnych niejedno-
mdnych warunkéw brzegowych zastosowano sposéb,  opisany i Wykorzysta.ny
w pracy autora [1}. Sposdb ten polega na pewnym uogolmemu metody ol‘togonah-
zac’ygnej dZIQki wykorzystaniu znanego tw1erdzema o r&miczkowaniu ‘szeregow
Fourlera (por. np. [5]). Rozw1@zanle takie prowadz1 oczywtscm do meskonczonego
ukladu algebra;tcznych rownan ktory WyST.qu_]e rowmez w przypadku skoncmne}
transformacp Foumara Jest ono bardZ1e] prze_]rzyste i pozwala ha’ pommu;clc
niektérych przeksztalcen, WyStQpD_]QCYCh przy stosowamu metod ‘konczone;
transformacji Fouriera [6]. T

_ Stosu;ay: wyzej wyrmemony sposob doprowadz(mo rozwwzzame 1ownan1a réz-
n1czkowego zagadnienia do nieskoficzonego ukladu algebraicznych, mejednolodnych
réwnai liniowych, w kidrych wystepuja statyczne i geometryczne ‘wielkoéci brzegowe
oraz. mewmdome wspolezynniki szeregu Fouriera, -opisujacego réwnanie odksztal-
conej osi preta. Nastepnie rozwaZono kilka przypadkow podparcia pr@tow sta-
nowiacych elementy skladowe ustroju pretowego. Dla kazdego FOZWAZODELO SPO-
sobu podparcia wyprowadzono wzory na brzegowa momenty nga]ace i sity
poprzeczne. We wzorach tych wystepuja przemieszezenia brzegowe (katy obrotow
i pionowe przesumqma podpor) oraz wyrazema zalezne od wyZej wymlemonych
wspolczynmkow Fouriera. -

‘Poza tym dla kazdego 7 rozwazonych przypadkéw podparcia preta otrzymano
nieskoriczony uklad algebraivznych réwnad linjowych, zawierajacych niewiadome
wspdlezynniki Fouriera oraz przemieszezenia brzegowe (po wyehrmnowamu brze-
sowych momentéw zginajacych). Wykorzystanie warunkow réwnowagi wezlow
ustroju oraz warankow rownowagl czescl ustroju pretowego umozliwia ustawienie
ikladu algebraicznego réwnan, ktérych liczba odpowiada stopniowi geometryczue_]
niewyznaczalnoéci ustrojéw. Wyprowadzone wzory i rownania umoefliwiaja rozwig-
zywanie réinych probleméw z zakresu jednoczesnego zginania i 4ciskania (lub
rozciagania) oraz wyboczenia ustrojéw sprezystych, zloZonych z pretéw prostych
o dowolnie zmiennych przekrojach poprzecznych. Sposob postepowania przy
rozwiazywaniu wyzej wymienionych problemow, opisany w dalszej czesel pracy,
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jest podobny do sposobu rozwigzywania tego typu zagadnied za pomoca metody
przemieszezeh w przypadku ustrojéw sprezystych, zioZonych z pretéw o stalych
przekrojach poprzecznych. Z praktycznego punklu widzenia duZe znaczenie ma
fakt, #e¢ sumy wszystkich nieskonczonych szeregéw funkeyinych przedstawiono
w postaci catek, w kidrych wyrazenia podecatkowe zaleza od funkcji, opisujacych
zmiennodé sztywno$ci zginania, masy i obcigZenia wzdhuz osi preta.

Nastepnie podano inny wariant rozwiazania rozwaZanych probleméw. Wszystkic
nieskoficzone uklady algebraicznych réownan liniowych, otrzymane w r6inych przy-
padkach podparcia pre¢ta, doprowadzono do réwnan catkowych Fredholma.
Natomnriast wzory dla brzegowych wiclkoéci statycznych przedstawiono w postaci
calek, w ktérych wyrazenia podcatkowe zalezne sa od funkeji, opisujacej rOwnanic
odksztatconej. osi preta. Dd'prowad‘zenia rozwigzania do fakiej postaci umozliwia
stosowanie metod iteracyjnych i otrzymywanie przyblizonych rozwiazan rozwazanych
probleméw w réznych przypadkach funkeji, opisujacych niejednorodnosé materiatn
ofaz zmienno§é przekroju poprzecznego poszezegdinych pretdéw ustroju. Sposéb
postgpowania przy korzystaniu z wyprowadzonych wzordw i rdwnan calkowych
w przypadku rozwiazywania problemdw zginania i wyboczenia loZonych ustrojéw
pretowych opisano w innym miejscu pracy.

| | "
. 2. qulne rozwigzanie problemu

| Y

© Rozwazmy sprezysty, niejednorodny i pionowo r'—j-*- | DM" ‘=|5° A
ustawiony pret prosty-o dowolnie zmiennym prze= .} - e o
kroju poprzecznym, obciazony silami osiowymi,
pochodzacymi od cigZaru wlasnego oraz od sit
preyiozonych w obu koficach prgta, i poddany
dziataniu dowolnego obciaZenia prostopadiego do
osi preta (rys. 1). Roéwnanie réZniczkowe osi od-
ksztalconej takiego preta mozna przedstawic w po-
staci nastepujacego ukladu réwnan:

eME A,
@ Tz(xh;,;,[_e(x) POl =,

2y M)
de2 - B(0)’

gdzie Rys. 1

i
i

i
|
|
B

uv}

ey GE) =r+F, r@®=g[e@d,

przy czym B (x) = E (x) J (x) oznacza sztywno$¢ zginania preta, ¢ (x) mas¢ przy-
padajaca na jednostke dtugosci preta, g przy$pieszenie ziemskie ;‘poZostale oznacze-
nia wyjaniono na rys. L.
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Catkujac dwukrotnie réwnanie (2.1);, ottzymujemy

dy (z}
dz

.3 M) = f G(2)

&
dz — f (x — 2)p(Ddz+Cy x1-C,.
0 8
Wykonujac -catkowanie przez czedci oraz wykorzystujac zwiazki

dG
dix} = go(x),

2.4 G(0)y=P,
doprowadzamy wyrazenie (2.3) do postaci
X @&
2.5 M) =G@y) —Pra—g [ 0@y@dz — [ (x — 2)p@dz+Cix+Ca.
] 9
Podstawiajac do réwnania (2.5) kolejno x =0 i x = [ znajdujemy stale cal-
kowania:

CZZMA»

1 1 I
06 =Py = Prp— My = My 35 [ e it [ oy@ant
i+ Q

i
+ f(l— z)p(z)dz].
0

Roéwnanie odksztalconej osi preta przedstawiamy w postaci szeregu Foutiera:

- mmn
2.7 y(x) = Z Y SIN G X, =
m=1 !

Pierwsza i druga pochodng funkcji (2.7) wyrazamy w rozwaZanym przypadku
Z& pomoca wWzordw

dy (x) a 2 2
= 3 pmem+ Fantm = G g eos mmxty,

dx =1
@8 42 y(x) - 2 2
Y
e Z [}’m T 7 yp (1" — yA] Oy SI @ X
M=1
gdzie
(2.9) P = yﬂ_?_zfi_

Wykorzystujac wzory (2.6) i (2.7) oraz podstawiajac wyrazenia (2.5), (2.8);
do réwnania (2.1),, otrzymujemy

& 2 2 i
.10y  B(x) 2 [ym Gt L (—1)ym — TyA] O, SID gy X =
M1
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(2.10) . 1y
e = | 0= = by 5 — P = 0 — Py e
I &x =52
+xf(!mz)p(z)dz—~ lf(x—«z)p(z)dz] + Z ym[Psin o X4
0 0 m=1
1 (X) SN g X — P (X) 7 (D) —?;] )
gdzie
1
rih =g [ o) dr,
2.11) 0

&

l .
Fm (%) :gfg(z) sin am z dz, rm(l)=gf'g(x)sin L b
0 b

Nastepnie zastosujemy metodg ortogonalizacyjng. Dzielac obie strony réwnania
{2.10) przez funkcje B (x) oraz mnoZac przez sin a; x i calkujac wzgledem zmiennej x
w granicach x = 0, x == /, otrzymujemy po prostych przcksztalceniach nastepujacy
nieskoficzony uklad algebraicznych, niejednorodnych réwnan liniowych:

2 2
@12 3= =y I o M SO+ My S — Py SP+Pyg SP+

Fy 1 &
Oy SPIt — + =5 3 yw Poimt-Yim),  i=1,2,3,..,
4 LT
gdzie
1 fl—x 1 (s
—x X sin e X
(0 . . ; 2y — | 7
Ay lfB(x) sinogxdx, S lf 6 dx,
H 0

I
2 sin a; x 2
by = Tf?(JZT sin am xdx, Yim = C?:(:ag - Cgrg - Tséz) Fm U) >
9

?

2 r{x) : .

2.13 = ; ; \

(2.13) Cim lfB(x)smagxsmamxdx,
0

I

2 [ra(x)
@ o
Cim ll,fB()smouxa’x,

[}

H
2 sin ag X

2 @
- ?&)—[xf(z—z)p(z)dz_lf<x——z)p(z)dz]dx-
0 0 [4]
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Wyrazenie (2.13); mozna réwniek przedstawi¢ w innej postaci. Wprowadzajac
funkcje
0 dla x <z,
1 dla x>z

K(x,z) = {
oraz korzystajac ze zwiazkow
] Z & [4
[f@az= [ K& 2)/() dz, [reyde= {1l — K(x21f () d,
0 0 0 0

doprowadzamy wyrazenie to do postaci

2 : iz(lmx)sin a.,;;\: ) (x—z)sma@x i o
Fy = 7 p(z)[ thh+l —ﬁ ] ly =
h 0 ]

P(Z)[(l Z)fxBn(a)ix % zf———w—'—({gz)(s)z:aix'dx]kdz.

Uklad réwnan (2.12) bardzp -siq.-upraszcza W pr‘zypadku preta- - podpartego
w obu koficach przegubowo-przesuwnie w sposob uniemozliwiajacy przesunigcia
podpor w kterunku prostopadlym do osi. prf;ta Zachodzeg w tym przypadku warunlq

(2.14) V4 ayB_-O MA—-MB—O
Uklad réwnan _(2. 12) -przyjmuje W% tym przypadkur;pqstaié_
(2.15) y ym[(Pbm—l—Ym) & 6,;m] —F, i=1,23 .,
M=1

gdzie 8um oznacza symbol Kroneckera.

Rozwiazanie pewnej skoiczonej hczby réwnan (2.15) umozlmna obliczenie
wspOlezynnikow ym oraz wyznacZenie w postacl szeregu irygomomeirycznego
rownania osi odksztalconej rozwaZanego preta.

Przyréwnujac do zera wyznacznik podstawowy ukladu rownan (2.15) otrzymu-
jemy rownanie

(2.16) det [(Phim-} Yim) — @2 Oim] =0,  i,m=1,2,3,...,

ktérego najmmiejszy pierwiastek umozliwia wyznaczenie sity krytycznej Py, wysig-
pujace] przy wyboczeniu preta.

3. Wezery dla brzegowych wielkoSci momentéw zginajacych i sil poprzecznych

Pret wtwierdzony w obu kovicach. Rozwazmy najpierw dosé ogélny przypadek
preta utwierdzonego sprezyicie w obu konficach w taki sposdh, Ze konce preta mogs
doznawaé obrotow oraz przesunigé w kierunku prostopadlym do osi preta.



ZGINANIE I WYBOCZENIE USTROJOW SPREZYSTYCH 417

W celu wyznaczenia brzegowych wielko$ci momentow zginajacych wykorzystamy
warunki

d dy (x)
G- : [ Z)Ex)]x=0: Pa> [ fix Lﬂl_ Vr>

ktére po uwzglednieniu wzorn (2.8)1 przyjmuja
postac

= 2
Z [ym O+ TJ’B (_‘ ym —

=1
2
— Yal T% = P4,
3.2 ' .
3 [t (= 1
=1
20
— 7 Yaj Dy = 0,
gdzie
Ve Y4 S
L i .

Podstawiajac wyrazenie (2.12) do rdéwnan
(3.2), otrzymujemy nastgpujacy uklad wréwnaﬁ:' 7 Rys. 2

M DAMyJy = g4 — 9Pl v — Pl yy—r () 2 ys — Q1 —
= X ymPSPKR — KR — rm (D 1),
m=1 ’ .

G M, Syt Mydy = pg = p+PL Y, — Playy =1 (D sy — Q2 —

[=s]
— N yu [PS@+ED — KR — ra (D J5],

=1
gdzie
2 oo {1)
Jy =+ —— = Jy — 24+ s,
I . ag
i=1
2 &8P 2 2 S (-1y (
= _. = = J. —
(3.4) 27 o ou i; a 3= Ja,
T
2 &SP (=1 1 x2
he 2w T B

0
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I
(3.4)

1
. e fﬂo stm

oo {1}
K(I) . i — r(x)
m B(x)

& Cim (1)

K,&%’:Z‘——w~~ﬁ I’(x)

= o ! J B(x)
(.5) . o
— i Cim _ t m( )
fre g{‘ w = T) 50 (I — x)dv,
I
_ s C,(,f) {(—1) 1 Fm{x)
@ -
=2 T fB()d
- 1
0= Z in (2) p(2) dz,
(3.6) -
[= 5] F 11,
2 = Jﬁ)——f@@mmk
=1
Lz fx(— ) P
Hy(z) = Iz f o) dx"{“—ﬁ B(v) =
[} z
I
(- x)2
- 1_2 B(x)
CI
A=z : x2 x(— x)
) _--;,zfmd + zzf”—“a(x) dx =
x(l — X}
12 B(x)

___f(

— X} sin am x dx,

——x 8in am x dx,

l—x)(x——z)
B(x)

zx(x—z)d
dax Jr-l“fw
H

1

Rozwiaznjac uklad réwnah (3.3) otrzymu_]emy nastgpujace wzory na momenty

zginajace, wystgpujace na koicach preta:

(3.8) M= MS-+-M;, M,= MS-+M},



gdzie

(3.9

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)
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1 oo
Mg =5 Fapa—J2ps— Jap)4-Pys — D) ym(PXPHUD),
m=1

M= =105 — D pa—J69) — P71 s~ 3 ym [PXD +
m=1

+ UD — rm (D]

1 I
M= — 5 (3 Qs+J40n) = — (L@@ dz,
4]
) !
My = — 5 (2 Qa6 Q) = — fLZ(Z)P(Z)dZ;
0

D=nJ;—J2=03J5s —J2, Js=J5s—Js

1 I
X9 = o 3 SR A J4S) = f Iy (x) sin o x dx,
¢

1 I
XD =5 (L ST S2) = [ (%) sin amx dx;
[t

J3 _ J4 —
Up) = 35 (0 — K + 55 (62— K3) =

i

== | Iy (x) [F(x) sin o x — r ()] dx,
IR
]

Jz — J4 —
UD = — S KQ — KR+ 5 (KD — KD =

;
= f (%) [r(x) sin amx — rm(x)] dx;

I

Sin am X
S,f,"? == S,E,i) — Sf(ﬁ) —fT(;C‘)”—dx,
]
!
r(x)

Kg’?‘):K("'l")—K*(’?—fB(x sin o xdx,
3
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:
03= 01— 0 :fﬂs(Z)P(Z)dZ;
0

B()

I —x xX-—-Z
fB()dx+fB(x)

L@ =t [ =) h@dx, L@)=[&-2bh6d,
0

]

[—z : xdx l—x
G.15) M) = @ @ = f St f

(3.16)
JgI—J4x _ﬁjzl—Jﬁx

)= —7mm 29~ ome

Sily poprzeczne, wystgpujace na koncach preta, wyznaczamy na podstawie
WZorow

G179 T, “[_dg: G (x) ZJ(CX)L_O , Iy = [ dx(x) — G (¥ J;xx L

=1

Wykorzystujac wzdr (2.3), otrzymujemy

[
(3.18) T,=Cy=T%1T%, Tp=Ci— l-fp (2) dz = TS+T15,
0 .

gdzie stala C; wyraza si¢ za pomoca wzoru (2.6).
Podstawiajac do wzoru (2.6) wyrazenia (3.8)—(3.10) oraz wykonujac proste
przeksztalcenia znajdujemy

1 o
TS =713 = — o Vagutlows— Jsp) + 1 2: ru(PXP+UD),

(3.19)
14 1
= TfL3(z)p @dz, T Tf.u(z)p(z) &,
¢ a
gdzie
3
X0y xD - fI3(x) sin am X dx ,

(3.20) U8 = gy = f L{x) [r(x) sin am x — rm (x)] dx,

L@ =1+ [~ Lmds, Li@=L@—1,
O .
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(3‘20) J4l—]5x
[od) , L) =L (x)-4+hLix) = DIB(x)

Podstawiajac wyrazenia (3.8)-(3.10) do ukiadu téwnand (2.12) otrzymujemy
nastepujacy nieskonczony ukltad algebraicznych réwnan liniowych:

1
(B2) »= W {Zaf e — ¥e(— DF+2(XP g, - XP pr—XP ) — N —
+
= Y om@aR TRl =123

m=1

ktéry mozna rowniez przedstawié w postaci:
o0

(322) Yyl dinA-PAQATE) = 2a: [y, — 35 (= 1)1+
m=1
+2 (ngl) pat Xi(z) (PB+X'£(3) ) — N,p) s i=1,23,..,

gdzie ‘
Ha
AD = 2 (P XP+5P XD) — lbim, e
19 — 2 (59 U159 U — !
3.23 :
¢:29 — 1(c— ), 2
NP =2(03 X405 XP — IF;. j :
Pret utwierdzony w koricu A i przegubowo \}
podparty w koficu B. W tym przypadku z wa- |
runku My = 0 znajdujemy il
1 .
A
— Dy [PAr (D] + T2 Q3 —Ts Qs — /.

W

——
©

—D Z ym [PXP+ U‘.‘(I%\ — Fm (l)]} .
=1 :

L

Podstawiajac wyrazenic (3.24) do pierwszego

ze wzordw (3.9) oraz wykorzystujac wzory (3.8) Rys. 3
i (3.10) na momenty M, Mj, M}, otrzymujemy
(3.25) M, = MO+M2,
gdzie
(3.26) ., 1
Mg = 5 dpe— v = Do P 0] -
3 (0 g _ ) * 0
— D onlPSPHED — KD — ra N Py, MI— =0
m=1
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Nastepnie wyznaczamy sily poprzeczne wystepujace na koncach preta. W tym
celu podstawiamy wyrazenia (3.25) i (3.26) do wzoru (2.6) oraz przyjmujemy
My = 0. Ostatecznie na podstawie wzordw (3.18) otrzymujemy

T,=Ti+T{, Ty=Ts Ty,
1
(327 Ty=Tg=— ;1—,{%; — p+[P+r (D1 Jsys —

— D) ym PSP KD — KD+ rm (l)]},
m=1
gdzie

; :
1 1
T:-:TILS (D p(2) dz, TﬁszLﬁ(Z)P(Z) dz,
h ]

3.28 2
@29 1 (I—x)(x — 2)
Ls{(z) = I+ 31—3 Y T )

dx, Lg(z=Ls(z) —1L
Wrykorzystujac wzory (3.25) 1 (3.26) oraz przyjmujac M, — 0, doprowadzamy
w rozwazanym przypadku uklad réwnan (2.12) do postaci

1 S"‘U) D (2) 2)
(3:29) yizlaj{zas b4 =35 D25 (9425 KPP =N~

ey = Y u(PAZETRY, =123
m=1
! gdzie
AT i A 2
‘ NP =S 01— IF,
o 2
A = 7 S 8P — Wim,

(3.30) 2
1) = 550 (K — K -

D
— 1(CR— 427 X2 rm(D.

Pret utwierdzony w kodcu B i przegubowo
podparty w koricu 4. W tym przypadku z wa-
runku M, = C znajdujemy

4]

1
@3 g=— A [— Sy pp — Jap+PDy, —
Rys, 4 3

— L3 — Ay — D 2 yu (PXD+ U,,(,?)].
m=1
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Podstawiajac wyraZenie (3.31) do drugiego ze wzordw (3.9) oraz wykorzystujac
wrzory (3.8)-(3.10) na momenty M, My, My, otrzymujemy
(3.32) My = M3+ My,
gdzie

1 .
63 My=lpy iy, ;Symuwm+x<) KD — a1 )

My == 5 =Pl g,

Nastepnie wyznaczymy sily poprzeczne, wystepujace na konicach preta. W tym
celu podstawiamy wyrazenia (3.32) 1 (3.33) do wzoru (2.6) oraz preyjmujemy M =0,
Na podstawie wzordw (3.18) otrzymujemy

(3.34) T, =T3+T4, Tp= T§+T§;

gdzie

1 i o
(3.35) T9=79=— E{% — 9 =Pliys— D yulPSPHED — KD —
=1

— 1 O,
1 L
T szIq(z)p(z) dz, Tp :TfLs(z)p(z) dz,
8 0

?
x(x — 2)

h()—ﬁ de, Lg(2) = L7(2) — L

Wykorzystujac wzory (3.32) i (3.33) oraz przyjmujac M, = 0, doprowadzamy
w tym przypadku uklad réwnani (2.12) do postaci

1 ) 2 D
(3.36) %%@#mn—khmHyé%Hw—%y?mrwm

= S meagrR), =123,

i1
gdzie
2 2
wuiw?@—m,JQZEﬁ%ﬁihm
(3.37)

IR=3 S?@%~K%“M$%w@.

Pret utwierdzony w wezle B ze swobodnym koiicem 4. W tym przypadku na pod-
stawic wzoru (3.18) z warunku 7, =0 znajdujemy amplitndg przemieszezenia

Rezprawy Inzynierskie -— 10
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1 =
(3.38) ¥4 — W{I(PB yp—1 Z v [PSGy+K '.‘(n) K — Tyrm( —

m=1 .
e Ua 1 —J3ffL—,-(z)p(z) dz}.
= T 0
p i°
! g Podstawiajac wyrazenie (3.38) do drugiego ze
R A wzoréw (3.9) oraz wykorzystujae wzor (3.10) na
‘ ; ;[, M, otrzymujemy
é B My = Mp+My,
(3] . 1
j @~ 1)y r (D] ¥ — PL ) v [PSR+
! (3.39) et A
t 5, )"’B {a KD KD~ SO,
i z : Qr P Mo+1
I * = —_— e z .
S My =~ i, 1fL7(Z)p(Z)d
Rys. 5 Sile poprrzeczna mozna obliczyé w tym przy-

padku z nastepujacego znanego wzoru:
(3.40) Ty == Ty = — f P dz.

Nastepnie wyprowadzimy ukiad réwnaf, ktory W tym przypadku musza spetniad
wspdlczynniki yu.

Podstawiajac wyrazenia (3.39) do uktadu réwnaf (2 12) oraz wykonu_]a_,c proste
przeksztalcenia otrzymujemy nastgpujacy nieskodficzony uklad algebraicznych
rownan liniowych: :

. 2 - ) )
GAD. ¥ =Tt ) {(a«s — PSP Ipy — [os — PS§3’+PIJ4 i (—1) —
: 1o B
— (=D D) vm 2 (s — PSP) (PSRHKGD — K = s rm (D) +

m=1

, |
s _ poth
lZ(PlTs — 1) {{13 [y —PS)

T (PIJAE - 1) (Pbtm*l“ Y:@m)]} -
+S(2)(1+PlJz)lfL7(z)p(z) dz—l— S@)(pm — 1)} F S i=1,2,3, ...,

Wszystkie wyprowadzone wzory dla’ brzegowych wielkoscei statycznych oraz
odpowiadajace im w rozwaZonych p1zypadkach podparcia preta - nieskoficzone
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uklady algebraicznych réwnan linlowych umoZliwiaja rozwiazywanie tézZnych
probleméw z zakresu jednoczesnego zginania i $ciskania (lub rozciagania) oraz
wyboczenia plaskich ustrojéw pretowych, zloZonych z niejednorodnych pretéw
o zmiennych przekrojach poprzecznych. Sposdb rozwigzywania tych probleméw
polega na zastosowaniu postgpowania podobnego do metody przemieszezef
(odksztalcenl) w rozwigzaniach rOzaych zagadnien z zakresu jednoczesnego zginania
i §ciskania oraz wyboczenia ustrojéw pretowych, ztozonych z pretéw jednorodnych
o stalych przekrojach poprzecznych.

Wykorzystujac warunki réwnowagi momentéw w wezlach rozwazanego ustroiu
oraz warunki réwnowagi rzutéw sit w wydzielonych przekrojach usiroju mozna
na podstawic wyprowadzonych wzoréw dla brzegowych wielkodei statycznych
ustawi¢ uklad algebraicznych réwnaf, zawierajacy na razie nieznane przemieszezenia
brzegowe @, y. Rozwiazanie tego vkladu réwnan umozliwia wyrazenie przemieszezef
brzegowych za pomoca wzordw, zawierajacych niewiadome wspdlczynniki i,
szeregow Fouriera, opisujacych rownania osi odksztalconych poszezegélnych pre-
tow. Nastgpnie wyrazone w ten sposéb przemieszezenia brzegowe podstawiamy
do nieskoniczonych ukladéw rownai, ustawionych dla réZnych pretdéw rozwazanego
ustroju. Otrzymujemy ostatecznie uktad sprzeZomych nieskonczonych ukladéw
algebraicznych réwnaf z niewiadomymi wspélczynnikami y,, szeregéw Fouriera,
opisujacych réwnania osi odksztalconych poszezegélnych pretéw. W przypadku
jednoczesnego zginania i $ciskania (fub rozciagania) rozwiazanie pewnej skoficzonej
liczby réwnan umozlivia obliczenie wyzej wymienionych wspblezynnikéw Fouriera.
Znajac te wspdlezynniki mozna obliczyé przemieszczenia brzegowe, a nastepnie
wyznaczyé brzegowe momenty zginajace i sily poprzeczne. W przypadku wyboczenia
otrzymujemy uklad sprz¢zonych nieskofczonych ukladéw algebraicznych jednorod-
nych réwnan liniowych z niewiadomymi wspélczynnikami Fouriera. Przyréwnanic
do zera wyznacznika podstawowego daje rOwnanie charakterystyczne, ktére umozli-
wia z dowolnym przybliZeniem obliczenie obciazenia krytycznego.

4. Rownania calkowe

Dofxi"owadzimy najpierw do réwnania calkowego Fredholma wuklad réwnan
algebraicznych (2.12). W tym celu wykotzystamy nastepujace znane sumy nieskon-
czonych szeregdw funkcyjnych:

(=)

i sin a; x I— x Z (— 1)*smaa,\ X
= , e 2 R
= % 2 =

@.1) 0 <x <2l —I<x<l

x .
X sin q;x sin gz "'2'(1_2) dla x<z,
‘S(x,z)zz__az—_ ;
= i j(l—x) dla x>z.
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Uwzgledniajac wzory (2.13), (3.14) i (4.1), oraz zmieniajac kolejnosé sumowania
i calkowania, znajdujemy

2 o0 S(I) oo S(Z)
T P o2 — sin a3z = H, (2}, 7 Z sin wzz = — Hy(2),
4.2) 2 = s®
7 2 sin ayz = Hi(z),

gdzie funkcje Hp(2) (n =1, 2, 3) wyraZaja si¢ za pomoca wzordw (3.7) i (3.15).

Mnozac obie strony rdéwnania (2.12) przez sin «; z oraz wykKonujac sumowanie
wzgledem wskaznika i od i = 1 do nieskonczonosci i wykorzystujac wzory (4.1)
i (4.2) otrzymujemy nastgpujace rdwnanie catkowe:

@) y@ =, [1 — 2 — P, (z)]m[ — PH () — r () Hy (z)]

+M,y Hy (2) — Mp Hy (2)1-F (2)-+PO (2} + Yo (2),

gdzie
F(Z)=Zﬁsi:g—m— fp(S)L(S,z)ds—i—fp(s)f_.(z,s)ds—
=1 - (]
x~.s')(z~x)
—fP(S)L(Z,S)dS—I-fp(S)[f x —
(x—8)@z—x)
‘f”ﬁW‘fx]ds’
0
(4.4) O(Z)WZ Sma; Zymbm=—f JJ;((;S(x,z)dx~
=—[(I Z)f B((x))xdx Zf;i ; (l x)dx]:
_ oz y() y() .

N = 3 2L Zym Yin=Y1() — 122 — Y3 (2),

t=l
We wzorach (4.4) przyjeto nastepujace oznaczenia:

I—s Cx(l—
L(S,Z)Z(l—z)——ﬁ—ifB()dx-l-(l z)%f%ﬁ)ﬂdﬂr
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i s
sz (I —x2 (.!’—x)2 I—z rx(x—3
*sz B HT IZI B T f ey T

Z Q

8 z(l—x)(x—z)
+_f B(x)

dx,

o

i
sinaz & 2
Yl(z):E i Zymc’f’l'g__lfB(x) r(x) S(x,2) dx =
8

=1

. l__ [ . .
(4.5) :Tzf ;((:?) r(x)xdx-l——j—f;(())(l x) F(x) dx =
]
I z
tilf ;g?) (I —x) dx-}—f;((g r (%) (x — 2) dx,
0
- - f( )
Yz(—’-’)“ _S}EE lymC(Z)__—“ B()S(x Zdx =
- e f Ty
fx
f e ,;(( =,
2 ‘5) i
Y3 (d) = 72 ez 3 ymrm() = —f () B2,
: m=1
gdzie
i I
(4.6) J@=¢[e@y®ds, fO=¢g[e()y)dr.
] ]

Pret w obu koricach utwierdzony. Zmieniajac kolejno$é sumowania i catkowania
doprowadzamy wzory (3.9) 1 (3.19) do naslepujacej postaci:

1
M) = “b‘Usm — Doy — ) +Py,— PX, — Uy, .
1 , '
47 M= 3U1 g — T2 @4 —Js9) — [P+r (D] yp — PXy — UpHf (D),

1 i
Ty =1I5= — E(.L; Patds o — Js )T T(PX3+U3),
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4.7 ; | b
fea XY= [L®Ny@Wde, Xo=[Lx)ywd,
0 0

i
X=X+ X = [ L)y () d,
0

4
U= [ L0 [ () p () — f )] dx,
] . .
. b :
U= [ L@@y~ f @] dx,
0

[
= Ui Uy= [ L) [r () y () — £ ()] .
' 0

Wystgpujace w powyzszych wzorach funkc_le h(wc) (i=1,2,3) wyrazaja si¢
78, pOmOcy, wzorow (3. 16) i (3. 20)4 :

Nastepnie doprowadzlmy uklad réwnah (3.21) do réwnania catkowego. W tym
celu mnozymy obie strony réwnania (3.21) przezsin o; z oraz wykonujemy sunowanie
wzgledem wskaznika i od i =1 do nieskonczonosci.

Wykorzystujac wzory (3.12), (3.20)y i (4.1),, znajdujemy

. A
43 2 2 X@‘(m‘_sina‘gz__l_—z : ) z 4
| 48 l; o A.‘.)f‘_xfﬂ,(x)dx% —[-f(hx)fn(x) e —
. z

z I
. : z
e = f(x — 2)ds (x) dx+ Tf(l — ) (x)dx, n=1223
5 h
Uwrzgledniajac zwiazki
! : t

@9 [U—-0nEda=[(-DBEd=] f(l;x) L) dx =0,
0 0 0

otrzymujemy

oy,
—
-

sinaz =z f {x —z) I (x) dx = L; (),

S

| o
be LDe
2. a8

T
L
£

B X ]

=

(4.10) sin a4 z = f (x — 2 L) de=L(2),

h-..‘rl\-)

s
~—r

sin oy z = 24 f (x — 2) I {x) dx = Ly(2)-}-=.
. b

=

s

o=
i
—

SN
De
>

Postepujac w sposéb wyzej opisany oraz wykorzystujgc wzory (4.1), (4.2),
(4.4) i (4.10), doprowadzamy réwnanie (3.21) do nastgpujacego rownania catkowego:
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y(z) = %ﬁLa (z) — %La; @+g, L1 @) FezLa(2) — Ni(2) —
—PAy(z) — I'1 (3,

M () = 2 sin ;2 — 03 Lt ()4 0s s ()42 — F(2),

_ i=1

(4:11) e Smm - | |
() = —12 — Y vl =X Hy () — X; 2 ()= 0 (2),

=1 =1
1 & sina,; b

n@=- ) —@= Z T — Uy Hy () — Uy By ()
Me=1

_ — ¥ (ZH- Y3 (z).

Wyst@puja’cce-" we -wzorach (4.11) funkcie Hy (2), Lo (@), Yi(2), (k=2,37n=

—1,2,3,4; i =1,2), F(z) i O(2) wyrazaja si¢ odpowiednio za pomoca Wzorow
(3.7), (3.15), (3.16), (4.4) i (4.5).

Tatwo zauwazyé, ze w przypadku preia utwierdzonego w obu koficach w sposcb

uniemozliwiajacy obrét i przesuw podpdr réwnanie (4.11); uptaszeza si¢ do postaci

(4.12) 0= M@ P - D).

Rozwazymy 'n:astqp'nie inne przypadki 'podpar'cia preta.
Pret utwierdzony w koficu A oraz przegubowo podparty w koficu B. Zmieniajac
kolejnoéé sumowania 1 catkowania doprowadzamy wzory (3.26) i (3.27) do postaci

1 .
My = 7 {g,—p — [P+r (D12 yy — PSy — K+ K + L f (D}-Prys
(4.13)

T3=T5=— %'.{% — p+HPHr(DJs s — PS1 — Ky+Ky — J6 S (D)
gdzie
1 fl—x
Sy =—f 1) y{x}dx,
(4.14) oL -0
K{——i%f%(hx)y(x)dx, Kl:ilfif ] — x)dx.

Mmnozac obie strony réwnania (3.29) przez sin g;z oraz sumujac wzgledem
wskaznika 7 od i = 1 do nieskoniczonoéci i wykorzystujac wzory (4.2), (4.4) i (4.5),
otrzymujemy réwnanie catkowe

) ) Dl i .
R R PIER RO O R O

(4.15) — N,y (2) — PAz(2) — 12 (2)»
oo (2)
Ny (z) = 7 Z smaw-—%—H1 (z2) - F(),
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(4.15) 1 2 singgz & S
= N (2} —_ —
tedl Az (2) i ig e J’m A} i Hy(z) — 0 (Z) ,
1 & sin ai bt -~ K1
L@ =5 AZ mh*z—mw—n@+

i

I
—-

IHEOE /DL,
Uwzgledniajac zwiazek
(4.16) Hy (2) = Jy [z+Ls (2],
doprowadzamy ostatnie 7 wytazeri (4.15) do postaci

-4

@I a0 = s~ KD Le@) — [ s 1y (09 — /(a1 ds+
. 1] D
F IO LE.

Pret utwierdzony w koncu B oraz przegubowo podparty w koricu A. Zmieniajac
kolejnoé¢ sumowania i catkowania doprowadzamy wzory (3.33) 1 (3.35) do postaci

i
Mp = 7 s p+PI2yy — PS8y — Ky+ Ko t-J3 f(D] — [PHr(D] yp

(4.18)
TO=1T79= — 7_:7[% — 9 —Plyy, — PS) = K+ Ka+J5 f (D],
gdzie
1 l x
Sy = *Tfmy(x)dxs
(4.19) z ’
: b

Mnozac obie strony réwnania (3.36) przez sin oy z oraz wykonujac sumowanie
wzgledem wskaZnika i od i = 1 do nieskoficzonoéei i wykorzystujac wzory (4.2),
(44) 1 (4.5), otrzymujemy réwnanie catkowe

DI
r@ =10 - 6| - a6 - Lne -

— N3(2) — PA3(2) —1I3(2),

(4.20) 1 = N® Oy
Nylz) = —sinwz = — = H(z) — F(2),
l r Iy

T o sinegz & Sy
/13(2)272 2z Z Y AG, = ‘““j;Hz(Z)—O(Z),

=1

cn.
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(4.20) 1 & sin C!.zZ >
war  Ta@)=— ) Z I I = (@) - N B0
i=1 Mm=1

Uwzgledniajac zwigzek
(4.21) Hy(z) = I3[l — 2z — Ly(2)],

doprowadzamy ostatnic z wyrazen (4.20) do postaci

[4
@2) I3 =K~ KD Lr() + f 2 2 0y () — f ()] d

B (x)
zx — E
~ [ T@r @ s .
0

Pret uwtwierdzony w kohicu B ze swobodnym kodcem A. Zmieniajac kolejnosé
catkowania i sumowania doprowadzamy wzory (3.38) i (3.39) do postaci

1
Y4 T ply 1 {"‘?’A yp—= 1PSy — Ko+ Ko+ f (D1 — T31 f L7(z)p(z)dz},
(4.23)

1 -
M_n‘g= _PIJ;(. -1 {Pl(pB — P2 IJ4yB_Pl [PSZ+K2 - -KZ ——"I3f(l)]} - I.(I)yB ’
guc'l—zie wielkodci f, Sh, Ky i Kp wyrazaja si¢ odpowiednio za pomoca wzoréw (4.6)
i(4.19)
Mnozac obie strony réwnania (3.41) przez sin a;z oraz wykonujac sumowanie

wzgledem wskaZnika { od { = 1 do nieskoficzonoéci i wykorzystujac wzory (4.1), (4.2),
4.4) i (4.5), otrzymujemy rownanie calkowe

1
@20 3@ =g (== P @l gy — L~ PIS () — Py Ly, —

— W —z—PIH; (2] [PS2+K; — By — S f (D] —
! .
U5l 2 DI @) — (PR a2 [ £ (9 ] —
1]
l Oy
-~ POz} — Yy (2) + J—3H2(2)+F(Z) .

Korzystajac ze wzordw (3.4), (3.15), (4.16) i (4.21), doprowadzamy ostatecznie
réwnanie catkowe (4.24) do nastgpujacej postaci:

1 ' .
425 y@@= A {[1 — z — PlH;(2)] [903 — PSy — Kyt Ko - J5 (1) —
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(4.29) !
[e.dd —J3 f L:(2) p(2) dz] — {1 — PH3(2) — PJyz] yB} —PO(z) — Yo (2)+
g ,

I
+ F(z) — Hy(2) f (I — 2) p(2) dz.

Zatem wszystkie otrzymane poprzednio nieskoiiczone ukiady algebraicznych
réwnan liniowych doprowadzono do réwnaf catkowych. Fredholma.

Doprowadzenie nieskoficzonych ukladéw algebraicznych réwnan liniowych
do rdéwnan catkowych Fredholma oraz przedstawienie w postaci catkowe] wzordw
dla brzegowych wiclkoéci statycznych umozliwia latwe; przyblizone rozwigzywanic
réinych probleméw z zakresu jednoczesnego zginania i §ciskania (lub rozeiagania)
oraz wyboczenia rozwaZanych usirojéw pretowych. Rozwigzania takie moZna
uzyskaé stosujac np. metode iteracji. Poniewaz poszczegdlne réwnania calkowe
zostaly wyprowadzone z uwzglednieniem okreslonych warunkow brzegowych,
wiec poszuklwane rozwigzania tych réwnafi. mozna w plerwszym przyblizeniu
przyimowaé w postaci funkeji, kidre nie muszac spetniac ani réwnan catkowych,
ani warunkéw brzegowych. Postgpowanic przy rozwigzywaniu konkretnych za-
gadniefi jest w zasadzie w tym przypadku podobne do:postgpowania opisanego
poprzednio; tj. przy zastosowaniu nieskoriczonych ukladow algebraicznych rownan.
Po wykorzystaniu warunkow tédwnowagi wyrazamy przemieszczenia brzegowe
(¢, ¥) za pomoca wrotdw zawieraiacych calki z niewiadomymi funkcjami y (s),
opisujacymi réwnania osi odksztalconych poszezegdlnych pretdw. ustroju. WyraZone
w ten sposdb przemieszczenia brzegowe podstawiamy do réwnan catkowyeh,
przyporzadkowanych rdéZnym pretom. Otrzytnujem3} ostatecznie. ukdad réwnan
catkowych Fredholma z niewiadomymi funkcjami y (5). Przy rozwaZaniu probleméw
ednoczesnego zginania i $ciskania {(lub rozeiagania) uklad ten quzw oczywiscie
Zawieral réwnania niejednorodne. Rozwiazanie otrzymanego uk]adu réwnan cal-
kowych za pomoca jednej ze znanych metod przyblizonych (np. 7a pomoca metody
iteracji) umozliwia okreslenie funkeji y (s}, opisujacych réwnania osi odksztalco-
nych poszezegdlnych pretéw ustroju. Znajac funkcje y (s) mozna wyznaczy¢ prze-
mieszczenia brzegowe, a pastgpnie za pomocg wyprowadzonjzch wzoréw mozna
obliczyé brzegowe momenty zginajace i sily poprzeczne. W przypadku braku
obcigzenia prostopadiego do osi pretéow (p = 0) moina rozwazaé wyboczenie
ustroju pretowege pod wplywem sit dziatajacych osiowo, przylozonych w wezlach
oraz pochodzacych od cigzaru wiasnego pretéw. Otrzymujemy wiedy uklad jedno-
rodnych réwnan catkowych Fredholma. Przyblizone okreslenie wartosci wiasnych
tego uldadu umozliwia obliczenie obciggenia kryiycznego.

Podamy przykiad, tlustrujacy praktyczne zastosowanie niektérych wyprowadzo-
nych wzoréw. Poniewaz w przypadku zlozonych ustrojow pi’@towych obliczenie
obciazenia krytycznego przy uwzglednieniu wplywu cigZara wiasnego jest bardzo
pracochlonne i wymaga wykorzystania matematycznej maszyny liczacej, wige
ograniczymy sig do rozwiazania prostego zadania.
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5. Przyklad

Rozwazmy pret swobodnie podparty w koficu 4 oraz utwierdzony w koncu B,
poddany dziataniy stalej sily osiowej oraz cigZaru wlasnego. Wyznaczymy wielkosé
sity krytycznej przy zalozeniu stalego przekroju poprzecznego preta. Zalozenie takie
znacznie uprofci rachunkowa strone zadapia. W przypadku preta o zmiennym
przekroju poprzeczaym sposdb rozwizzania nie ulega zmianie. Warto nadmienic,
7¢ podawane w literaturze technicznej przyklady wyznaczania sil krytycznych przy
uwzglednieniu cigzara wlasnego dotycza tylko pretow o statych przekrojach po-
przecznych, swobodnie podpartych w obu koﬁcach, oraz pretéw o jednym kofcu
utwierdzonym 1 o drugim swobodnym.

Uklad réwnan (3 36) upraszcza sig W tym szozegolnym przypadku do postaci

(5.1 Z ym(P/]f’ am-wm) i=1,2,3,..,

gdzie AL I'© wyrazajq sig 7a pomoca wzordw (3.37).
Wystepujace w tych wzorach wielkoéci upraszezaja sig wtym przypadku do postaci
! (— 1y . Bim
J3 3_3() ) Sa B{) a 2 bzm
(3.2)

800
Fi(x) =gogx, Fm(x)=-—"—(1l—cosanx},
Uon
gdzie gy i By oznaczaja odpowiednio masg¢ 1 sztywnodC zginania preta o stalym

przekroju poprzecznym.
- Wykorzystujac powyZsze WZory oraz Wykonujacc proste catkowanie znaJdLuemy

6{—Di(—=D"
|

Kw(f) _ Kﬁ) - 2 mz.ﬁi»g;z mZ] .
2k
€ — € = e {(— D) (2 — 22 [l — (—1)™] —

e lim (m2 — i2) .
— m2 (24-m?) [1 — (—1)*=]}  dla i #m,

2k w2 (—1p— lJ
5.3 W _ ey | VT P
B3 - cf 1[4+ = dla i=m,
—1)¢
Fz(]m? k {( D [18 18 (—1)™+-8m2m? (— )2 m2] +-
2m (> | ) ' |
m[l — (_1)z+m]} dla i # m,

@ —
F‘ﬂ

72 4 [36 (1) — 36—|—10n212 — n414 — 4m2i2 (~1)]

dla i=m,
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gdzie

(5.4)

_ &eol
m2 By

Wielkosé sily krytycznej dbliczymy w przyblizeniu, uwzgledniajac kolejno
w ukladzie réwnaf (5.1) jedno, dwa i trzy réwnania.
Uklad trzech pierwszych réwnah _]ednorodnych moZna przedstawi¢ w postaci

nastepujacei:
m=3

5 Zymmm— :

=1

i=1,23,

w kiorym wspdlezynniki Agn po wykonamu prostych przeksztalcen i obliczen wy-

razajq SlQ Za pomoca wzordw

Ay = -~34372P 187668 P,— 14{)56ql )

A12 = —26648P — 494@!,

Asz

(5.6) Agy = —8883P-17890g]
Az = 17765P+99264!,
gdzie _
. ?62_80
5.7) Pp=—,

Agp — —T4384P-|-3506 T3P — 3717241,
Asy = ~81746P1-T89014P,, ~ 373254,

Ay = 17765P+1952641 ,

Az

= —26648P — 50204/,

q=800-

—8883P —-10064!,

W celu obliczenia sily krytycanej zatoZzymy wielkodé stosunku Pgfgl.
W tablicy zestawiono wartosci wspélezynnika » — P, [Pg, obliczone w trzech

przybliZeniach dla Py :gl= 10 i dla Pg/gl = 5.

Wartosci wspolezyonika »

Przyblizenie i I 1 | 2 3
Prigl =10 2,510 2,056 2,024
Ppjel=5 2,411 2,022 1,988

Jak widaé, wielkos§é sily krytycznej,

obliczona w trzecim przybliZenin, réZni

si¢ bardzo malo od wielko§ci tej sily, obliczonej w drugim przyblizeniu, a wigec moZe
by¢ uznana za wystarczajaco dokladna.

W rozwaZanym: przypadku wplyw cigzaru wlasnego preta na wielkosé sily
krytycznej jest bardzo maly, poniewaZ przy pominigeiu wplywu cigzaru wiasnego
% = 2,045. Oczywiscie w miarg wzrostu obciaZenia gl warto$¢ wspélczynnika 2

bedzie malala.
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Przyblizona wartos¢ sily krytycznej mozna réwniez w tym przypadku bardzo
latwo wyznaczyé stosujac metodg iteracji (np. Peano-Picarda) do wyznaczenia
najmniejszej wartodci wlasnej réwnania catkowego (4.20);, ktore w' tym przypadku
upraszcza sie do postaci ]

y(@) = —PA3(z2) — I3 (2).

Konkretny przyklad liczbowy, przedstawiajacy zastosowanie wyzej omdwionej
praktycznej i pozytecznej metody przybliZonej, podano w pracy [1].

Uwagi koficowe

Otrzymane w tej pracy wzory, umozliwiajace rozwigzywanie trudnych probleméw
7 zakresu statecznofci spreZystej ustrojow prelowych, wskazuja na duge zalety
zastosowanej metody. Zasadniczym celem pracy bylo przedstawienie metody,
umozliwiajacej rozwiazywanie ogélnie stormulowanych problemdéw brzegowych
mechaniki technicznej, opisanych za pomoca réwnaf réZniczkowych o zmiennych
wspOlezynnikach. Zastosowany w tej pracy sposéb do rozwigzania skompliko-
wanego problemu brzegowego zezwala na poZzyteczne uogdinienie metody orto-
gonalizacyjnej. Drugi wariant rozwiazania, polegajacy na doprowadzeniu nieskons
czonych ukladow algebraicznych réwnai liniowych do rownan catkowych Fredhol-
ma, posiada rownieZ istotne zaletyh

Pozornie moze wydawaé sig, Ze bardziej celowym bylo najpierw doprowadzié
rozwiazanie problemu do rownania calkowego, a nastepnie uzyskaé nieskoficzone
uklady algebraicznych réwnafi liniowych. Nalezy jednak mie¢ na uwadze fakt,
e w ten sposdb byloby znacznic {rudniej uwzglednié réZne warunki brzegowe.
Natomiast dzigki.zastosowanej metodzie otrzymane w tej pracy rownania caftkowe
umozliwiaja spetnienie okreflonych warunkdw brzegowych, Przyblizone rozwiaza-
nia tych réwnan calkowych w konkretnych przypadkach mogna bardzo latwo
uzyskaé za pomoca metody iteracji (np. Peano-Picarda). Przyklad takiego przybli-
Zonego Tozwigzania podano w pracy [1].
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PezmomMme

V3IWE M TIOTEPSL YCTOMYHBOCTU YIIPYIUX CHCTEM,
COCTOSIIX W3 TIPSAMBLX. CTEPXKHEH,
¢ TIEPEMEHHEEBIMY TIOIIEPEYALIMU CEYEHAMHI
C VYETOM COBCTBEHHOTO BECA

B pafore paccMaTpHBAETCH 3a7a¥d, XKACAIOWIARCH ONHOBPEMEHHOIO y3reba ¥ cxarvsa (Wm
DACTMEKCHASA), & TAKKe FOTEPH YCTOHMMBOCTH YHPYIHX CHCTGM, COCTOMLIAX W3 HEOJHODOZHEIX
MPIMEIX CTepiEelf, ¢ NMPOM3BOIBRO HEPEMCHNBIME TIONEPEYHEIME CCUCHURMH, 3aTPYXCHABIME
HEPTICH/AKYNAPEC K OCAM CTEPKHEH M NONBEPNCHHENM AeHCTBII0 IEPCMCHERIX OCEBEIX CHII HATID,
cobcreennoMy pecy. Ilpegmoraraercs, 9TO HEORHOPOAHCCTE M YIDYTHE ‘cpojicTBa MaTepuamm
OnHCAHEL ¢ TOMOIILIO NPON3BONBFHEIX QYHEKINMM, 3aBHCHITHEX OT KOOPIMHATSI TOUKH H HE3ABACH-
IHMX OT BPEMEHH.

Pemenre 3apa9d CBONETCA K PemicHuio mudiepermuanbHOTO yPapHEHEI AeopMApoBaEEOH
OCH CTEpIEIL, ABRMICILEroCH COCTABHEIM BJTEMEHTOM CICPHHEBOH CHCTEMBI, Vpagpeerde gethopME-
POBANHON OCH CTepiis B (yHKIUMS, OUUCHBAMOINAST PACTPECNEHHS HArPyskH, TePICHIEKY JIApHOH
X OCH CTEPATIL, BLIPAKACTCS ¢ NOMOIIBIO P Pyphe, IPEAROIAIAL BRIONHERHC YCIOBHS Hn-
PHXIIE.

15 TTONYHCHNS PEINENts, NAMOWEro BO3MOKECCTD, Y/IBICTBOPEHAIO TPOUIBOIBHEIM, HEOM~
HOPOIASIM KPACBHIM YCNOBHSM, NPEMEHAETCH crocob onpcasntd B FCHONL308aHHEH B pabore
apropa [1]. 3ror cnocoG COCTORT B HEKOTOPOM ofofeREH OPTOrOHANHIANAOHION0 MEeTONR,
Graronaps. ACTOIR3OBAHMM H3BECTHOH TEOPEMBI O puddeperrApopanyy pagos Pypse. Taxoe
penienMe IPHBOIAT, OYEBHAEO, K MUSHTHIHOR OecKoneyHOH cHeTeMe ANreOpaEICCKAX YDavHeHL,
¥ax M K MCIOME3OBAHAM METOAA KOHegHOro mpeobpasopaums $ypre, HO OHO Gornee ACHO H JAeT
POIMOIEHOCTD TpeHefped HEKOTOPHME IPe0fpaionaniaMe, CYRIECIBYIOIIHMI IPH MCTOAL30BAHMH
METOOA KOHedHOTO mpeoGpasopanmns Pypse. '

TIpwneHss, BLIMEIPABSHEHERRI CI0c06 CBOIETCA pPeINeHIe mubepeHIaIEHOTO YPABHEHHS
sanauy ¥ GecKOHeuHOH CHCTEME anrefpanaeckuy HEOIHOPOAHEX THHeHHAX YpABHEHHIL, B KOTOPEIX
CYLIECTBYIOT CTATHUCCKHE W TEOMCTDAYECKHE KDACBEIC BOIMUHILL W HEASBECTHRC KO3HHAIHMEnTEL
pana Byphe, OUECHBAIOLME YPABHCHAS AehOPMEPOBAHHOM OCH CTEPIHHIL 3JaTeM PRCCMATDHBASTCH
HECKOIBKO CJIVYacB OOMpaHms cTepxdel, Jlms Kamjoro, paccMaTpuBaeMoro ‘criocofa OnWpAHEAS
CTepycHs, BHBOIATCA YPABHEHMA KT KPACHLIX M3THOAFOIIIX MOMEH OB MOmepeuHEIX CEN, B aTEx
GOPMYIAX CYIIECTBYEOT KpaeBLe repemerterma (yrust o6opoTa ¥ BEPTEXAILRLIC HEpPETBEREHIS
OIOP), & TAIOKE BRIPAXCHAS 3aBHCHATIHG OT, YOOMAHYTBIX BRIHIC, xooddmumenTor Oypee. Kpome
TOTO A7l KAKAOLO U3 PACCMATPHBAEMEIX C/Iy9acB ONHPABMA CTEPICILL. TOMYICHO HeCKOHEYHYIO
CHCTEMY JIMHEHHEIX ypabHcHyi, 3aKIMOYAIOINHX HEH3BECTHRIC xosddunpentsr Pypre I KPAEBEIS
mepeMeImerus (Hocne SIHMAHATAY KPacBhIx EarpGacmuy MoMenTon), HCTIoNs30BaiHe YCIORHA
PABHOBCCHS YC/IOB CHCTEMEL H YCIODHI PABHOBECHS, BBIPESAHHEX MBICICTHO yacrell cTepKHEBOH
CHCTEMEI, 6T BOIMONHOCTE TIOCTPOATE CHCTEMY anreGpamyecKux YpapHEHHIi, YACTO KOTOPBIX
COOTRETCTBYST CTENEHH T'GOMETPHIECKON HEOmPeIeiMMOCTE cucTemil. Pemas Ty CHCTEMY ypas-
HEeEWH, ONPEICIMIOTCH KPACBLIE TEPEMEINCHUs ¢ HOMOIEIO H3BECTHRIX (E3HYECKHY  BCIAIAH,
a TAKKe ¢ TIOMOIMBIo HEE3BECTHHX XooddmumerToR papor Pyphe, ONECHEBAIONAR YPABRHCHAL
pelopMupopanmsx ocelt oTHeNsHBX crepwmei, IIOACTARNAR BHIPAKCHHEIC, TAKEM COOCOOOM,
Kpaeshie IEPEMEHEHNS B CHCTEMEBI YDABHEHEHR COCTABICHHBIX M PasHEIX cTepiRHel CHCTEMEL,
PDEDICHEG 3a/(A4H MOKHO CHECTH K CHCTeMe COMPARKERAHLIX GECKOHCHHETX CHCIEM anreGpamyeckux
VpARHEHEIH, 3aKITOTATOIAX HeM3BECTHES KOOG@HIHCHIE PAICE ®ypre. B caydae OBHOBpEMEn-
HOro wWarEba W caaTds (WIH pacTAKEHHS) PelleHde HEXOTOPOTO XOHCHHOTO HHO/R ypaBHEBMIL,
46T BOIMOKHOCTh OLpeRciuTh Kkoddhdmumenta Dypse, a 3aTeM ONPEREIMTE KPACHEIC NEpEME-
IeHPs, ¥3TABAONEe MOMEHTH W TIOHCDEYHEIE CHITBI, MOFBIIMFOLINECT Ha KOMHAX crepxuei, Tlpn
PACCMATPEBAHMY TEOPHEE YCTOHIRBOCTA CTCPKHEBOM CHCTEMBI, PEHICHME 3alatH BeNeT K cACTEME
COMpPKCHRBX GeCKOHCUHBX arebpandeckrx, ONFOPOAHBIK JAHEHHEX ypaBECHuUI, ¢ HEH3BECT-
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melME KodpdmimenTamu Dypre. [IpEpapnende K Hyx0 OCHOBHONQ ASTEPMHHAHTA 3THX YDABHCHAR
7aeT XAPAKTEPHCTHYECKOE YPaBHEHHE, OO3BOAAIoNee ¢ MoObM OpHOMSKSHHSM OIPCICTHTDL
KPUTHHECKYIO Harpysxy. C IpaxTHUecKO#d TOYKH 3peBHs OONBIIOS 3HAUCHMS WMEST (aKT, 9To
CyMMEl BCeX DECKORETHEIX (YHKUMOHANBHEIX PANOE, IPEACTABIEHEL B (OpME HHTEIDANOB, B KO-
TOPHEIX HMONMITCTPANLHELIC BHIPAXKCHHS 3ABECAT OT (PYHKIHIA, ONECHIBAIOINEX NEPEMEHHOCTh XKECT-
XOCTH HW3TMGA MACCHI ¥ HATrPY3KH BAOJE Occil CTemKHEH.

3aTen, JACTCH APYIOH BAPEAHT PEIICHHA, DACCMATPHBASMBIX 3a1ay, Bee GeCcKOHeUHBIE CUCTEMBL
anrebpamucCkax JMHSHLIX YPARHCHAN, MOIYYCHHALIE OAS PAIHBIX CIyYacB ONHPAHHAS CTEPKHEH,
CBOZIATCA K EHTETPAJBHEIM ypasHEcHEAM (Ppearombema, Torma kax GoOpMynBl B KPAcBBIX CTATH-
YCCKMX BCITHYHH, OPCOCTABIICHLL B (bOiJL’IE HHTETPAIOB, B XOTOPHIX NOAHETCTPANBHEIC BRIPAKCHHA
3&BMCAT OT QyHKIWN, ormCHBaoImedl ypapHends nedopmupopannoil ocu crepxHa. CpemeHme
peIleHAs K TAKOMY BHAY, IIO3BORAET NPHMEHWTH HISPAITEOHHBE MeTONLl ¥ IOIYIETL OpHOAM-
JKEHHBIE DELIEHHES, PACCMATPHBAEMEIX 3aJ1a¥, B DPASHEIX CIy9adx (GYHKIE, OMACLIBAIOINEX HEOM-
HOPOAHOCTH MATEPHATIA M W3MCHIABOCTE IMOICPEYHOTO CEYCHHS OTHEIBLHBIX CTEPMHEH CHCTEMBI.
CrocoBEl, TPAMEAACMEIC IPH PEINCHMY 337134, KACAOUIHECS BONPOCOB ONHOBPEMCHHOTO Warnba,
CaATHA H TOTEPH YCTOMMMBOCTH CIOXHBIX CTEDMHEBBIX CHCTEM SBISIOTCH, B JAHHOM Cliydae,
MOXOREMH Ha CHOCOO, CRUCAHHABIL BEIIE.

Summary

BENDING AND BUCKLING OF ELASTIC STRUCTURES COMPOSED OF STRAIGHT
BARS OF VARIABLE CROSS-SECTION AND LOADED BY THE WEIGHT

The present considerations are devoted to the problem of simultaneous bending and compression
(or tension) and that of buckling of a structure composed of nenhomogeneous siraight bars, the
cross-sections of which vary in an arbitrary manner and which are subject to loads normal to their
axes and to variable axial forces due, for instance, to the weight of the structure. Tt is assumed that
the nonhomogeneity and the elastic properties of the material are described by arbitrary functions
of the location, which are independent of time,

The solution of the problem is reduced to that of the differential equation of the deformed
axis of a bar constituting an element of the structure considered. The equation of the deformed
axis of the bar and the function describing the distribution of the normal load is expressed in the
form of a Fourier series, assuming that the Dirichlet conditions are satisfied.

In order to obtain a solution enabling the satisfaction of arbitrary nonhomogeneous boundary
conditions, the method used by the present author in Ref, {1] is applied, This method is a generalized
orthogonalization method based on the familiar theorem concerning the differentiation of Fourier
series. Such a solution leads, of course, to the same infinite set of algebraic equations as is obftained
by the method of finite Fourier iransformation but is more lucid and enables the rejection of some
transformations that are necessary, if the latter method is used.

By applying the above method the solution of the differential equation of the problem can be
reduced to an infinite set of nonhomogeneous linear algebraic equations, involving the boundary
values of mechanical and gecmetrical quantities and the inknown coefficients of the Fourier series
describing the deformed axis of the bar. Next, a few examples of support types of a bar are considered.
For each support type equations are derived for the boundary values of the bending moments and
shear forces, involving the boundary displacements (rotation angles and vertical displacements
of the supports) and expressions depending on the Fourier coefficients. In addition, for each of
the support types under consideration, an infinite set of linear algebraic equations are obtained,
involving the unknown Fourier coefficients and the boundary displacements (after eliminating
the edge values of the bending moments). The use of the equilibrium conditions of the nodes and
the equilibrivm conditions for parts of the structure separated mentally enables the establishment
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of a set of algebraic equations, the number of which is equal to the degree of redundancy of the
structure, Solving this set of equations the edge displacements are found in terms of known physical
quantities and the unknown coefficients of the Fourier series representing the deformed axes of
the bars, On substituting the edge displacements in the equations of motion established for various
bars of the structure we can reduce the solution of the problem to that of a set of coupled infinite
sets of algebraic equations with the Fourier coefficients as unknown. In the case of simultancous
bending and compression (or tension) the solution of a finite number of equations enables the
obtainment of the Fourier coefficients and the end displacements, bending moments and transversal
forces. In the case buckling of a structure the solution is reduced to a set of coupled infinite sets
of homogeneous linear algebraic equations with the Fourier coefficients as unknown. By setting
equal to zero the principal determinant of these equations, we obtain the characteristic equation
enabling the determination of the critical load with any required accuracy. The fact that the sums
of all the infinite functional series are represented in the form of integrals, in which the integrands
depend on the functions describing the variability of the flexural rigidities, the masses and the loads
along the axes of the bars is of considerable importance from the practical point of view.

The second of the two solution procedures proposed consists in all the infinite sets of linear
algebraic equations obtained for various support types of the bar being reduced to Fredholm
integral equations. The equations for the boundary values of the mechanical quantities are represent-
ed in the form of integrals, the integrands of which depend on functions describing the deformed
axis of the bar. The reduction of the solution to such a form enables the application of iteration
methods and the obtainment of approximate solutions of the problem considered for various
functions describing the nonhomogeneity of the material and the variability of the cross-sections
of the bars, In the problem of simulianeous bending and compression and that of buckling of bar
structures the solution procedure is similar,
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