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NAPREZENIA MOMENTOWE W TERMOSPREZYSTOSCI

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Klasyczna teoria sprezystoéci opiera sig na wyidealizowanym modelu kontinuum
sprezystego, w ktorym przeniesienie obciazef z jednej czedci na druga opisane jest
wylqeznie przez wektor gtowny sit pdd dzialajacych na powierzehni A, rozgrani-
czajacej wymienione czeéei. ZaloZenie to prowadzi do symetrycznego tensora. stanuy
napre¢zenia i odksztalcenia, Model ten dobrze opisuje wiasnoscei spreZyste w materia-
tach konstrukeyinych o strukturze amorficznej (stal, aluminium, beton) Przy napre-

“zeniach pozostajacych w granicach sprefystosei materiatu. Jednak znaczne régmice
tigdzy teoria a doswiadczeniem wystepuja w miejscach, w ktérych mamy do czy-
nienia ze znacznymii gradientami naprefen. Chodzi tu o przypadki spietrzenia
naprezen wokdét otwordw i nacieé (karbéw). -

- Rozbieznoé¢ migdzy doswiadezeniem a teoria wystepuje réwnies w zagadnieniach
drgan, przy propagacii fal, wymuszonych wysokg czestotliwoéeia drgan (czestoscia-
mi wystepujacymi przy zastosowaniu ultradiwigkéw). Wynika to stad, e przy
wysokich czestotliwosciach drgan i nader kr6tkich dlugosciach fal daje sig wyczuwaé
wplyw mikrostruktury materiahy.

- Symetryczna teorta sprezystosci wreszcie nie opisuje dostatecznie Scisle zjawisk
wystepujacych w oérodkach ziarnistych, przy badantu fal akustycznych w kryszta-
fach, w strukturach polikrystalicznych oraz w wysokich polimerach.

Tym niedostatkom teorii symetrycznej sprezystodci staral sie zaradziéc 'W. Voigr
[1] przez przyjecie dodatkowego zaloZenia przenicsienia obcigZen przez element po-
wierzehni dA nie tylko przez wektor sit pdd, ale réwniez przez moment wypadkowy
mdA. Takie przyjecie powoduje konieczno$é dzialania na clementy objetodciowe
dV nie tylko naprezen (force-stresses) oy, ale i napreZein momentowych (couple-
stresses) p;. Okazuje sig, ze to dodatkowe zaloZenie prowadzi do powstania nie-
symetrycznych tensordw stanu naprefenia i odksztalcenia.

Pelna teoria takicj niesymetrycznej sprezysto$cl przy zatozeniu, e deformacja
punktu materialnego ciala jest opisana pizez niezalesne od siebic wektory prze-
mieszczenia w i obrotu w, zostala opracowana pizez braci E.i F. CosSERATOW [2]
w 1910. Teoria ta, nader ogélua, bo geometrycznie nieliniowa — nie zostala nale-
Zycie doceniona za Zycia autordw. Jej rencsans przypada na ostatnie dziesieciolecie.
Teoria ta zostala na nowo odkryta i szeroko rozwinigta przez C. TRUESDELLA
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i R. A. Tourma [3]. Dalsze prace R.A. Tourmna [4] i G. GRIOLI 5] dotyczyly
nieliniowe]j teorii odrodka Cosseratow. Szczegdlnie interesujaca jest praca R.D.
MINDLINA i II. F. TisrSTENA [6], w ktorej autorzy znacznie wzbogacili liniowa
teorie ofrodka Cosseratéw przez wprowadzenie funkeji naprezen i potencjaiéw
dla oérodka izotropowego i centrosymetryCznego. Dodaé jednak naleZy, Ze jest to
teoria przybliZona, korzystajaca z valoZenia ograniczajacego w = rotwf2. Tg
szczegdlng postaé teorii osrodka rozwijali réwniez W. T. Korrer [7] oraz R. MUkI
i E. STERNPERG [8]

W szeregu prac z ostatnich lat odstepuje sig od ograniczenia w = Tot u/2 trakiu-
jac wektory w iw jako niezalezne od siebie. Wymieni¢ tu nalezy prace W. GUNTHERA
[9], H. Scmirera [10], prace B. W. KUwszZYNSKIEGO 1 E. L. Arro [11], dalej prace
N. A. PALMOWA [12] oraz prace A. C. ERINGENA i B. 8. SUHUBI [13]. Szereg zagad-
niefi dotyczacych koncentracji naprezef rozwiazat ¥. Neuser [14 i 15]. Kilka
istotnych twicrdzen zostalo podanych w pracy N. SANDRU [16]. Rozwinigeie teorii
oérodka Cosseratdw mna zagadnicnia termosprezystosei bylo przedmiotem kilku
prac W. Nowackiego [17-19]. ‘

Niniejsze opracowanie jest znacznym rozszerzeniem pracy autora «Couple-
stresses in the theory of thermoelasticity», przedstawionej na symposium TUTAM
w Wiednin w 1966 r. [20].

2. Roéwnania ruchu

Rozpatrzmy dowolny obszar ciala ¥, ograniczony powicrzchnia gladka 4.
Oznaczmy przez pdA wektor sil, a przez mdd wektor momentéw przenoszonych
przez element powierzchniowy A z zewnatrz do wnetrza ciata. Oznaczmy przez
XdV wektor sit masowych, a przez YdV wektor momentdw masowych. Napiszmy
réwnania réwnowagi dla dowolnej objgtoéei ciala V: :

@)  [pdd- [Xav=o0, [ Gexpm) da + [ XDV =0.
A v A V

Tutaj r jest promieniem wodzacym, liczonym od ustalonego punktu ciata. W ukia-
dzie prostokatnych wspétrzednych Kkartezjasiskich przepiszemy rtéwnania (2.1)
w nastgpujacej postaci:

@2, [pidd+[XedV =0, [ (o xspptm) dAd + [ (easuns Xt ¥)dV =0,
A 14 A4 | 4

LLk=1273

Zastosujmy réwnanie (2.2) do nieskoficzenie matego elementu czworodciennego
o trzech fcianach prostopadiych do osi ukladu wspélrzednych. Niech n; oznacza
sktadowe jednostkowego n normalnej do czwartej Sciany. Oznaczymy PIZez Gje
i psi skladowe naprezef sit oraz napreZei momentowych, a przez pi (n) i m;(n) skia-
dowe sit i momentéw, dzialajacych na czwartej Sciance crworofcianu. Pomijajac
w réwnaniach (2.2) catki objetosciowe oraz rozciagajac calkowanie na powierzchnig
czworofcianu, otrzymamy L :

2.3) pi(n) = oj m,_ my (M) = fugs -
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Uwzgledniajac pierwszy z tych zwiazkéw, otrzymamy z (2.2)

2.4) ' f (o1, s+ X))V = 0.
¥

Ze wzgledu na przyjeta dowolnodc objetosci V stwierdzimy, e réwnanie
(2.5) o, i+ X =10
jest spelione w kazdym punkcie ciata.

Zwazywszy na (2.3)y, otrzymamy z réwnania (2.2);

(2.6) f [6sik X7 {01k, 1 Xe) +eugc Ogn-tpogs, j1- Vil dV = 0.

12 _
Pierwszy wyraz w wyraien?iu podcatkowym jest réwny zeru ze wzgledu na réwnanie
(2.5). Poniewaz objetoé¢ ¥ obieramy dowolnie, to prawdziwy jest zwigzek

(2.7) 61k Ojrt+ps, i+ ¥i= 0.

Tensor naprezenia og; jest niesymetryczny. Tensor ten bedzie symetrycznym jedynie
w przypadku braku momentdw masowych Y i naprezef momentowych g, ROW-
nanie (2.7) przybiera postaé eyx oz = 0, co prowadzi do teoril symetrycznej spre-
zystofci z symetria tensora oy = o

Réwnania (2.5) i (2.7) sa réwnaniami réwnowagi wewnalrz ciala a réwnania
(2.3) na powierzchni ciala. Zwiazki (2.3) traktowa¢ mozra réwniez jako warunki

brzegowe w obcigzeniach.

' W przypadku zagadnien dynamicznych nalezy, w mysl zasady d’Alemberta, -
dodaé wyrazy inercyjne. ROwnania ruchu przyjma postaé

oy, i+ Xi = oui,
(2.8) B -
eugr Ogpt+phgs g+ ¥o = Juwn .
Tutaj o oznacza ggsto§é, a J dynamiczng charakterystyka osrodka, réwna iloczy-
nowi momenty bezwladno$ci czastek oérodka wzgledem dowolnej osi, przecho-
dzacej przez jej frodek cigzkodci, pomnoZonenl przez liczbe czastek w jednostce
objetosci; symbol wi oznacza wektor obrotu.

3. Zasada zachowania cnergii. Bilans entropH

Zasada zachowania energii zastosowana do objetoéci ciala V, ograniczonej
powierzchniag 4, ma posta¢ [20]

d 1 ’
3.1 d—t [—2‘ {ovg vi+J Wy wy)+ U] av = f(Xi vi+Y; w) dV+
7 ¥

+ f(}’i vi+am wy) dd — f @inidd ,
P . .

A
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gdzie ©; =y, Wi = wi Przez U oznaczyliémy encrgie wewngtrzng, odniesiona
do jednostki objetodci, przez ¢; — skladowe wektora przeplywu ciepla.- Wyraz
po lewej stronie rownania (3.1) przedstawia zmiang w czasie energii kinetycznej
i energii wewnetrznej. Pierwszy wyraz po prawej stronie przedstawia moc sil i mo-
mentéw masowych — drugi wyraz moc sit i momentéw powierzchniowych. Wreszcie
ostatni wyraz wyraza iloéé ciepla przekazana objgtodci ¥ droga przewodnictwa
ciepinego. Stosujac do réwnania (3.1) twierdzenie o dywergencji oraz biorgc pod
uwage rownania ruchu

(3.2 o tXi = o, G O, - Yo = Jws
otrzymamy réwnanie

(3.3) f {U — loyi (04, 1 — €rgs W)+ pgs wa, 1+-gi, i} dV = 0.
v

Roéwnanie to jest spetnione dla dowolnej objetosei V. Jedli wyraZenie podcatkowe
jest ciagle, to zwigzek

G4 U= Onuyutpann — Gii,
gdzie
(3.5) i= Ui, ] — Cpi Ok, Hii = 04,4,

jest spelniony lokalnie. Przez y4 oznaczyliémy niesymetryczny tensor odksztalcenia,
a przez xy tensor skrgcania. :
Rownanie bilansu eniropii ma posiaé

(.6) J}W=—f%&m+fwn
, 7 A v

Lewa strona rownania przedstawia wzrost entropii. Pierwszy wyraz po prawej

stronie przedstawia wzrost entropii powstaly przy wymianie entropii z otoczeniem,

drugi wyraz wyraza produkcje entropii, wywolana przewodnictwem ciephym.
Stosujac twierdzenie o dywergencji mamy '

(3.7 f[s 9— (Hdv 0.

Dla dowolnego obszaru ¥ i ciaglodci wyrazenia podcatkowego spelniony jest
lokalnie zwiazek
Gii | @l

(3.8) =@w74-ﬂ

. Zgodnie z postulatem termodynamiki proceséw nieodwracalnych powinno byé
@z0
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Eliminujac g; z téwnan (3.4) i (3.7) 1 wprowadzajac enelglf; swobodng Helmholtza
F=U—8T, mamy

¢ T
3.9 = O'jz’}}ji+#ﬂ%ﬁ P (@ + )
Poniewaz energia swobodna jest funkcja zmiennych niezaleznych yu, x4, T, to
. OF oF oF
3.10) : B = 6y ; Pt + %;ii + — 5T

Zatozywszy, ze funkcje ), g, ..., 6y, iy nie zaleza w sposéb jawny od puchodnych
czasowych funkcji s, #5, T 1 definiujac entropie jako S = —0F/dT, otrzymamy
z pordownania réwnan (3.9) i (3.10) nastepujace zwigzki:

a _ or _ oF g - oF @_{_%T,i_.o‘
(G.1) oy = p Bt .— Py == FY = =0

Drugie prawo termodynamiki bedzie spelnione, gdy @ > 0. Wynika stad, ze

T
T2 = 0.
Te nieréwno$¢ spetnia prawo Fouriera przewodnictwa ciephlego
(3.12) —qi=kyT; Iub —q=kyb;, T=Tu+0.

Wprowadziliémy tu temperaturg stanu natﬁralnego T 0- oraz przyrost temperatury 6.
 Z réwnania (3.8) przy wzigciu pod uwage zwigzku (3.11); oraz (3.12) mamy

(3.13) - T8 = —gi,s = kiz 0,1
Dla ciala jednorodnego i izotropowego zwigzek (3.13) przybiera postaé
(3.14) TS =k0,15,

gdzie k jest wspdlczynnikiem przewodnictwa -cieplnego, wielkoécia stala.

4. Réwnania konstytutywne

Rozwifimy energi¢ swobodna F{(ysu, xs, T) w otoczeniu stanu naturalnego
(%n =0, ¥y =0, T=Ty) w szereg Taylora, poml_]a_]ac wielkofcl wyzsze od rzedu
drugiego.

Dla ciala izotropowego, jednorodnego i centrosymetrycznego (niezmiennego
ze wzgledu na obroty) otrzymamy nastgpujaca posta¢ rozwinigcia:

+a —
@1 F= Yy +&

A
Vayiy 5 Vik Van -+

y+e 'és, B . - ooom o
3651 #if T o Rk K —VYwr B — yoowi 0 — 5 62,

-+ g1 Mg +

2 2 2
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Przedstawiona tu postaé energii swobodnej uzasadnia si¢ w sposdb nastgpujacy.
Poniewaz energia swobodna jest skalarem, to kazdy wyraz po prawej stronie powi-
nien byé réwnieZ skalarem. Otéz ze skiadowych tensora ys; mozna skonstruowaé
trzy niezaleine kwadratowe niezmienniki, mianowicie ¥y Yy, Y5 Vij OLAZ Yk Ynn-
To samo dotyczy tensora xg;. Wyrazy yj %s, V4 %ij OIAZ Yrx Xan Nie pojawiajg si¢
w wyraZeniu (4.1), poniewaz byloby to sprzeczne z postulatem centrosymetrycznoSci.
W siédmym i ésmym wyrazie wyraZzenia (4.1) wystepuja niezmienniki ygg 1 %gr.
Wynika to stad, Ze z tensoréw 9y i »u moizna uzyskaé tylko jeden niezmiennik
pierwszego rodzaju, mianowicie yer 1 2.

Korzystajacc ze zwigzkow

42 oF aF B aF
(') aﬁ_éyﬁ: ‘u’ji—w()%ﬁ, S___aTs

otrzymamy z (4.1) nastgpujace roéwnania konstytutywne:
oi = (pto) yut(p — o) puyt+-(ye — »0) by,
(4.3) i = (yte) sept(y — &) wig+ (oo — 20) 03y,
8 = vypp+yreptmb .

Zwiazki (4.3) mozna zapisat w rownowaznej postaci

Gy = 2pyan-+20y qp+ Ay — v0) 845,
(4.4)

g = 2pnn 26845+ (Boegr — x0) dis .
Tutaj p, 4 s stalymi Lamégo, a, v, & f — nowymi stalymi sprezystofci. Wielkoéci
te odnosza si¢ do stanu izotermicznego. Stale v, y zalezg zaréwno od wlasnodci
mechanicznych jak tez i termicznych, Symbole () i { > ozZnaczaja symeiryczna
i antysymetryczna czgscé- tensora.
Rozwiazmy rownania (4.4) wzgledem wielkodci yig 1 syt

Vg = Ot B¢j 9—!—2@’ U(ij)-i—za' O‘(ij->+ﬂ. 8 0% ,

(4.5 , , ,
wij = fi 853 0-1-2p" e 28" poggy + B Ois s
gdzie
' i r_i Jﬁ_l. Im_lﬂ A’——Q%M
lu 4'“ 5 o = 4(! [} '}’ rﬁ4y [} & = 481 6[,LK’
p » 1 2 2
PR —_r N = = 0= — .
b o “Tig PTag K=itge btgw

Rozwazmy nicskoriczenie maly element ciata woln’_v na swej powierzchni od na-
prezen oy 1 pe. Wtedy

(4.6) ygj = q; 045 0, ng = By 0.

Wiemy jednak, Ze wzrost temperatury wywolaé moze jedynie odkszialcenie bez

-obrotéw. Zatem ;=0 lub x=0. Wielkos¢ o Jest wspolczynnikiem liniowej
rozszerzalnosei cieplnei.
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Mozemy juZ podaé ostateczng postaé réwnan konstytutywnych:
ois = 2peyan-+207 g, Hhygy — ¥0) iy,
(4.7) a7 = ytcasy+28% - Browk iz
S = vyp+mt .

Wielkos¢ m wystepujaca w zwiazku wyznaczymy z nastgpujacych rozwazan.
Rozwazmy zalezno$¢ réiniczkowa

(4.8) dU == oy dy;;i—}-.uﬂ dupy+TdS .

Wstawigjac do (4.8) wyraZenie

4.9 ds oS dyg -+ o8 dotgs - %S dar
“9) B (‘)?’ﬁ)u,r v (a’“‘ﬁ)y,i" i (c)T),,,S

1 nwzgledniajac warunki zupelnosci rézmiczki dU, dochodzimy do zaleznosci

o8 08
(4.10) ( ) — 8 =0, ( ) =0
s, T . 1y, T

¢y O #5i

Wstawiajac (4.10) do (4:8) i (4.9) 1 zwazywszy, ze (0S/0T), r = ¢,/T, gdzie ¢, oma-
cza cieplo whadciwe przy stalej deformacji, otrzymamy

dU == g d}'ji-i—luji d%jg-—{—Tvdym—}—ce dar,

4.11 d
(411 ds = vdym—hcg—g.

Calkujac (4.11), przy zatoZeniu, ze S-=0 dla stanu naturalnego, otrzymany
_ . T
(4.12) 8 s vy to log .
Ty

Zakladajac, ze |6/Tg] <« 1 1 rozwijajac logarytm w szereg oraz zatrzymujac tylko
pierwszy wyraz rozwiniecia, mamy '

Cs
(4-13) S:'ka: 'V+ —9.
Ty

Z pordwnania (4.7); i (4.13) stwierdzimy, Ze m = ¢ /7.

5. Rownania rézniczkowe termospreiystosei

Rownania konstytutywne (4.7); 1 (4.7)2 pozwalaja juZ na wyraZenie rownan ruchu
(2.1) za pomoca przemieszczed u, obrotéw w i temperatury 0. Wstawiajac (4.7)1
i (4.7); do (2.1) oraz poshugujac sig zwiazkami (2.5) i (2.7) otrzymamy nastgpuiacy,
w postaci wektorowej zapisany uldad réwnan [20]:

(A+2u) grad div u — (u-+a) rot rot u+2a rot w-+X = gii+» grad 6,
(B+2y) grad dived — (p-+¢) rot rot w-2a rotu — daw+Y = Jio .
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Otrzymalismy ukdad. szefciu rdéwnad z siedmioma niewiadomymi: trzema skia-
dowymi przemieszezenia u, trzema obrotu « i temperatura 0. Do réwnan (5.1)
dodaé nalezy réwnanie przewodnictwa cieplnego. Réwnanie to otrzymamy, biorac
pod uwage zalezno$ci (3.14) i (4.20)

(5.2) TS = k0. 4, TS = ']JT*)JE;G—!—CE 7.

Z poréwnania tych zwiazkéw znajdujemy, Ze - o
53 19 L 14— divi =0 = X il

- (5.3) T “?70(4-%) vu=0, ‘%= e T

Jest to roéwnanie nieliniowe, ktore daje si¢ zlinearyzowad, jesti przyjad, ze |6/T] < 1,

co tez zakladamy. Biorge pod uwage dzialanie Zrodel ciepta w cicle 1 oznaczajac

przez I ilo§¢ ciepta, odniesiona do jednostki objgtodci i czasu, otrzymamy nastgpu-

jace, -uogdlnione rownanic przewodnictwa ciepinego:

4 7] Lo diva= Q _
6.4 i ;9—979 iva= ot 0= =

]

Zanotujmy, ze w réwnaniu tym wystgpuje jedynie wyraz dylatacyjny vzz =
= divu, a nie wystgpuje wyrazenie »xr. Rdwnanie (5.4} posiada t¢ samg postad,
co w przypadku symetrycznej termosprezystosci. Rownania (5.2) i (5.4) tworza
uvklad sprzezonych réwnan termosprezystodci w ofrodku Cosseratow. Przyczyna
powstawania przemieszezen u, obrotdw «w i temperatury # moga byé obcigzenia,
ogrzanie powierzehni ciala, dziatanie sit i momentow masowych oraz Zrédel ciepta.

Réwnania termosprezystoéci nalezy uzupeinié warunkami brzegowymi i warunka-
mi poczatkowymi. Jesli na powierzchni 4, ograniczajacej cialo o objgtosci ¥, dane
31 sity py 1 momenty my oraz temperatura 0, to warunki brzegowe przyjma postad
5.5 pi(x, D= o (x, Omy (), mi(x, D) = pyi (X, 1) n; (%),

) Ox,)="nh(x,1, xed, t>0.
Jeéli na brzegu ciata dane s3 przemieszezenia u; 1 obroty w; oraz temperatura 8, to
ug(x,t)xﬁ(x,t), w’l(x:t)zgi(x’t)a
bx,H=h(x,0), xed, 1>0.
Warunki poczatkowe wyraZaja sig wzorami
w(x,0)=ri(x), wmx,0)=usux,
(5.7) wix, 0) = (), X, 0=k,
#(x,0) = t(x), xeV, =0.
Wréémy do réwnafi (5.1) i przedstawmy je w nieco odmiennej postaci:
T ut-(Adp — @) giad divel2arotw+X = rgrad 0,
Oaw4-(f+y — &) grad divw+-2arotut+-Y =0,

{5.6)

(5.8
gdzie

2= (u+a) V2 — 002, [g=(yt+e) V2 da — JO%.
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Wykonajmy na obu réwnaniach operacje dywergencji. Wprowadzajac oznaczenia
e=divu=14y,,, [=dvea, )

otrzymamy réwnania falowe
5.9 OretdivX=9V20, [, I'+divY =0,
gdzie -' - . _
Oy = (A+2,u) V2007, [ly={f+2y) V2 — da — JO2.
Réwnanie (5.9) przedstawia propagacje fali dylatacyjnej; nie rézni sie ono od ana-
logicznego réwnania w teorii symetrycznej sprezystosei. Réwnanie (5.9); przedstawia
propagacje fali skretnej. Zauwazmy, Ze w nieskoficzonej przestrzeni spreZystej

temperatura mozZe stad sig przyczyna propagowania wylacznie fali dyia.tacygne_]
rownanie (5.9); jest niezalezne od temperatury.

. Wyeliminujmy z réwnan (5.1) i (4.7); najpierw funkcj¢ w, a nastepnie funkcje a.
W rezultacie otrzymamy uklad réwnas

(2 D4+4a2 V2) u-}-((l—{—,u — @) [J4 —40?) grad divu+ D4X 2arotY =

(5.10) = pgrad (G4 7,
(0o Cyt-4a2 Yﬂ)m+((ﬁ+y — &) [12 — 4e?) grad diver -], Y —
— 2ottt X =0.

Dokonajmy rozkiadu wektora u na czedé potencjalna i solenoidalng:

(5.11) u = grad p+rot ¥, div¥ =0.

'Wstawiaja;c powyzsze do (5.10); oraz rozkladajac w analogiczny sposdb wielkosci
XY:

12 . X=p(grad ¥-troty), Y —J(grad o+rot}),

otrzymamy uklad dwu réwnan falowych

(5.13) O @-ted =199, . (02 C1s +4e2 V) ¥ 4p Oy x — 2arot A = 0.
Wstawiajac do rownan (5.9}

(5.14) « = grad {-}rot S

i uwzgledniajac (5.12), otrzymujemy dwa dalsze réwnania falowe:

(515 [haitJo=0, (Ox00t+462V)R4J3 A — 20010t % = 0.

Do réwnan tych ﬁaleiy doda¢ réwnanie przewodnictwa cieplnego (5.4), ktdre przy
- uwzglgdnieniu (5.11) przyjmie postac

. 1 .
(5.16) Dﬁ_mvzqg:_%, D=V2___x_a£.

Eliminujge z réwnan (5.13); i (5.16) temperature 0, otrzymamy ostateczna post‘u:
réwnania falowego dla fali podluzne;j: :

Y
(5.17) (T} D~ vy 0 V2 p+pDB + ;Q =0.
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Rozpatrzmy propagacje fal w nieskoficzonej przestrzeni sprezystej. ZaldZzmy
najpietw, e wielkodci ¥, A, ¢ oraz warunki poczatkowe funkcii £, ¥, £ 53 rdéwne
zeru. W tym przypadku w nieskonczonej przestrzeni sprezystej propaguje si¢ jedynie
fala podtuzna, spowodowana dziataniem zrédet ciepla Q, potencjalna czescia sity
masowej X 1 wreszcie warunkiem poczatkowym funkcji @. Réwnanie (5.1) opisujace
{e fale jest identyczne z réwnaniem uzyskanym dla klasycznego ofrodka spreZystego
(bez napreZer momentowych). Wiadomo [21], Ze fala ta jest thumiona i ulega dyspersii.

Poniewal .

wi=p, o=0, yi=¢y, xp=0,
to

oan = 20 (@1 — Sy P +e 0 (@ — 8, oup =0, pan=0, pu=0.

Fala podtuzna (5.17) wywoluje w nieskoficzonej przesirzeni sprezystej symetryczny
tensor napreenia. :

Tedli wielkodei O, &, X, A sa réwne zeru, a warunki poczatkowe dla funkeji
@, ¥, Q53 jednorodne, to w nieskoficzonym oSrodku sprezystym mamy do czynienia
jedynie z fala skretna £, spelniajacq réwnanie (5.15);. W tym przypadku mamy

w=0, w=7Ci, =0, Yap= —Cglk, g = 04,5 = 6,4 -

Tensor x;; jest symetryczay, tak Ze w ciele wystapi symetryczny tensor naprezef
momentowych:
pan = 298,45+ B0 V2L, pagy = 0.

W ciele wystapia naprefenia oy, przy czym symetryczna czgsé tensora tych napreZefi
jest réwna zeru:
oin =0,  Oup = 20 €y Cor.

Propagacji fali skrgtnej nie towarzyszy pole temperatury. Fala ta nie wywoluje
bowiem zmian objetosci ciata, powoduje jedynie zmiang postaci.

Rozpatrzmy wreszcie przypadek, w ktdrym @, o, ¢ sa rowne zeru, a warunki
poczatkowe funkcji @, £ sa jednorodne. Pozostajg nam rownania falowe (5.13);
i (5.15);. Widoczne jest, Ze przyczyna powstania tych fal w obszarze sy skladowe
A,  sit masowych. ZauwaZmy, ze falom tym, interpretowanym jako zmodyfikowane
fale poprzeczne [20], nie towarzyszy pole temperatury. Fale te wywoluja napreZzenia
niesymetryczne oy, pji.

U podstaw klasyeznej elastokinetyki lezy zalozenie, Ze wymiana ciepla pomigdzy
jedng cz¢Scia ciala a druga przez przewodnictwo cieplne zachodzi nader powoli.
Je§li wymiana ciepla nie zachodzi praktycznie w ciagu odcinkdw czasu rzgdu okresu
ruchu drgajacego, to kazda cze$¢ moina traktowaé jako termicznie izolowana,
a ruch uwazac jako adiabatyczny.

Zakladamy, Ze w ciele brak Zrédel ciepla, a powierzchnia ciala jest termicznie
izolowana. Dla procesn adiabatycznego § = 0. Z réwnania (3.14) oraz (4.20)
mamy .

Tyw
Vi -

L (318) Kop=0, 6=——
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Powyzsze zaleznobei (przy Q = 0) prowadzg do spelnienia toZsamosciowego row-
pania przewodnictwa cieplnego (5.4). Po scatkowaniu réwnania (5.18); wzgledem
czasu i uwzglednientu fakiu, #e dla { = 0 mamy g = 0 oraz 0 = 0, otrzymamy

P T()
(5.19) 0= —qpotyge, Np=——> vp= Bl 2pp) .

Ce M

Réwnanie to, zastgpujace nam rdwnanie prﬁewodnictwa cieplnego, glosi, ze dla
procesu adiabatycznego temperatura jest proporcjonaina do dylatacii. Wielkosci
trs Ap 53 stalymi Lamégo dla stanu izotermicznego. Wstawiajac (5.19) do zwiazku
(4.7); znajdziemy

(5.20) iy = 2490200 gyt As Vg Oig
gdzie
As = Ay~ttyp vy %
Wstawiajac (5.20) do réwnan ruchu, otrzymamy nastepujacy uklad réwnad elasto-

kinetyki ofrodka Cosseratow:

{(As+2p) grad div u — (u-+a) rot rot u+-2a rot w+X = ou,
(5.21 ] _ .

) {(F+2y) grad divw — (y+e) rot rot w2arot u —daw+ Y =Jw .
Réwnania falowe (5.13)2 1 (5.15) pozostang bez zmian. Jedynie ze wzglegdu na (5.19)
zmieni sig réwanie fali podtuzne (5.13), ktére przez eliminacje temperatury przyjmie
postad

. 0
(5.22) Lh ¢+od =0,
gdzie
= (A2 V2 =0, As = hpbnp vy

Rogzpatrzmy jeszcze ulklad réwnan rézniczkowych w ramach tak rwanej teorii
naprezen cieplnych. W tej uproszczonej teorii pomija sig wyraz dylatacyiny w row-
naniu przewodnictwa cieplnego. W ten sposdb temp erature wyznacza sig Z uproszczo-
nego réwnania przewodnictwa ciepluego

1, 0
{5.23) B 45— o = —;
i wprowadza sie ja jako funkcje znana do rdwnania (5.1)1. W tym przypadku r&w-
nanie dla fali podhuinej (5.17) upraszeza sie do postaci

Y
(5.24) 01 Dy e Dd+—-Q =0.

Roéwnanie to jest identyczne z réwnaniem dla klasycznego ofrodka sprezystego [211.

Fala @ nie ulega thimieniu, sktada si¢ Z czesei czysto spreZystej i 2 czecl dyfuzyjnej.
W przypadku zagadnied stacjonarnych odpadajg w réwnaniach (5.1} 1 (5.4)

pochodne wrgledem czasn. Réwnanie (5.4) staje sie réwnaniem Poissona.
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Mamy do czynienia z ukladem réwnan (przy X =0, ¥ = 0)
(A-+2p) grad div m — (u+a) rot rot wt2arot w = v grad 0,
(F+2¢) grad divew — (y+e)rot rotw+2arot u—4aw =0,

vg— 2.
x

(5.25)

Zwroémy uwage na dwa nader proste stany deformacji. Zalozmy, ze w ciele
ograniczonym jednospéjnym, na powierzchni. 4 zupelnie utwierdzonym (u =0,
w = 0) panuje stata temperatura. Wtedy réwnania (5.25); 1 (5.25), staja si¢ jedno-
rodne, co przy zalozonych jednorodnych warunkach brzegowych prowadzi do
wniosky, 7e u =0, @ = (0 w kazdym punkcie ciala. Zatem y = O oraz xy = 0.
Ze zwiazkdw (4.7); i (4.7} wynika, ze

{5.26) o1 = oup = —¢8;, py=0.

Rozpatrzmy dalej clalo jednospGine, w ktdrym istnieje pole temperatury & (x).
Zapytujemy sig, jaki powinien byé rozklad temperatury, aby w ciele nie powstaly
ani napreZenia oy ani napreZzenia momentowe py. Ze zwiazkow (4.5) mamy

(5.2T ] pij = 050, wy=0.

Pozostaje jeszeze spetnié réwnania nierozdzielnodei [16]

(5.28) M= Ml 4, VH B — Yhi Ik Mk — Gkt g = 0.

Pierwszy uklad réwnan jest od razn spelniony, drugi prowadzi do uldadu réwnan
(5.29) ' 84 =0 (nic sumowaé, gdy i # J).

Roéwnania (5.29) beda spelnione, gdy rozklad temperatury jest liniowy:

{5.30) f = aptx1a: .

Otrzymali$my tu ten sam wynik, co w klasycznej termosprezystodci. Rozwiazanie
ukladu réwnan (5.25); i (5.25), moZe nastapi¢ przez preyjecie calki szezegflinej
w postaci

(5.31)" _ =g, w=0.

Réwnanie (5.25); jest tozsamosciowo spelnione, a z réwnania (5.25); otrzymamy

. v
S

Za pomoca funkeji ¢ i rozwiazania réwnania Poissona.(5.32) wyznaczamy napreZenia

(5.32) Vig=ml, m

(5.33) gy = oun = 2u w5 — Sy ) s fyy=0.

Wielko$ci te stanowia ostateczne rozwiazania dla nieskonczonego obszaru sprg-
Zystego. : o '
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Jesh obszar jest ograniczony, to do napreZen oy, yy; dodad naleZy naprezenia
o} j, iy tak dobrane, aby na brzegu obszaru byly spelnione wszelkie warunki brzego—

we. Z naprezeniami oy, pmy; zwiazany jest stan przemieszcze i obrotéw g, o)
spelniajacy jednorodny uklad réwnan réiniczkowych (5.25); i (5.25),.

Przy rozwigzywaniu zadafi niesymetrycznej sprezystoici powazne znaczenie
posiadaja funkcje napreZen. Uprzednio podaliémy rownania falowe, gdzie funkcie
@, £, P i £ sa potencjatami sprezystymi. H. NEuskr [22] i N. Sanoru [16] podali
uogdlnienie funkeji Papkowicza-Neubera na ofrodek Cosseratéw, a N. SANDRU
{16] nogdlnione funkcje M. Tacovache’a.

Nawigzujac do réwnan teorii napreZen cieplnych, podamy poniZej inna, naszym
zdaniem prostsza, droge uzyskania funkcji wogdlnionych M. Iacovache.

Wyeliminujmy z réwnan (4.1) i (4.2) najpierw funkcje <, a nastepnie funkcje u.
Otrzymamy uklad réwnan

Enl-Ggraddivady(X —rgrad 0) = 2arot W = 0,

(5.34) ] ,
Kw--Fgrad divw--[12 Y — 2arot X = 0,

gdzic

K=o 04 t4? V2, G =(bp— o) Og—4a2, F=@+y —6) [y — 402
Zapiszemy rownanie (5.34); w postaci operatorowej

(5.35) Lyg () + 04X — 90,2) — 2aeix Y, ; =0,

gdzie .
Lig = Kby--Goy 05 .

Wprowadzimy funkcje wektorowa ¢ i zwiaZmy jg z przemieszezeniem u w nastgpu-
jacy sposob:

o1 Liz Ly Lyt o1 Lis Ly Lz g1
(5.36)  wy =@y Lyp Lo3l, wa=|Lz @2 Losl. 3= |Ly Lz 2|

@3 Lyt Ly L3 @3 Las L3t Ly 3
W wyniku uzyskujemy zalezno$é
(3.37) u= [TJ; [y — grad div Gep .
Aunalogicznie przyjmijmy
(5.38) w == [y O3 Y — grad div F.
Podstawiajac (5.37) i (5.38) do réwnan (5.34) otrzymamy

Ko+ X —vgrad 6) — 2arot Y =0,

5.39
©-39) KD2D3‘P+D2Y~2arotX:0

Uzyskana postaé réwnait rozmczkowych dla funkcji ¢ i ¢ nie jest dogodna, edyz
w rownaniach (5 39) wystepuja pochodne sxl 1 -momentéw masowych.
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Wprowadzimy dwie nowe funkcje wektorowe ¢, n zwiazane z wektorami u, w
nastepujacymi zaleZno§ciami:
Cu= [ 34§ — grad div G —2arot (ay,

(5.40) o ‘
w = [ [sn — grad div Fy — 2avot 01 5.
Wstawiajac (5.40) do réwnan (5.34) otrzymamy

C4 (KO E4+X — v grad 0) — 2arot (KCan+Y) =0,
{5.41)

2 (K[]g, n+¥Y) —2avot (K[ §-+X — »grad Hh=0;

skad otrzymujemy uklad réwnan
01 (Ol O44-4a2 V) {4+ X—vgad 8 =0,
(5.42)
M3 (0204 +402 V)0 +Y =0.

Powyisze réwnania przechodza dla klasycznego ofrodka sprezystego na roéwnanie
M. Tacovache’a, a w przypadku zagadnienia statycznego na funkeje B. G. Galerkina.
W przypadkn szczegdlowym elastokinetyki otrzymujemy uklad réwnafi

o
(543) O, (02004 +42 VHEHX =0, [13 (02 Og+46? V) n+Y=0,
gdzie 0

[ = (Ae+-2p) V2 — 0 05

Réwnania powyzsze maja istotne znaczenie przy wyznaczeniu rozwiazan osobliwych
funkeji u i w dla sit i momentéw skupionych dziatajacych w dowolnym punkcie
obszaru nieskoficzonego.

Powigzmy jeszcze uogOlnione funkcje M. Tacovache’a z funkciami ¢, ¥, ¢, &
wystepujacymi przy dekompozycii wektorow ui w na czgsé potencjalna i solenoidalng
{zwiazki (5.11) 1 (5.14)). '

Rozpatrzmy jednorodne réwnania elastokinetyki (5.42) 1 (5.43)1:

[H]
(Dl Da+H4a2 VHE =0,  Os (Tl 04402 V) =0,

Zauwazmy, Ze rozwiazanie tych réwnaf mozna przedstawié w my§l twierdzenia
Boggia w nastgpujacej postaci:

(5.44) E=0+4%", m=n"4n"".

Przy czym funkeje §', €, m’,n'' powinny speiaé réwnania
0 ,
O 8 =0, (O04+H4a2VAHE" =0,
[(3n' =0, (02 0st402V)n" =0.

Uwzgledniajac powyzsze téwnania, przedstawié mozemy zwiazki (5.40) w postaci

(5.45)

0 -
w=[; 14¢" — grad div G €'+¢’") — 2arot 39,

(5.46) - 0
w = 2 [13n" — grad div F(y'+n"") — 2arot 3, L'".
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Wykorzystujge zaleznosé
rotrot U=grad divtl - V2 U

oraz zwiazki o

.9 ‘ !

Oy g — V2G = [y Claph4a2 V2, Ty Oa — V2 F = Oy Ha-+4e? V2,
doprowadzimy przedstawienie (5.46) do postaci
n= —grad div G’ — 2arot [O3n",

{5.47 o s
w= —graddiv Fn’' — 2arot [1; §"".
Z poréwnania przedstawienia (5.11) 1 (5.47); otrzymamy
(5.48) g =—divGy, ¥=—2all1n".
Podobhie rzut oka na zwiazki (5.14) i (5.47) prowadzi do wniosku, Ze
(5.49) £oe —divly, = —2a[1; £".

Nalezy jeszcze sprawdzié, czy funkcje ¢, W, {, & wyraZone zwiazkami (5.48)
i (5.49) spelniaja réwnania jednorodne (5.22), (5.13) i (5.15). Latwo sprawdzimy,
zwazywszy na (5.43), #e rOwnania te sa spelnione. '

Wréémy jeszeze do rownah rézniczkowych micsymetrycznej termosprezystodci
(5.1} i (5.4). 1 dla tych réwnan moZna uzyskaé przedstawienie wektorow u, w i ska-
lara 6 przez funkcje wektorowe ¢, B oraz funkcje skalarng .

Przedstawienie to podajemy bez dowodu. Ma ono postaé

u = [, Mp — grad div Nep — 2a 10t |'_“]3.tp_—§—v grad &,
(5.50) Cw=[[ Y — grad div Ff — 20t Mep ,
_ f = 5 0y div Kep-+-11, 9.
Wprowadzono tutaj oznaczenia
M=D[;— e V2, N=GD—wmyoys, D::VZ—-%:—(),;.
Wstawiajac (5.50) do réwnan réZniczkowych termosprezystosei (5.1) oraz (5.4),
otrzymamy nastgpujacy ukdad réwnan falowych: '
M2 O4+4a2 V) o+X =10,
O3 (02 O4+4a2 V) Y =0, -

mo+2 0.

(5.51)
%

Roéwnania te maja szezegdlne znaczenie dla wyznaczenia rozwigzan fundamental-

nych, tj. dla wyznaczenia funkcji w, w, & odnoszacych si¢ do nieskoficzonej

przestrzeni sprefystej oraz dzialania chwilowej sily skupionej, chwilowego momentu
skupionego oraz chwilowegoe 1 skupienego Zrddla ciepla.

- Rozprawy InZynierskie — 2
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6. Twierdzenia wariacyine
Eatwo sie przekonaé, Ze prawdziwy jest mastgpujacy zwiazek
6.1) f[(Xs — o) S+ (¥; — Jeog) Seog] dV -+ f {py Oug+my Swy)d4 =
14 4

= f(ﬂ'ﬁ 8y jitpgi Sng) AV .
7

Przez 61 i Sewg oznaczono dowolne, wirtualne przyrosty skiadowych wektora ug
{ wektora ey Lewa strona réwnania (6.1) przedstawia prace wirtualna sit zewngtrz-
nych. Stosujac do tej czefel twierdzenie o dywergencji, wykorzystujac réwnania ru-
chu (2.5) 1 (2.7) oraz zwigzki (3.5), otrzymujemy po szeregu przeksztatceniach prawa
strong réwnania (6.1), ktéra wyraza pracg wirtualna sit wewnetrznych. Wprowadza-
jac do prawej strony réwnania (6.1) zwiazki konstytutywne (4.7 1 (4.7),, otrzymamy

(6.2) [(Xi— otty) Sui+H(¥i — Jeog) bl dV + f (pi Sug+m; Sews) dd =
F]
— oW, — v [ 08y dv.
v .

Przyjeliémy tutaj nastgpujace oznaczenia:

W, = J Rayan 0Yun—+20Y gy 0V s T27%in degag)+
25,5, 87y AV OFnnt Bty Sun] AV
Réwnanie (6.2); naleZy uzupetnié réwnaniem dodatkowym, bowiem wyprowa-

wadzajac je uwzglednili$my tylko czgdé zjawiska. Uzupeieniem jet tu réwnanie
M. A. Biota, zwiazane z przewodnictwem cieploym [23],

Ce T .
(6.3) "—'Pfﬁykde=f9m 8H; dA +T—f350dV+ ?OfHaiaHidV.
0
. | 4 A 14 v

‘Rownanie to zostalo wziete ze sprzezonej termospreZystosci klasycznego ofrodka
sprezystego. Jest ono spelnione réwniez dla ‘ofrodka Cosseratow, gdyz réwnanie
przewodnictwa. cieplnego ma taka sama postaé w obu oérodiach.

Wektor H zwiazany jest z wektorem przeplywu ciepla ¢ i entropia S nastepuja-
cymi zaleZznofciami: '

. . k
(6'4) q:TDHa S:'_diV(H)$ H‘i:ﬁ‘"‘}.;a,i-

Woprowadzajac (6.3) do rownania (6.2) otrzymamy ostateczng postal zasady prac
wirtualnych dla niesymetrycznej termospreZystosci:

6.5  S(WeAP D)= [ (X — aie) owa+(¥s — Jooi) deos) dV+
’ 14
+ f(Pa: Sugt-my dwg)dd — f@m dHy dd .
A .

A
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Ce
Tutaj P = i f 02 dV  oznacra potencjal cieplny, a D jest funkeja dysypacii,
0¥ '

przy czym T
éD :“Eo“ff‘[i dH; dv .
14

Zasada prac wirtualnych moze postuzyé do wyprowadzenia ogdlnego twier-
dzenia energetycznego. Poréwnujac funkcje wy, oy, 8 w punkcie x i chwili ¢
z aktuvalnie wystepujaeymi funkcjami wit-dis, witdwy, 0-4-df w tym samym
punkcie, ale w chwili f+df, mamy :

. . k
(66) Sup = vy df, g = widt, 00 =0dt, &H;== H;dt= — F"* 0 ;de itd.
0
Wstawiajac {6.6) do (6.5) ofrzymamy

p , .
(6.7) o (K- Wet-P)+x0 = f(Xi o4+ Y5 wy) dV 4 f(pw mywe) dA
’ v A

T i, 4 »
gdzie 4

ngf av “'rf od w—dD~kf62d .0
= 2,, Uy +?V Wy we dV, 9{9“5-‘}‘0‘?‘ (#.52dV >0.

Tutaj K jest energia kinetyczna, a x, jest wielkoscia proporcjonalng do Zrédia entrow
pii, wielkodceig dodatnia.

Twierdzenie energetyczne moze postuzyé do wykazania jednoznacznosci rozwia-
Zania rownan réZniczkowych termospreZystodci dla ciala jednospdinego.

Postgpujac podobnie jak -dla symetryczne] iermosprezysto$ci, zakladamy
7e rozwiazania iy, oy, 0 nie sa jednoznaczne, Ze uklad réwnafn rézniczkowych jest
spelniony przez dwa rézne uklady funkeji u}, wy, 87 oraz u;, w;, 6"'. Okazuje sig,
ze réznica tych rozwigzaf = u; —u;, wi= w;— w;, 0 =0 —0"" spelnia
jednorodne réwnania rdzniczkowe, z jednorodnymi warunkami brzegowymi i po-
czatkowymi. Prawa strona réwnania (6.7) staje sig zerem. Przyréwnanie do zera
lewej strony rownania (6.7) prowadzi do zwigzkdéw K=0, W, =0, P=0, 3= 0.
Stad wynika juz, Ze u; = u;, w;=w;, 6" = 8", czyli %e rozwigzanie réwnai
rozniczkowych niesymetrycznej termosprezystosei jest jednoznaczne. ,

Rozpairzmy jeszeze przypadki szezegllne zasady prac wirtnaloych (6.2) i (6.3).
Jedli mamy do czynienia z uproszezong teoria, teoria naprezef cieplnych, to w row-
naniu przewodnictwa cieplnego pomijamy wyraz 7 0:dive. W tym przypadkun
otrzymany réwnania

[ 106 — gt dui+(Ys — Jaog) dog] dV + [ (o1 surt-me o) dd =
i A

= oW, — v [ 08y, AV,
(6.8) v

Ce T . :
f@niéﬂy:(fd +‘f‘ 956(ZV+'7C£in5H1dV:0-
0
4 v v
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" Réwnania te sa od siebie niezalezne. Funkcje 6 wyznacza sig z réwnania przewod-
nictwa ciephego D§ = —QOfx. Temperatura wystepujaca pod znakiem catki obje-
toéciowej w réwnaniu (6.8); jest funkeja znana.

W przypadku zagadnienia stacjonarncgo, zasada prac wirtualnych przyjmuje
postad

©9) [ (dutYidw)av+ [ (e bt Sy dA = BW. — v [ 0y v
v . A _ v

Réwnanie to moZemy przedstawié réwniez w postaci

(6.10) f [(Xy — 6, ) Ouit-¥i ul dV -+ f [(pi-+-vm; 0) Sug-+-my bo] dd = SW..
14 A

Rozpatrzmy teraz to samo ciato (o tym samym ksztalcie i z tego samego mate-
riatu), ale znajdujace sig w stanie izotermicznym. Niech na cialo to dziataja sity
masowe X; i momenty masowe ¥;. Na powicrzchni 4, niech dane beda obciazenia
p* i momenty i}, a na powicrzchni 4 przemieszezenia u! i obroty w;. Postawmy
nastgpujace pytanie: jakie nalezy przylozyé sily 1 momenty masowe, jakie obcigze-
nia i momenty powierzchniowe, jakie przemieszezenia 1 obroty na powierzchni 4, '
aby wewnatrz ciala uzyska¢ takie samo pole przemieszczen uy 1 obrotow wy, jak
dla zagadnicnia termosprezystego? OdpowiedZ na to pytanie otrzymamy pordwnujac
prace (6.10) z praca wirtualna

(6.11) [ (xF duiet ¥ b AV + [ (o} du-mf o) dd = SW..
I A

Ze wigledu na identycznosé prawych stron réwnan (6.10) i (6.11) (W, jest bowiem
funkcja w; i w), otrzymamy nastgpujaca Zaleznodé:

X?:Xi"“‘?)e,in Y::Y‘is XEVa
(6.12) py = pitmi v, my =mi, Xe€Ao,

Uy = Ui, w; = wi, XeAdu.
Zwiazki (6.12) przedstawiaja analogic sit i momentéw masowych. Za pomoca te]
analogii moZna kazdy problem stacjonarny termosprezysty doprowadzi¢ do izoter-
micznego zagadnienia niesymetrycznej sprezystosei. ' _

Zwazywszy, e nie dokonaliSmy wariacii ani sily Xi, ani momentu masowego ¥,

anj tez sily p; i momentu my na powierzchni 4 oraz ze Suy == 0 na Ay, doprowa-
dzimy réwnanie (6.9) do postaci

dlM=40Q,
(613 I'=W, — f(Xi wyt-Yi wd) AV — j(pm+m w)dA — o;fam dav.
' v Aq 4
Energia potencjalna I’ przyjmuje wartoéé ekstremalng. Postgpujac w sposob po-

dobny jak dla symetrycznej termosprezystosci, dochodzimy do wniosku, Ze jest
to minimum.
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Rozpatrzmy nastepny przypadek szczegdlny, odnoszycy si¢ do elastokinetyki.
Postulujac proces adiabatyczny, wykorzystamy zaleinosé

(6.14) = —nr ity
Wstawiajac powyzsze do réwnania (6.2) otrzymamy

(6.15) f[(Xz — Qﬁi) dug-H( ¥y — J(I)i) dw;] a¥ - f(p; Sus+m 8 wg) dd = W, »
¥ ) A

gd21e .
f Rpeyian dyan-+2ey ., §V<m>+2?%un 5%(m+26?’<m O%gy +
-+ As VxR Svan J*ﬁ?%k Sxnnl dV, As = ﬂT“H?T e

Scatkujmy rownanie {6.15) wzgledem czasu w przedziale fy << ¢ < #;. Deformacija
ciala zmienia sie w sposéb ciagly migdzy dwiema chwilami ¢ = #3i ¢ = #;. Poréwnaj-
my w rzeczywistodci wystepujace przemieszezenia w;(x, £) 1 obroty wi(X, ) z prze- )
mieszczeniami u;--du; i obrotami ewy+dw;. Wariacje duy i doy przyjmiemy w ten
sposéob, Ze

(6.16) Suy(x, 1) = duy (x, 1)) = 0,  dawg (X, 1y) = dwi (x, 1) = 0.

Po prostych przeksztalceniach dochodzimy do zwigzku

& %
6.17) S f(We—K)dr = [oLdt,
to fy

gdzie

8L = [ (Xidu+ Yidw)dV+ | (pe Sty S} dd.,
v 4

Réwnanie (5.17) mozna traktowad jako rozszerzenie zasady Hamiltona na niesy-
metryczng elastokinetyke.

W elastostatyce powaZne znaczenie praktyczne ma twierdzenie o minimum
energii komplementarnej. Bez wigkszego trudu twierdzenie to daje sig rozszerzy¢
na zagadnienie stacjonarne mesymet}:ycznej termospreZystodci.

Rozpatrzmy wyraZenie

(6.18)  Wa= p’ 0tiiy Gunte’ Oqgy TeayyT7" tny Hein+s" Bgy By T
B ';Ll ﬁr
+ 3’ O Fun + 'E#nﬂ. Myl -
Zwazywszy na zaleinosé (4.5), mamy

oW, oW,
= v — a 0dij, S i

_f)#ja'

(6.19) FPm

Rozpatrzmy calke

(6.20) [ = f(’}’ﬁ dojitng S} dV .
V .
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Symbole doy 1 dug oznaczajg wirtualne przyrosty naprezen. Trakiujemy je jako
funkcje klasy €@, jako wielkoéci bardzo male i dowolne. Biorac pod uwage (6.19),
mamy

(6.21) [yndos-tundpm)dv = SWotas [ 600y v,
v v

oW,
W, = doy + 5mz av.

Przeksztalcajac lews strone rOwnania (6.21), biorac pod uwage zwiazki (3.5) i wpro-
wadzajac oznaczenia dp; = doy ny, Omy = Suy ny, otrzymamy

gdzie

(6.22) f(ug & py+e; Omy) dd — f [26: Basi, 5-+wi (euin 5(7]1‘:%—5,(&11, D] dV =
A
- 6W “l“at fﬁao“kk flV

Naprezenia o65+086y, ppt+0u; dobieramy w ten sposdb, aby byly statycznie
mozliwe. Zadamy, aby spelnione byly réwnania réwnowagi

(6.23) 0oy, 1 =0, ek omt-dps, 5 =10

oraz aby dp; = 0, dm; = 0 na A,. Przy tych ograniczeniach réwnanie (6.22) przyjmie
postad

f (4 Opi+evg Omg) dAd = 6W,+ay f 0 Sopr dV .
% V

Poniewaz przemieszezenia u;, obroty e; i temperatura 0 nie zmieniaja sig, to
{6.24) : Ot =0,

gdzie
¥ —= WG—{—atJ‘ Gckde—f(Piui'}‘mil G)z)dA :
v Ay

Symbol I'¥ oznacza prace komplementarng. Analogicznie do symetrycznej spre-
Zystofci moZna i tu udowodnié, ze I'* osiaga minimum.

7. Twierdzenie o wzajemmosct

Rozwazmy dwa uklady «sit uogdlnionych» (przyczyn) dzialajacych na cialo
sprefyste zawarte w objetosci ¥, ograniczone powierzchnia A4 oraz odpowiadajacych
im «przemieszezefi uogdlnionych» (1). Do pierwszej grupy zaliczamy sily masowe X3,
momenty masowe ¥y, Zrédla ciepla Q, obeiaZenia p; i momenty m; na powierzehni 4,

(1) W termosprezystodci wygodnie jest objaé umownie terminem «sila vogdniona», stosowa-
nym w mechanice, rownie? i Zrédlo ciepta oraz wprowadzic¢ termm «przemieszczenie uogbnione»,
obejmujqcy zwykle przemieszezenia i temperature,
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oraz ogrzanie powierzchni 4 (dana jest temperatura lub przeplyw ciepla). Prze-
mieszczeniami uogdlnionymi sa tu: przemieszczenie m, obrét w i temperatura 0.
Drugi uktad sil i przemieszezeri uogélnionych odréinia¢ bedziemy przez doda-
nie «primow».
Zaldézmy, Ze warunki poczqtkowe dla funkcji u, w i & 53 jednorodne. Zastosujmy
do réwnan konstytutywnych jednostronng transformacje Laplace’a. W ten sposéb

otrzymamy zwigzki
D o5 = (uta) yute — o)y + Gy — +0) 045,
‘ it = () wgi+(y — & wig+ gy 0us

gdzie
Eji (X,p) = L [ou(x, 0] = f o' (X, £} P dt  itd.

O
Analogiczne zwiazki otrzymamy dla o 1 uj;
Latwo si¢ przekonaé, Ze stuszna jest nastgpujaca tozsamosé:
(7.2) Giiyptn wy — Oy v — pgran = ¥ 0" yag — Oy -
Calkujac zwiazek (7.2) po obszarze V otrzymamy

(1.3)  [@u¥i— G vnrtiin gy — B ) dV = [ 0 i — Oyig) AV -
v ¥

Wykonajmy transformacjg Laplace’a na réwnaniach ruchu. Zwai.'ywszy. na przyjete
zalozenie jednorodno$ci warunkéw poczatkowych, mamy

(1.4) O, 1K = op¥me, €k OgnHpa, it Yo = Jp? w1

Analogiczny uklad réwnan otrzymamy dla ukladu sit i przemieszeze nogol-
nionych oznaczonych «primami».

Przeksztalcajac réwnanie (7.3) przy uwzglednieniu zwigzkoéw (7.4) i analogicz-
nych dla wielko$ci oznaczonych primami, dojdziemy do réwnania

(15 [Eut Yo dV + [(pyugtm, ) dA =
¥ 4 .
~ [ @ uA Y ) dV + [(Diutmi o) dd-ty [ @ Yo — b7 AV -
v A v

Jest to pierwsza cze$é twierdzenia o wzajemmobci. Druga czgéd tego twierdzenia
uzyskamy przez wzigcie pod uwage rownan przewodnictwa cieplnego dla obu ukia-
dow sit i przemieszezent uogélnionych

P —
@ﬁ“;‘eﬁﬂopﬁ’kk =

X [l

(7.6)

' o, —
Q,fi‘“;f? — P VT T
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Mnozgc pierwsze réwnanie (7.6) przez §', drugie przez 8, odejmujac jedno od dru-
giego, catkujac po obszarze Vi wykorzystujac przeks_ztalcenie Greena, otrzymary
an o [ Gud’ —me)dw——f@ 9 g6y av -

vV :
= | @'0,26,0)d4
A

Eliminujac z réwnan (7.5) i (7.7) wspdlny wyraz otrzymamy ukiad, w ktérym
wystepuja wszelkie sily i przemieszczenia uogdlnione

(7.9 ’7""1’[ f @7 — XY, 3, — Vi) dV +

+ f Doty — Pi tyHmg o — Tty ) dA]
+%f(ﬁ‘9,'n—9’6,n)dft +f’@'é — 00)dV =0.
A v -

Stosujac do tego réwnania odwrotng transformacje Laplace’a, dochodzirﬁy do
Zzwiazku

d dui (X, |
(1.9) M{de(X)f[Xi(x I)L(Iij“—l—'X;(X,f—-T)“Eg:’_ 2
2
4

2 o1 dewg {x
+Yi(x’-r)_&%;_____)ﬁyz (X tM_T)ME)%__‘Q]d 4
E .
ou, (x, t — 1) , du; (%, %)
- f dA {(x) f [Pi (X,T)_i—g“"ﬁ*—l?z t—7) =+
A b ‘
dooy (X, 1 — C dwilx,
—+ my (X,T)——wi(%*i) — m{x,{— 1) E;: T)] d’c} +

[
—I~%fdA(x)f[6(x,r) 0, (x,t —7) — 0" (x,t — ) 0,nix, 0)] dr +
4 ¢

i
+ [JV(X) f[G(X,T)Q'(X,tér)-—9’(x,t—r)Q(x,7:)]d'c~-0.
; ;

Twierdzenic o wzajemmodei (7.9) dla ¥i= ¥; =0, m; =m; =0 przechodzi
w twierdzenie o wzajemnodei dla klasycznej termosprezystosei [21].

Rozpatrzmy przypadki szezeg6lne twierdzenia o wzajemnosci. Latwo wykazac,
ze w przypadku zagadnienia stacjonarnego (w ktérym wszelkie sily i przemiesz-
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czenia uogblnione sa funkcjami polofenia, niczaleinymi od czasu) twierdzenie
o wzajermmoescl rozpada si¢ na uklad dwy réwnan

[ (Xew — Xt Yaw; — Y]wi) dV +
¥ .

R f(pf uy — pyttgtan o — my wg)dA —}—vf(ﬁy;m — 8y dV =0,
(1.10). J ; 7

(@0 —Qoyavsu [, —0'6,)da =0.
v A

W rownaniach (7.10); traktujemy temperatury 6 i 8° jako funkcje znane, uzyskane
z rozwigzania réwnan przewodnictwa cieplnego. '

Rozpatrzmy dalszy przypadek szczegllny, odnoszacy sig do elastokinetyki.
Postulujac proces adiabatyczny, zastepujemy rdwnania przewodnictwa cieplnego
zwigzkami :

(1.11) 0= —npoyg, 0 = —npayy.
Wstawiajac (7.11) do réwnania (7.5) otrzymamy zwigzek
112 [ Teapav + [ (i @) dd —
’ S [ & w4 ¥ 0 aV + [ (o ug+mi ) d4 -
v A

Po wykonaniu odwrotnej transformacji Laplace™ otrzymamy ostateczna postaé
twierdzenia o wzajemnodci dla elastokinetyki -

R 1
(7.13) de(x}f[X.i (x, D) up(x, — )+ Y (x,7) o) (X, 1 — )] dv -+
4 Q . .

] o

+fdA(x)f[Pi(X, Dy (x, 1 — D4+ (x, 1) 0 (x, { — )] dv =
. J
4

= [aroo [ 1x &, vus (x, 1~ 4% (%, 0) 0 (x, £ — D)) de +
v 0

£
+ [ aA G [ 150, 7 s (5, £ — )om] (%, 1) o (x, 1 — D]
A 0

Ta postaé twierdzenia zostala podana przez N. SAxprrou [16].

8. Waioski wyplywajace z twierdzenia o wzajemnosci

Rozpatrzmy najpierw nieskofczony obszar spreZysty. Niech w punkcie E,
tego ofrodka dziala chwilowa i skupiona sifa X; = & (x — §) 6(¢) du skierowana
réwnolegle do osi xz. Oznaczmy przez U (x,E,f) przemieszezenia wywolane
dzialaniem tej sily. Niech w .punkcie v dziala inna, chwilowa i skupiona sila
X;= 8(x — ) 8 (t) 85, skierowana roéwnolegle do osi x;. Pole przemieszczei,
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. wywolane dzialaniem tej sity oznaczmy przez UD (x, 0, ). Z twierdzenia (7.9)
wypisanego dla obszaru nieskoriczonego uzyskamy '
! U (x, 9,1 — 1)
gy fare | drié(x —E) 6 (7) b - _
4 it . T

)
—8(x -t —1) 51}.M] =0,

ot
Stad wynika zwiazek
U (€. m, 0= U8 1,
a po scalkowaniu wzgledem czasu
82) UPE, 0, 0= U @, 80,

Niech teraz w punkeie £ dziala sita X; = 6 (x —E) 6 (¢} dux, 2 w punkcie n chwi-
lowe i skupione #rédlo ciepla: Q'= d{x — ) 6(r). Oznaczmy przez @M (x, E, 1)
temperature wywolana dzialaniem sily Xi, a przez Ui (x,w, 1) pole przemieszezen
wywolane dzialaniem Zrédla ciepla @', Z réwnania (7.9) otrzymamy

£
(8.3) de(x)fdr[é (x —) 8t — 1) OB (x,E, 1)+
.4 ¢

" W (x,m,t— 7
+"?0 ¢ (x —E) 6 (7) b i ; )lmO.
¥ : T
Stad wynika zaleinosé .
x oUR(E, n,t
(8.4) 00 (0, E, 1) = — 37%_ _’“(i_"!_l

Niech w punkcie £ dziala sita X; = d(x — ) 8 (#) bix, a w punkeie v) chwilowy
i skupiony moment ¥, = §(x - 1) 0 (1) dy, skierowany réwnolegle do osi xy.
Oznaczmy przez 2 (x, €, f) wektor obrotu wywolany dziataniem sily Xj, a przez
¥ 9(x, v, £} wektor przemieszczenia jako skutek dzialania momentu ¥;. Stosujac
do obszaru nieskoficzonego twierdzenie o wzajemmoscei (7.10) mamy

(8.5} Vi (€,n. ) =20 (0, €, 0.

Niech w punkcie § dziala Zrédlo clepta Q=d(x—E) 4(2), a w punkeie » réwniez
chwilowe i skupione Zrodlo ciepla Q' = 6 (x — ) 8 (). Oznaczmy przez 0(x,E 1)
temperaturg wywolana dziataniem Zrédla @, przez 9 (x, ), 1) temperature powstaly
wskutek istnienia Zrédia Q’. Z twierdzenia o wzajemnoéci (7.9) wynika, Ze

(8.6) 0.6 0=>En10.

Wreszcie niech w punkcie E dziala chwilowy i skupiony moment Y;=
= d(x — E) 6(f) b, a w punkcie 0 chwilowe i skupione Zrédlo ciepla Q'=
=& (x-—n) 0

Przez 90 (x, E, ) oznaczmy temperaturg wywolana dzialaniem momentu Y73,
. a przez 2;(x, 0, 1) wektor obrotu, ktéry powstal w punkcie x pod wplywem Zrodia
ciepta Q'. Z zastosowania twierdzenia o wzajemnos$ci (7.9) wynika zaleZnos¢
1o % 02 (E, M, 1)

» N ’

@7 0P (0, E, 0 = —
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W klasycznej termospregystodel wyprowadza sig jedynie zwiazki (8.2) (8.4) oraz
(8.6) [21]; w ofrodku Cosseratéw zwiazki te sa liczniejsze. ZauwaZmy, Ze przedsta-
wione powyzej zaleznodel sa sluszne dla ciala ograniczonego, ktére na czgdel po-
wierzchni A, jest zupelnie utwierdzone (= 0, w; = 0), & na pozostale] czedci
Ao jest wolne od obelaZen (p= m; = 0). Przy jednorodnych warunkach bowiem
na Ay i A, znikaja w réwnaniu (7.9) catki powierzchniowe i w wyniku otrzymuje
sig rwiazki (8.2)~(8.7).

Rozpatrzmy jeszeze jeden typ efektow mechanicznych i cieplnych, odnoszacy
sic do przesuwania sit, momentéw i Zrodel ciepla w nieograniczonym ofrodku
Cosseratéw. Punktem wyjécia bedzie i tu rownanie ¢ wzajemnoéci (7.9).

Zalozmy, je frodlo ciepla Q przesuwa sig ze stala predkodeia ¢ wzdiuz osi xa,
zatem Ze O = 8 (x1) 6 (x9) 6 (x3 — of). Przyimijmy drugi uklad przyczyn w postaci
chwilowego Zrodla ciepta Q' = § (x — x') 8 (£} dzialajacego w punkcie x'. Z rdw-
nania (7.9) otrzymamy

¢
de(x)fé(xI) 6 (x2) 8 (x3 — 07) 0" (31, X3, X3; X} Xay Xy, £ — T) dT —
v 5 _

t
= J v [501 =280 =) 8 05 = %) 8@ 0 Car, 33, 35, 1 — )
0

LI

skad
13
88) 00, %, x5, 0 = [ 07(0,0, wrs ), x5, ¥, £ — 7) d.
. 0

Powyzszy wzor pozwala na wyznaczenie temperatury, spowodowanej posuwajacyimn
sig Zrédlem ciepta przy wykorzystaniu wzoru dla temperatury, wywotanej dzia-
taniem skupionego i chwilowego, ale nie poruszajacego si¢ Zrédla ciepla.

Z kolei wyznaczymy przemiészczenia wywolane dziataniem ruchomego Zrodia
ciepta O = 8 (x1) 8 (x2) 6 (x3 — vf) w nieograniczonym oérodku termosprezystym.
Przemieszezenia te oznaczmy przez u; (X, t). Jako uklad z «primamiy przyjmijmy
site X; = & (x— E) 8 (£) iy, a wigc sile skupiona i chwilows, umieszczong w punkcie
¥ i skierowana w kierunku osi x;. Qznaczmy przez @0 (x, €, £) temperature w punkcie
X wywolang dzialaniem sity X;, umieszczonej w punkcie £. Wstawiajac Q i X; do
rownania (7.10) otrzymamy zwigzek

. t
due (x, { —
—’% dV(x)fa(x)-—ga(x)aﬁm(‘—a;ﬂdz:
i 4 !

Vv

= de(y;)fé(xl)a(xz)a(xa—m)@fﬂ(x,g,z—r) dr
v e

skad
ouj (€1, &2, 83, 1) —

b4
— () : —
(8.9) ot no # f ) (0: 03 2T, E{n:l s 523.‘53; t T") dr.
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Wyznaczmy dalej obroty w;(x, )} wywolane dzialaniem Zrédla ciepla Q =
= & (x1) 6 (xp) & (x3 — ) w nieskoniczonym ofrodku termosprezystym. Jako ukiad
Z gprimami» przyjmijmy moment ¥, = 8 (x — E) 8 (¢) 8y, a wigc moment o wekto-
rze skierowanym w kierunku osi x; Oznaczmy przez 99 (x, E, £} temperaturg
wywolang dziataniem momentu ¥;. Wstawiajac Q i ¥; do réwnania (7.9) otrzymamy
zwigzek . '

do(x,t— 1)
dV(x)f d(x - E)d(r)dyy —w—-_—a—;—-—dr =

¥ :
= [dV(x) fﬁ(xl) 8 (x2) 8 (3 — v1) 9D (x, ‘é . ‘1) dr,
, ,

0(9555 9‘5 s 1
i(é1 & 3 ):_M_ML ﬁ'(j)((),o,91;51:'52:5331_7)‘:{7’

ot o *#
0 4]

j=1,2,3.

Symbol Uj (x, E, £) oznacza skladowa przemieszczenia w punkcie x wywolang przez
skupione i chwilowe Zrédio ciepta Q, a 0(x, f) temperaturg spowodowang dzialta-
niem sity X;.

Dia wyznaczenia obrotéw m;, spowodowanych przez sile X3 nalezy w réwnaniu
(7.9) przyjac nastepujacy uklad sil wogénionych:
(811) Xy= 6 (xl) g (x;g) d (X3 — ‘Uf) 61:9' N Yif = 6(){ — g) 0] (t) dix: .

Wstawiajge powyzsze do réwnania (7.9) otrzymamy

: dow{x,t — 1)
f ¥ (%) f 6 — B 8 (Bt
¥V 0

ot

’ aVi(k)(X,g:t_T)
- fa'V(x) fé(xi) 8 (xp) 0 (x3 — ©7) by ot &,
% ¢ ’

albo

()w’ﬂ(El ) 52’ 53 ) t)

(8.12) o

i
= f%[V}")(0,0, vr; &y, £, 83, t — 1)]d.
. ()]

Przez V" (x, £, 1) oznaczono sktadows przemieszezenia o kierunku réwnoleglym
do osi x;, a wywolang dziataniem momentu skupionego ¥, umieszczonego w punkcie
€ i zwrdconego w kierunku osi X

W elastostatyce klasycznej wyprowadza si¢ zwigzki wiaZace przemieszczenia
u; we wnetizu ciala z przemieszezeniami g i obcigZeniami ps na jego powierzchni.
Twierdzenia te nosza nazwe Somigliana i Greena [24]. PoniZej wykorzystujac
twierdzenie o wzajemnosci (7.6) dla osrodka Cosseratdéw, wyprowadzimy analogicz-
ne zwiazki, wiaZace przemieszezenie uy, obroty g i temperaturg § wewnatrz ciala
Z przemieszezeniami u;, obrotami w;, obcigzeniami ps, my temperatura 0 1 jej gra-
dientem 0, , na powierzchni ciafa.
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]

Niech dziataniu sily skupionej X; = & (x = E) 6 (¢) di przyloZonej w punkcic
£ i skierowanej w kierunku réwnoleglym do osi x; odpowiada pole przemieszezen
u; — UM (x,,1), pole obrotéw ;= £ (x,E, 1 i pole temperatury 6" —
= G0 (x, E, 1) (2). Zalézmy dalej, Ze w ciele nie dzialaja pozostate sity (X; = 0)
i momenty masowe (¥; = ¥; = 0) oraz srodla ciepla (0 = Q' = 0).. Dla ciala
ograniczonego powierzchnia 4 moZemy w myst wzoru (7.9) wypisaC nastepujaca
zaleZno$é przy zalozeniu, ze punkt x nalezy do rozpatrywanego- obszaru:

. t QUM(E, x, 1 — 7)
G13)  in(x, ) = f dA®) f e {m(x,r) 7 -
A 0

a’ng} > X, T — )
pé’”(z,__x,z—r) U8 4 g, BT
z(g 7)

—m® (g, x, t'— 7y

_—{9(5 D ORE, x, t — 1) —
_@(k)(g,x,!-—r)(),ﬂ{’é,r)]}, xelV, Eed.

Wprowadziliémy tu nastgpujace oznaczenia:

(k) = Uﬁ’) (X t) Ry (X) ] mg.k) (X » t) = .u'(,h) fx g ’ t) Hj (X) ’ xeAd »

i N

gdzie o®, u® sq naprezeniami wywolanymi dzialaniem sity skupionej X; =

= 0 (x — E)} 8 (1) dux. WzOr (8.13) daje nam zaleino$¢ migdzy predkoscia prze-
mieszczenia g (X, f) wewnatrz clala (xeV,t>0)a funkqaml ui, wi, 0, pi, e, O, 5
na powierzchni ciata,

Zalézmy teraz, Ze w punkcie § ciala meskonczonego dziala skupiony i chwﬂowy
moment ¥; = 6(x — E) 8 (f) dix, ktory wywoluje pole przemieszezen U =
= V® (x,E, 1), obroty w;= A% (x,€,1) oraz temperaturg 0" = 9™ (x,E, 7).
Z réwnania (7.9), przy zalozeniu ze X; = X; = 0, ¥; = 0, 0 = Q' = 0, otrzymamy
nastepujacy wzor: ' )

' IVIE, x, t— 1)

(8.14)  wy(x,1) = f dA (€} f dv {Pi &.7 p -

oAM(E, x, t —
— PP, x, 1 — 1) E(g T)+mz(§ 7) — (Ea: i

i(E T)

—mE, x,t 7)) —W@rwm@xz—ﬂ

—~ (€, x, 1 — 1) 0.a(8, r)]}, xeV, Eed,
gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia: .

P, ) = SPGB (9, s, D= (6, By ()

() Uklad sit i przemieszoren uogolmonych oznaczonych primami odnosi sig do ofrodka
nieskoficzonego.
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Przez o, iz oznaczylidmy napreZenia zwigzane z dzialaniem momentu skupionego
i chwilowego Y. I tu funkcja wj(x,f), xeV,t >0 zwiazana jest z funkcjami
uy, g, &, pi, M, B, okreSlonymi na powierzchni 4.

Niech w nieskoficzonym ciele sprezystym dziafa chwilowe i skupione Zrédio ciepla
Q' = 6(x —E) 6(f), ktére powoduje powstanie nastepujacych przemieszezef:
uy = Ui (x, €, 1), op=Qi(x,§ 0 oraz 0’ = O(x,§,#). Wstawiajac do rdwnania
(7.9) X=X, =0, ¥i= Y, =0, Q=0 otrzymamy dla temperatury f(x 1)
nastepujacy wzor:

# .
B.15% 06x,0= xfdA(x)fdt{G,W(E,t)@(g,x,r—1;)——
A H

oU(E, x,t —

— (€, 7) 0,8, X,?ﬁr)——_q%}—[pi(&’,ﬂ) i (E ;_ T) _
e (E, OVE . %t

— G, x, =) uiii)—Fmi(E,,f)__ﬁ_%i_ﬂ —
a i ,

“mf(‘é,x,tfr)ui”fj T)]}

gdzie
Pr, D= oh(x. B, Dm(),  my(x, D= p5(x, 8, O ni(x).

Przez oy i pj; 0Znaczono napreZenic zwiazane z dzialaniem Zrodha ciepla Q'. Wzery
(8.13) —(8.15) naleZy traktowaé jako uogdlnicnie wzordéw Somigliana na zagadnienie
termospreZystodci w ofrodku Cosseratdéw. Pewne uproszezenie tych wzordw otrzy-
mamy przez uwzglednienie zwiazkéw (8.2), (8.4) i (8.5)~(8.7).

Pamietajmy, ze sity X;, ¥,, Q' dzialaly w nieskoficzonym ofrodku spreZystym;
to samo odnosi sie do przemieszezen, funkeji UM, QF, 0®), . itd. Jesli teraz
rozpatrzymy przypadek, w ktorym uklad sit i przemieszezen oznaczony «primami»
odnosi si¢ do ciala ograniczonego powierzchnia 4 .1 na brzegu zupelnie utwierdzo-

nego (4, =0,w;=0, 8 =0), to réwnania (8.13)-(8.15) przedstawiaja nam

rozwiazanie picrwszego zagadunienia brzegowego, w ktérym na powierzchni dane
sa fupkcje wy, wi i temperatura 0. T tak ze wzoru (8.13) mamy

[

ou; (€,

(8.16) ﬁk(xsr):—fdA(x)fdr[pé’”(%,x,c—r)i%Jr
A 0 -

owi (&, ) o
meék)(gs X, t— T)——a;,— - %G(Es T) @EI::'),(E= X, f— T)}'

Jesli teraz dobraé funkcje Greena U, 2B, @@, ... itd. w ten sposéb, aby powierz-
chnia ciata byla wolna od obciazen p;,m; i 6’ =0, to réwnania (8.13) -(8.15)
prowadza do rozwiazania drugiego problemu brzegowego, w ktdrym na brzegu dane
sa obciaZenia pi, #y 1 temperatura 0.
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Na zakoficzenie rozpatrzymy zagadnienie stacjonarne. Niech na powierzchni 4
ciata danc bgda mieszane warunki brzegowe. Niech na czgdci Ay tej powierzchni
dane bgda jednorodne warunki kinematyczne w = 0, u =20, i cieplne £ = 0, a na
cze$cl A, niech brak bedzie obciazefi p; 1 my. Niech rdwniez X3 =0, ¥; =0,

Dla wyznaczenia przemieszezen 13 (x), xe ¥V w tym ciele rozpatrzmy cialo
o tym samym ksztalcie i warunkach brzegowych, ale znajdujace sig w stanie izo-
termicznym. Niech w punkcie ¥ e V' dziala sita skupiona X; = 6 (x — &) du, ktora
wywola pole przemieszczen U™ (x, E) i jest tak dobrana, Ze spelnia jednorodne
warunki brzegowe (4, =0, w; =0 na Au, p; =0, m; =0 na A,). Z réwnania
(7.10); przy uwzglednienin, ze ¥; = 0, Q" = 0 otrzymamy

— [ox—B) b w01y [0 7ip(x, B dV () =0,
4 1
skad

617 w®=»[0@UVNE D E, xcV, k=123
: ¥

Symbolem Ué’“g (€, x) oznaczono dylatacje w punkcic ¥ pod wplywem dzialania
sity skupionej X; umieszczonej w punkcie x. _

Umiesémy w punkcie & moment skupiony ¥; = 6(x — E) &, ktéry wywola
w ciele pole przemieszezen VI (x, €, 7). Pole to powinno spehiaé jednorodne was
runki brzegowe na Ay i A,. Przyjmujac, ze X; = 0, Q' = 0 otrzymamy z réwnania
(7.10)

— [6(x—B) b i (®) ¥ ()+v [ 000 i (x, B d¥ () = 0,
¥ ) v

skad
(8.18) o) =v [0@VRE DV E®, xeV, k=123,
14

‘Wzory (8.17) 1 (8.18) mozna traktowaé jako uogdlnione wzory Maysela [25] z termo-
sprezystosci klasycznej. Jak wiadomo w klasycznej termosprezysto§ei mamy do
czynienia jedynie z polem przemieszezen, tak e w rachube wchodzi jedynie wzdr
(8.17). Zauwazmy, ze uogolnione wzory Maysela odznaczajy sie wielka prostota;
do wyznaczena pola przemieszezen n i obrotéw w wystarczy wykonaé calkowania
wyrazone wzorami (8.17) 1 (8.18) oczywiscie pod warunkiem, Ze funkcje Ug‘g, V,-(’";)
zostaly uprzednio okreflone w ramach teorii spreZystodci.

W niniejszej pracy przedstawiono szereg ogdlnych twierdzen niesymetrycznej
termospreZystodci. Pozostaje caly szereg zadan ‘szczegdtowych, odnoszacych sie
przede wszystkim do zagadnien stacjonarnych i niestacjonarnych, jedno i dwuwy-
miarowych oraz najprostszych przestrzennych. Badanie tych zagadnief bedzie przed-
miotem dalszych prac.
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PezomMme

MOMEHTHBIE HAMPSDKEHNA B TEPMOVIIPYTOCTH

B paGote 00o0HIAIOTCH HEKOTOPHIE TEOPEeMEl TCOPHA COHPSUKEHHOH -TEPMOYHEPYIOCTH Ha
cpeny, XapakTepH3yIolNyIOCs [BYMsA HE 3aBACANMME APYT OT APYTa BEKTOPAMH: BEKTOP IEpe-
MeIneHaA U B BexTop obopora 6.

Ha ocmoBe TepMOAMHAMEEH HEOOPATHMBEX HPOIECCOB, BEIBOOHEICH ONDEASIIIONES ypas-
HEHHEe ¥ TIOMHOS YPABHCHME TCINIONPOBOMHOCTH st H30TPOIEOM Cpemer. ABTopy, YIAJOCH IIC-
AYYATL OCHOBHYIO CHCTeMY HMH(GOCPESIEANLHEIX YpAaBHEHHH CONPSDKCHEOH TePpMOYDPYIOCTH.
OfCyAACTCH PACOPOCTPAHEHHE TEPMOYNDYIMK BONH B8 OGeckomeunofi cpepe, Kpome Toro, 0606-
LIAeTCA TPEMIME BUPTYAIGHAIX patoT Ha MUHAMAYCCKYI0 3a7lady CONPMKEHHod TepMOYIPYTOCTH.

B sammoveH#e BHEBONATCS TEOPEMA O BIAEMHOCTH H OGCYXJAIOTCH BCe 3AKIIOUECHHS, BRITC-
KAIOLOAE M3 BTCH TeOpeMsel, :

‘

Summary

COUPLE STRESSES IN THERMOELASTICITY

The aim of the present paper is fo generalize some theorems on the coupled thermoelasticity
on a medium characterised by two vectors independent from each other; the displacement vector
u and the rotation vector .

Basing on the thermodynamics of irreversible processes the constitutive eguations and the
expanded equation of heat conductivity for an isotropic medium are derived. The author succeeded
in obtaining a basic system of differeritial equations of coupled thermoelasticity. The propagation
of thermoelastic waves in an unbounded medium is discussed.

Moreover, a generalization of the virfual work principle on dynamic problem of cbupled ther-
moelasticity is advanced.

Finally, the reciprocity theorem is derived and some conclusions resulting from this theorem
are discussed.
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