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O DWU ODMIANACH METODY POHLHAUSENA
1 ICH ZASTOSOWANIU DO PRZEPEYWU W SASIEDZTWIE PUNKTU SPYETRZENIA

W.J. PROSNAK, M. E. KLONOWSKA (WARSZAWA)

1. Dwie odmiany metody Pohlhausena

1.1. Waranek zgodnogel. Rozpatrzmy plaska, stacjonarng warstwe przyécienna,
zakiadajac, Ze ciecz ma staly gestod$¢ o i stala lepkoS§é dynamiczna u. Jej lepkoéé
kinematyczna v ma Zatem réwnie wartos¢ stala. '

Zalozmy, ze Scianka, przy ktorej formuje sig warstwa przy§cienna, jest prosto-
liniowa i wprowadZmy prostokatny ukiad odniesienia x, y taki, Ze o x pokrywa
sig ze Scianka, 2 of y jest normalna do $cianki i zwrocona w strong warstwy przy-
Sciennej. .

Oznaczmy symbolami # (x, ¥) i v (x, y) skladowe predkodei cieczy w warstwie
przysciennej wzglgdem tego uktadu odviesienia, a symbolem U (x) -- predkosé
przepltywu potencjalnego na granicy warstwy. Wprowadzmy symbol 6 (x) na ozna-
czenie grubosdci warstwy przydciennej. Zaldzmy ponadto, ze Scianka réwniez po-
rusza sig wzgledem przyjetego ulkdadu odniesicnia w swej plaszczyinic. Predkosd
fcianki oznaczmy symbolem iy (x).

Uklad rownan, zloZony z réwnania Prandtla i réwnania ciaglosci, opisujacy
pole predkosci cieczy w warstwie przy§ciennej, mozna napisaé wowezas w nastepu-
jacej formie:

(1.1) Uy Oty — UU,+‘VMy-y . Uzt Uy = 0,
przy czym dolne wskazniki oznaczaja pochodne czastkowe, a «prim» — pochodng
zupelna wzgledem x.
Warunki brzegowe dla tego ukladu dotycza skladowych predkosci na Sciance
{(y =0) i na granicy warstwy (¥ = d), 1 maja one znang postaé:
u(x,0) =up(x), ov(x0=0;
u(x, ) = U(x).
Po obustronnym zréZniczkowaniu réwnania (1.1); wzgledem v i nwzglegdnieniu
rownania ciaghlodei (1.1)2 ofrzymuje sig

(1.2)

(1.3) Utlzy—F Vilyy = Vlyyy,
a po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (1.2) na $ciance — ostatecznie

(1-4) . T uxy]ymo = ["’uwy]y=o-
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Powyizszy warunek, bedgcy whioskiem z uktadu réwnati (1.1);, (1.1)2 i warunkow

 brzegowych (1.2), bedziemy nazywali w dalszym ciagu warunkiem zgednoSci. Nazwa

ta stanowi przeklad stéw «compatibility condition» i zostala zapozyczonha z pracy
HucrLMANA, [11.

O ile nam wiadomo, warunek zgodnofci zostal zaproponowany i zastosowany
po 12z pierwszy w pracy SCHLICHTINGA i ULricua [2] w 1942 r. HUGELMAN i Ha-
WORTH zaproponowali go ponownic w pracy [3] pozZniejszej o lat dwadziescia trzy,
dotyczacej warstwy przycienne] magnetohydrodynamicznej.

1.2. Odmiany: Ilasyczna i zmodyfikowana metody Pohlhausena. WprowadZmy symbole
By, P11 7p ma 0znaczenic odpowiednio: miary liniowej straty wydatku, miary liniowej
straty pedu i napreZenia stycznego mna §ciance.

Oto znane wzory definiujace wymienione wielkoSci:
I}

8. — U
E f (1 o —E) dy:
Q

3}

(1.5) ﬂ'sfuﬁ(1 ~%) dy,

1]

ou
(I [ o

Przy ich pomocy moZna napisat znany wzor catkowy Karména, stanowiacy
catke rownania Prandtla (1.1), w nast¢pujace] postaci:
To

+ (2044 v

: ) dif
(1.6) v dx

Zaproponowana przez POHLHAUSENA [4] metoda wyznaczania warstwy przyscien-
nej w spos6b przyblizony opicra si¢ na aproksymacj rozkladu predkosci w warstwie
wielomianem potegowym, spelniajacym wzor catkowy Kdrmdna {1.6) oraz pewne
warunki na fciance i na granicy warstwy.

W zaleznosci od postaci tych warunkéw wyrézniaé bedziemy w ramach niniej-
szej pracy «odmiang klasyczng» i «odmiang zmodyfikowana» metody Pohlhausena.
Odpowiednio — méwi¢ bedziemy o «wielomianie klasycznym» i «wielomianic zmo-
dyfikowanym».

Przechodzimy do okreflenia wprowadzonych nazw.

Wprowadzmy bezwymiarowa zmienna:

(1.7) : n = 5

oraz wiclomian potegowy N-tego stopnmia wzgledem 7, aproksymujgey rozklad
predkosci w warstwie przy$ciennej:

u N ;
(1.8) T E an ",
==}
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Wspdtezynniki wielomiany sa na ogol funkcjami zmiennej x, przy czym wspdl-
crynnik
1o (X)
(1.9) \ “W= gy =0 (x)
bedziemy uwazali w dalszym ciagu za funkcje znang. Wyzpaczenie warstwy przy-
$ciennej metoda Pohlhausena sprowadza su; do wyznaczenia pozostalych wspol-
czynnikéw. ZwaZzywszy, Ze

(1.10) (;)2 = (‘Zj? ﬂ'n??n)z = 2 (any™P+2a0 2 ann"+
Ti==0

=

N N
+2ﬂ1 Z an n”+1+...+2aN_l 2 anﬂﬂ-l-N_I »
W=2 n=N

mozemy latwo obliczyé dwie nast@pujqce sumy

Si*ﬂ = ( —H)’

B uye Nooa 4
S*"“f(’if) "”gznﬂ 2“"2 n+1

Q

(L11)

N

) tIn
..i—zai 2 + +2(IN__ Z H+N
° n=N n
- 2 ot 2 Z (Z i)

Zwracamy uwage na fakt, Ze sumy Sy 1 S, zaleza wylgcznie od wspdlczynnikéw
wielomianu (1.8). ]

Zgodnie ze wzorami (1.5); 1 (1.5), wielkosci d, i ¢ wyraZaja sie przez Sp 1 Sa,
mianowicie

' -8, . : s

(1.12) Tzl”‘sb ”gxsi""sz,
przy czym grubosé warstwy przy§ciennej ¢ jest nieznang funkcja zmiennej X.

Naprezenie styczne (1.5); wyraza sig pochodng wiclomianu (1.8) w punkcle
7 =0 1 wynosi

(1.13) ' 75 =

: FLUGL
é .
Wiclomian aproksymacyjny musi czyni¢ zadoé wzorowi calkowemu Kdrmdna
(1.6). Podstawiajac (1.12) i (1.13) do (1.6) uzyskujemy zatem pierwsze réwnanie
na wspdlezynniki ay, ag, ..., @y Oraz grubo$é warstwy 8. Te ostatnig funkcje nie-
wiadoma zastapimy dla wygody pohlbausenowskim parametrem ksztaltu

62 U’

(1.14) A=

4
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Poniewaz liczba niewiadomych wspolczynnikdw wielomianu wynosi N, ukiad réwnad
stuzacych do wyznaczenia A, ai, ay, ..., gy bedzie skladaé si¢ z (1.6) oraz N dalszych
réwnat. :

Brakujace rOwnania tworzymy opierajac si¢ na nastepujacych warunkach
réznigeych si¢ nieco w przypadku odmiany klasycznej i odmiany zmodyfikowanej
metody Pohlhausena:

1) zadamy, aby wielomian (1.8) spehial réwnanie Prandtla (1. 1)1 na Sciance:

(1.15) [otw )y o = (U Fv1yy}, g 5

2) zadamy, aby w1elom1an (1.8) spelniat pierwszy 1 trzeci sposréd warunkow
brzegowych (1.2):

(u u
(1.16) l?‘l , = ¢1 (x), [?] ) =1;
.‘y: y:

3) w preypadku wielomianu klasycznego zadamy, aby na brzegu warstwy
znikaly pochodne wielomiany (1.8) rzgdu od pierwszego do rzedu (N — 2) wlacznie:

[5 () !
EE E y:gSZOJ k: 927""(N_2}’

4) w przypadka wiclomianu zmodyfikowanego 7adamy, aby na brzegu warstwy
znikaly pochodne wielomiany (1.8) rzedu od pierwszego do rzedu (N — 3) wlacznie:

[ak(u)] 0, k=12 .,(N—3
ayk ? y:d'ﬁ L) c=1, ""9( - )

oraz aby na §ciance byt speliony «warunek zgodnosci» (1.4):

(L.1DH : [etw vyl _o = Dityyulyo-

Podane wyZej warunki stanowia definicje pojeé: «wielomian klasyczoy» i «wielo-
mian zmodyfikowany» oraz «odmiana klasyczna» badZ tez «odmlana zmodyfiko-
wana» Pohlhausena, stosowanych w ramach niniejszej pracy.

Zauwaimy, Ze najnizszy stopien wielomianu, przy kirym rozréznianie odmiany
klasycznej metody Poblhausena od odmiany zmodyfikowanej ma jeszcze sens,
wynosi trzy. Istotnie, po to, aby wielomian modgt spelnié¢ réwnoczeénic wspdine
obu odmianom trzy warunki (1.15) i (1.16), stopien jego musi wynosié dwa. Po to,
aby wiclomian m6gl spelié dodatkowy Jedyny warunck, odrézniajacy obie odmlany,
stopiefi jego musi byé o jednoéé wyzszy od dwéch.

W niniejszef pracy ograniczono sig do wielomiandw parzystego stopnia, a wigc
N == 4 jest najniZszym stopniem rozpatrywanych wielomiandw.

1.3. Bezwymiarowe naprezenia styczne. Czysto formalnc przekszta%ccnla zaleznodci
(1.13) prowadza do nastgpu_]@cego wyniku:

U
(1.18) o e

eU2 Vorr VA4
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Yatwo stwierdzié, #e pierwszy czynnik lewej strony reprezentuje bezwymiarowe
napreZenie styczne cqe; drugi — pierwiastek kwadratowy lokalnej liczby Reynoldsa
Rez. Tloczyn tych dwu wiclkodei oznaczal bedziemy w niniejszej pracy symbolem

. : v a
L1y ¢y = Czt VRey = l/}-/I

w analogii do oznaczenia, stosowanege w naszych wezeSniejszych pracach [5 i 6].

2. Cel i zakres pracy

W dalszym ciggu niniejszej pracy zajmiemy si¢ zastosowaniem dwu opisanych
odmian metody Pohlhausena do przepltywu cieczy. lepkiej w otoczeniu punktu
spietrzenia, polozonego na prostoliniowej Sciance, ktdra porusza sig z predkoseig
#y proporcjonaina do odleglodei x od punktu spigtrzenia (rys. 1):

2.1) _ . Uy ~ X

Zagadnienic wyznaczenia takiege przeplywu bylo juz rozwiazane przez nas
w dwu poprzednich pracach [5 i 6], fakt ponownego podjecia badani nad nim Wy-
maga wige pewnego uzasadnienia,

W tym celu przede wszystkim zrelacjonujemy wyniki naszej wiasnej pracy [6]
oraz. pracy Hugelmana [1]; obie z nich stanowﬁy punkt wyjscia mmejszych badai
- i obie dotycza zastosowania me-

tody Pohlhausena do przeplywu Y8 vi=-Ay
w sgsiedztwie punktu spigirzenia, J u _L J, H’ $
polozonego ma ruchomej ciance. - R S S .

W pracy [6] zastosowano wielo- i NN e
mian czwarfego stopnia, klasyczny . = %f S x
w rozumieniu p. 1, tzn. spelnisjacy o X I\t )=s AX -

takie warunki na $ciance i na gra- . Rys 1
nicy -warstwy przyécienneg, jakie ‘
zaproponowal Pohlhausen w. swej. klasycznej pracy ( [4], str. 260). NIBWIGH(IB
zmiany polegaly tylko na uwzglednieniu ruchu Scianki.
Whioski uzyskane przez nas ([6], Erratum) mozna strescié¢ w nastgpujacy sposob

1) zastosowane przyblizenie wielomianem klasycznym czwartego stopnia nie
daje rozwigzania w pelnym zakresie predkodci $cianki; mianowicie w zakresie

(2.2) o 0d<e <1

brak rozwigzania;
2) przebieg rozwiazania przy‘ohzonego w zakresie

(2.3) Cl ? 1

rézni si¢ znacznie od rozwigzania Scislego.




478 WLODZIMIERZ J. PROSNAK, MARIA E. KLONOWSKA

Moéwige «rozwigzanie» mamy na mysh funkcje:
A :A(Cl), Cr=Cy (Cl),

z ktdrych pierwsza okreéla grubo$é warstwy przysciennej, druga — bezwymiarowe
napreZenic styczne na §ciance, ktore stanowi element najlstotmejszy z punktu widze-
nia pewnych zastosowan (por. np. I5]). :

Innymi slowy, metoda Pohlhausena w opisanej formie i w zastosowaniu do
omawianego przypadku przeplywu zawiodla. W ramach pracy [6] poprzestalifmy
na stwierdzeniu tego faktu wicdzac, Ze zawodno$¢ metody Pohlhausena jest w ogdle
faktem znanym (1)}, Natomiast podejmujac prace niniejsza pragneliSmy zbadaé te
sprawg nieco dokladniej, niz to uezyniliémy w pracy cytowanej [6]. Ogdlnie biorac
pragnglismy stwierdzié, czy metoda Pohlhausena zawiedzie — w odniesieniu do prze-
plywu w sqsiedztwie punktu spigtrzenia — réwniez przy zastosowaniu wielomianu
stopnia wyiszego niZ czwarty. Wyjadnienie tej kwestii stanowilo podstawowy cel
pracy, interesujacy przede wszystkim dlatego, %e przyczyna zawodnod$ci metody
Pohlhausena nie byla dotychczas, o ile wiemy, przedmiotem zadowalajacych badas.
Przyczyna ta wydaje si¢ wynikaé z faktu, iz preyblizenie rozkladu predkosdci
w warstwie wielomianem potegowym, ktérego wspolczynniki okresla sie z warunkdw,
dotyczacych wylacznie brzegéw warstwy i ktéry spehnia uérednione, nie zaé §ciste
réwnania warstwy przySciennej — po prostu nie jest przyblizeniem wystarczajaco
dokladnym, zwhaszcza Ze niektére warunki, nakfadane na ten wielomian, nie maja
wladciwie uzasadnienia fizycznego. Mamy tu na uwadze warunki «uzupehniajace»,
ktére postuluja znikanie pochodnych wielomiann na granicy warstwy i przeplywu
potencjalnego i to pochodnych tak wysokiego rzedu — w zaleinoéci od stopnia
wiclomianu — aby uzupehié liczbe réwnan stuzacych do wyznaczenia wspol-
czynnikéw (por. p. 1.2). Nic wige dziwnego, ze w pewnych konkretnych przypadkach
przeplywu przyblizenie rozkladu predkosci w warstwie wielomianem potegowym
moze okazaé si¢ wystarczajaco dokladne; w innych natomiast tak dalece niedokladne,
ze w ogdle nie prowadzace do rozwiazania. Nieco inaczej widzi Hugelman [1]
przyczyng niepowodzenia metody Pohlhausena przy zastosowaniu jej do przeplywu
w sasiedztwie punktu spietrzenia. Wedlug Hugelmana «...przyczyna niepowodzenia
tkwi w pominigeiu niezbgdnego warunku zgodnoéci», wynikajacego z réwnaf
warstwy przySciennej, przy czym «..dolaczenie tego warunku zapewnia metodzie
Pohlhausena mozliwo$é dostarczenia poprawnych rezultatéw w calym zakresie
predkodei uy, $cianki». Cytowane urywki sa swobodnym przekladem czwartego
1 piatego zdania pracy Hugelmana [1]. Na poparcie tez, zawartych w obu tych zda-
niach (a sprzecznych, nawiasem méwiae, z cytowana praca Schlichtinga i Ulricha
[2]) przytacza Hugelman wyniki, uzyskane przy pomocy zmodyfikowanego wielo-
mianu Gsmego stopnia, a obejmujace przedzial

(2.4 0<e <1,5.

(1) Na preyklad Scruecrrme i Unrica (2, str. I 12, Bild 5) wspominaja o niemozliwodci
obliczenia warstwy przysciennej w punkcie spigirzenia i jego bezpodrednim sgsiedziwio metoda
Pohlhausena, oparta na wielomianie széstego stopnia, zmodyfikowanym w rozumieniu p, 1. Stwier-
dzaja, ze pochodna grubosci warstwy przy$ciennej jest w tym punkcie nieskoticzenie wielka.
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Drugim celem niniejszej pracy byla zatem cheé zbadania prawdziwosci twierdzen,
zawartych w dwu cytowanych zdaniach Hugelmana.

Mianowicie, poniewaz Hugelman zastosowal wielomian zmodyfikowany dsmego
stopnia, a my [6] wielomian klasyczny czwartego stopnia, Zachodzila watpliwosé,
czy na poprawienie wynikéw wplywa na pewno «rodzaj» wielomianu, a nie jego
stopiefi. Zdecydowali§my zatem wykonaé obliczenia zaréwno odmiang klasyczna,
jak i zmodyfikowana dla N=4,6,8 w celu rozstrzygnigcia tej watpliwoscei.

Trzeci cel pracy stanowila kontrola wynikéw liczbowych Hugelmana. Ot6z
Hugelman uzyskat swe wyniki [1] calkujac numerycznie pewien ukiad réwnaf
rémiczkowych, co jest niepotrzebne, bowiem w przypadku przeplywu w sasiedztwie
punktu spigtrzenia mozna obliczyé wszystkie niewiadome wspotczynniki wielo-
mianu jak réwniez pohlhausenowski parametr ksztattu (por. p. 1.3) z ukladu réwnan
algebraicznych. ChcieliSmy wige poréwnaé wyniki uzyskane dwoma niezaleznymi
sposobami.

3. Przeplyw w sasiedziwie punktu spigirzenia
3.1. Wzbr calkowy Karmdna, Jezeli zardwno predkosé Sciankd ww jak i predkosé

przeptywu na granicy warstwa sa proporcjonalne do odleglosci x od punktu
spigtrzenia, tzn. (rys. 1) jezeli

w{x, ) =uw~x, uxdH=U~x,

to warstwa jest samopodobna i wzér catkowy Kdrména (1.6) redukuje si¢ do rownania
algebraicznego.

Samopodobienstwo wynika latwo z powyzszych zaloZeft 1 warunku (1.15)
na $§ciance. Ofrzymujemy mianowicie '

5]
[ ~ X,
. ayz o e=l}

[()u}
- ~ X,
Y dy—o

a na tej podstawie i przy uwzglednieniu wzoru (1.5); wnioskujemy, iz

skad wynika

To~X.
Wprowadzajac
U=Ax; 13— Fx

do wzoru calkowego Kdrména (1.6), dostrzegamy natychmiast na podstawie analizy
wymiaréw, #e ani 9, ani 8, nie moga zalezeé od x: sg stalymi, Wobec tego bezwymia~
rowy rozkiad predkosci w warstwie wystgpujacy we wzorach (1.5); i (1.5); tez nic

moze zalezed od x, tzn.
49 (u(x,y)) — o
dx U o

co wladnie okreéla «samopodobiefistwo» warstwy. Wspolezynniki wielomianu (1.8)
sa wiec stafymi w rozwazanym przypadku.
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Z powyZszych rozwaZan wynika, iz pochodna d9/dyx, wystepujaca we wzorze
Karmdna, jest réwna zeru 1 moZna nadaé wzorowi postac

& 6* , T
3.1) 2(? + 6) Uv’ = e
zawierajacq juz tylko pochodne znanej funkcji U.
2. Wspblczynniki wiclomiawu Klasycznego i zmodyfikowanego. Podstawiajac wyraZenia
(1.12) i (1.14) do wzoru catkowego Kdrmdna (3.1) uzyskujemy pierwsze rownanie
na wspdlezynniki wielomianu (1.8): '

(3.2) ' (L+S) —28) A — a; = 0.

Dalsze réwnania tworzymy opierajac sie na rozwazaniach p. 1.2, 'W szczegdl-
nosci -— podstawiajac (1.2) i (1.8) do (1.15), wyrazajacego rOwnanie Prandtla
«na sciance», otrzymujemy 1 '
- azzj/l(cf = 1)

analogiczne podstawienie do wzoru (1.17), wyraZajacego warunek zgodnosci,
prowadzi do réwnania :
66{3 =1 a A .

Pochodna k-tego rzgdﬁ wzglgdem y wielomianu (1.8) ma postaé
o by N '

U ob Dln=1D—2 ..ln— (k — Dlagnn-*,
n=k i '

Ostatecznic zatem moina zestawié rownania, shizace do obliczenia A, ay,
@, s 8y W oprzypadku klasycznym i zmodyfikowanym w formie nastgpujacych
dwu ukladdw, rézniacych sig tylko jednym réwnaniem.

i. Réwnania dotyczace zaréwno wielomianu klasycznego jak i zmodyfikowanego:

(1+S1 - 2S2)/1 — I = 0,

AR —1)—2ay =0,

'
L—e— N ap=0,
N
(3.3) Znan: )
n=1 T '

' N )
Zn(nwl)aw,:(};
=]

N
D =D =Dt~ (N = Dl aa=0;
#=N-3 -

uklad ten obejmuje lacznie N réwnas.
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II. Roéwnania dotyczace — alternatywnie — wielomianu klasycznego hub zmo-
dyfikowanego:
N _
D =) —2) . fn— (V= H]an=0,
(3.4) n=N-2
cpap A -—6ay =90,

W obu przypadkach otrzymujemy zatem uklad (N-}-1) réwnan z (N-}-1) niewia-
domymi, ktorymi sa: A, aq, 4z ..., ay. Uklad ten jest nieliniowy, bowiem suma Sa,
wystepujaca w réwnaniu (3.3);, wyraza sig nieliniowo przez wspélezynniki a, ,.., ay
zgodnie ze wzorem (1.11),.

3.3.‘Przypadek szczegdlny: wiclomian czwartego stopmia. JeZeli stoplen wielomianu jest
dostatecznie niski, moZna sprowadzi¢ ukfad réwnan (3.3) i (3.4);, jak réwniez
uklad (3.3) i (3.4), do jednego réwnania algebraicznego z jedna niewiadoma. Jezeli
stopien wielomianu jest zbyt wysoki, redukeja taka, w zasadzie zawsze mozliwa,
jest tak pracochlonna i nastrecza tyle mozliwodci popelnienia omylek, Ze nie warto
jej dokonywac¢ i lepiej uciec sig do wyznaczenia wspblezynnikdéw wielomianu oraz
parametru /A czysto numerycznymi metodami, wprost z wymienionych uldadéw
réwnan.

W przypadku wielomianu czwartego stopnia redukcja ukladu do jednego réwna-
nia z jedna niewiadoma A udaje sie przeprowadzié niezbyt wielkim nakladem pracy
zaréwno w przypadku klasyczaym, jak i zmodyfikowanym.

W obu tych przypadkach réwnanie (3.3);, wynikajace ze wzoru calkowego
Karmdna, przybiecra po obliczeniu S i S, postaé nastepujaca:

aj (I3
(3.5) A[(1+ei)+(1 — 4er) (7 242y -—~) -

F2 2 2 2 ¥
B B T . A _az___u)_
2(cl+3+5+7—59) 4a1(4+5+6

Z uktadu (3.3), uzupelnionego réwnaniem (3.4); afbo tez (3.4);, moZemy wyzna-
czy¢ wspolezynniki ay, aa, a3 1 a4 jako funkcje A: w obu przypadkach odpowiedni
uklad jest liniowy wzgledem tych wspolezynnikéw.

Otrzymujemy wowczas w przypadku klasycznym
- . r 1
=0 —a|zt ¢ Ad+e)

1
ay == 4"-5(1 —eh A,
(3.6) - 1
a = (= o) =24 5 Allrey)|

1

- . .
as= (1 — el — ‘6“/1(1+C1)J;_'
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a w przypadku zmodyfikowanym

(I — e} [4-+(1-+cp) 4]

ay — 1 Ed
3‘3‘“(;6’1[1
] )
azz—ﬁi*(l‘*cz)/ls
(3.7 | 4+ (L+e) 4
_a3:“6—(1—61)61—/1 i >
3f—cd
3}
1 41(lde) A 1
ag = (1 — C’1){1—|—E‘(1+Ci) A — ——(_—Ijl}—(1+—6—cld)]'

3"!“?01{1

Podstawiajac (3.6} do (3.5) otrzymujemy réwnanie

A3 A2
£3.8) e (e (I — )+ e (194-189¢1 - 110e7) —

4536 7560
A(IIG + 250;)+
55 T s ) TR

podane juZ w naszej wezesniejszej pracy [6}. Powtarzamy, Ze dotyczy ono przypadki
klasyczaego.
Podstawiajac natomiast (3.7) do (3.8) otrzymujemy rownanie (%)

er(1+e2(1 — ¢y) cr(ide)
39 A5 1008 + 14 ‘——"33“6_ (4ci — 3e) — 22+
1
—;—A3—“i-6§-(130c1+319c1+204)+112 (27c%+161c1+211)—

— A (43¢, +143)4+540 = 0

dotyczace przypadku zmodyfikowanego. ' '

Wyznaczenie warstwy przySciennej i charakteryzujacych ja funkcji A (e;) oraz
¢y (e1) odbywa sie przy wykorzystaniu uzyskanych rownan w nastepujacy sposéb.

Po rozwigzaniu réwnania (3.8), badz tez (3.9) wzgledem A przy danej ¢y, albo
odwrotnie — wzgledem ¢; przy danej 4, oblicza si¢ g, odpowiednio z réwnania
(3.6) lub (3.7, a potem oblicza sie bezwymiarowe napreZenie styczne ¢p ze wWzory
(1.19), odpowiadajace parze liczb A i ¢4,

W opisany sposéb moZemy w zasadzie otrzymadé wartosci funkcji

(3.10) A=A(er}, 2= re2(c)),

{*) Autorzy wyrazaja podzigkowanie mgr Joli Brerrer za kontlo]q zimudnych rachunkéw,
DrOW: adzqcych do tego roéwnania.
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w wybranym przedziale ¢, a §ci§lej mowiac—dla dyskretnych, dowolnie wybranych
wartodci ¢y, traktowanej w tym przypadku jako zmienna niezalezna, Powiedzielismy
«w zasadzie», bowiem rozwiazanie (3.10) moze nie istnie¢ w wybranym przedziale
lub jego czgsel.

Wyniki odpowiednich obliczedi, dotyczgce przypadku klasycznego, a wige oparte
na rownanin (3.8), sa zamieszezone w naszej wezeéniejszej pracy [6].

3.4, Zasada wyznaczania A (c) w przypadku wielomianu N-tego stopnia. Skoncentrujemy
sig w niniejszym punkcie na wyznaczaniu /A dla danej wartoéci ¢; w przypadku
wielomianu N-tego stopnia. Zgodnie z uwagami p. 1.2 obowigzuje przy tym
zastrzegenie! ' s

(3.1 : N> 3.

 Opiszemy metode numeryczng rozwigzania tego zagadnienia, ktéra niezawodnie
prowadzi do zamierzonego celu: przy jej pomocy uzyskano wszystkie wyniki liczbo-
we zamieszczone w niniejszej pracy. Metoda ta jest metoda kolejnych przyblize.
Przy jej zastosowanin wykorzystuje si¢ spostrzeZenie, i% uklady réwnan (3.3)1 (3.9
oraz (3.3) i (3.4), sa liniowe wzgledem wspolczynnikow ay, ..., ay.’

Zasada wyznaczania /A dla danej ¢y przedstawia si¢ nastgpujaco:

1) obiera si¢ dowolna warto$¢ A;

2) rozwiazuje sig¢ linjowy uklad réwnad (3.3) 1 (3.4);, albo tez (3.3) i (3.4);
wzgledem wspdlezynnikdw ay, ¢, ., dN; '

3) oblicza sie warto$ci sum 8 i 8y wedtlug wzoréw (1.11);

4) sprawdza sig, czy réwnanie (3.3); jest spelnione z obrang dokladnoscis.

Obliczenia powtarza sig cyklicznie wedtug tego schematu dopéty, dopoki kolejna
warto$é 4 nie spelni réwnania (3.3); z dana doktadnoScia. Przechodzi sig wowezas
do obliczenia ¢, wedtug wzorn (1.19); przypominamy przy tym, Ze odpowiednia
warto$é wspélczynnika a; jest wyznaczana automatycznie w procesie rachunku
dla aktualnej wartoéci 4, stanowigc rozwigzanie ukladu réwnan (3.3) i (3.4); albo
tez 3.3) 1 (3.4)..

3.5. Rozklad predkosci w warstwie jako kryterivm jednoznacznosci rozwiazanmia, Metoda
Pohlhausena nie zawsze prowadzi do jednoznacznego opisu warstwy przySciennej.
‘W odniesieniu do przeplywu w sasiedztwie punktu spigtrzenia wieloznaczno§é
opisu warstwy wyraZa si¢ faktem, iz uklad réwnaf (3.3) i (3.4);, albo tez (3.3)
i (3.4), ma dla dancj wartodci ¢; wigeej niz jeden pierwiastek dodatni 4.

W przypadku c; = 0 fakt ten istotnie ma miejsce, co mozna latwo stwierdzic,
badajac tréjmian trzeciego stopnia zamieszezony w pracy Pohthausena [4]. Nawia-
sem méwiac, Pohlhausen nie podaje wynikdéw takich badan i nie wspomina o istnie-
niu kilku pierwiastkéw. O istnieniu w tym przypadku dwu dodatnich pierwiastkow
i jednego ujemnego pisze natomiast GOLDSTEIN [7].

W przypadku ¢; # 0 $wiadeza o istnieniu kilku pierwiastkdéw wyniki, zamieszezo-
‘ne w naszej wezeSniejszej pracy [6].

W zwigzku z pojawieniem si¢ wieloznacznego rozwiazania wystgpuje potrzeba.
ustalenia krpreriow, ktore pozwolilyby wjednoznacznic¢ rozwiqzanie. OtéZ przypomi-
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namy, Ze nasze wcezeéniejsze badania doprowadzily do waiosku, iz rozklady
predkosct w warstwie przyéciennej, odpowiadajace réznym wartoéciom pierwiastka
A, rénia sig od siebie jakoSciowo: Jedne z nich sa monotoniczne (rys. 2a), inne —

nie (rys. 2b).
Fakt istnienia réznych jakoSciowo rozkladéw predkosei byt chyba znany juz
Pohlbausenowi, ktéry wspomina ([4], str. 260), ze «... rozklad predkosci... musi
zachowaé ksztalt dopuszczalny z fizykalnego

a punktu widzenia, tak aby m.in. nie wystepowat

7 wzrost predkoéei powyzej U(x)». Pohlhausen
1 nie uzasadnil zreszty weale, dlaczego taki
rozklad predkofci mialby byé niedopuszezalny,

e i nie wyjasnil, czy na tej wlasnie podstawie

wybral dla przeplywu w sasiedztwie punkiu
Rys. 2 spigtrzenia mmicjszy z dwu dodatnich pier-
. wiastkéw, tzn. A4 = 7,052.

GOLDSTE [7] natomiast, uzasadniajac wybdr tego wiasnie pierwiastka pewntymi
wzgledami analityernymi (wykluczenie pusktu osobliwego, lezacego poza punktem
spigtrzenia), pomingt calkowicie milczeniem kwestie rozkladu predkosei w warstwie,
przynaleznego poszezegdlnym wartodciom A,

W sposébogélny, nie nawiazujacy w ogdle do metody Pohlhausena, Nicker [8]
zbadat rozklady predkosci w warstwie przyfcienne], «fizycznie mozliwen w sensie
zgodnodci z réwnaniem Prandtla. Stosujac rezultaty tych badafh ([8], str. 28 oraz
Abb. 11) do przeplywu w sasiedziwie punktu spigtrzenia na nieruchomej Sciance,
moZna latwo stwierdzié, ze niemonotoniczny rozklad predkosci nie jest mozliwy,
nie spehia bowiem nieréwnodei (181, str. 21):

#u(x,») < UK) +e dla U (xg) < Ux),

bedacej wnioskiem 7 réwnania Prandtla.

Zgodnie z wynikami Nickela obieramy monotonicznodé rozkiadn predkodet
jako kryterium jednoznacznodci rozwigzania, jesli chodzi o punkt spietrzenia na
nleruchomej Sciance.

Do przypadku ruchomej §cianki wyniki Nickela wprawdzie nie stosuja sie bez-
poérednio, moina jednak rozszerzy¢ je réwniez na ten przypadek, nogélniajac tym
samym wspomniane kryterium jednoznaczoscei.

Jak \'izynika Z powyzszych rozwazan, w konkreinych rachunkach moze wystapié
potrzeba kontroli rozkladu predkosci. W niniejszej pracy dokonywano takiej
kontroli obliczajac wartosci wielomianu (1.8) i jego pierwszej pochodnej wzgledem
) W przedziale 0 < 5 < 1, a $cislej — w dostatecznic gesto rozmieszezonych punktach
tego przedziah,

3.6. Wyniki obliczen. Wyniki obliczen sq reprezentowane na wykresach (rys. 3 —rys.
17) i dotycza one wiclomianéw aproksymacyjnych klasycznych i zmodyfikowanych
o stopniach parzystych N = 4, 6, 8. '

Niekompletne obliczenia przeprowadzono réwniez dla wielomiandw stopnia
nieparzystego N = 5, 7. Wyniki tych obliczen wystarczaly do stwierdzenia, iz nie-
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parzystosé wielomianu nie ma wplywu jukoSciowego na rezwigzanie. Z {ego wzgledn
uznali$émy za niecelowe zaréwno zamieszczanie w niniejszej pracy niekompletaych
wynikow dotyczacych wielomianow nieparzystych, jak i uzupelnianie tych wynikdw
w oparciu o dodatkowe obliczenia.

Niektore wyniki zamieszczone w piniejsze] pracy, mianowicie odnoszace sie
do wiclomianu klasycznego stopnia N == 4, byly juz czeciowo opublikowane [6].
W celu umozliwienia porédwnah przytaczamy je jedpak ponownie, zreszta — po
pewnych uzopehieniach. Przedstawimy w pierwszym rzedzie wyniki obliczen do-
tyczaqeyeh odmiany klasycznej.

Pewne wstgpne wskazowki co do zakresu tych obliczen zaczerpneliSmy z wynikow
. uprzednio uzyskanych [6] dla wiclomianu N = 4, reprezentowanych na rys. 3.

Ad

175 |-
150
1251
wol
75
501

NI E

Rys. 3

Jak widac, funkcja A (e)) ma w tym przypadku dwie galezie: jedna w prze&iaie
(3.12) e; < 0,4, ‘
druga w przedziale
(3.13) : e >1.

Ponadto w przedzﬁale (3.12) funkeja ta jest dwuwartosciowa.
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Dla wybranych pigciu punktdw zaznaczonych kéfkami na rys. 3 zbadano
rozklady predkodci w warstwie przyScienne]. Wyniki tych badaf zestawiono na
rys. 4. Pozwalaja one w polaczeniu z kryterium jednoznacznodci rozwigzania,
przyjetym w p. poprzednim, wyodrebnié te czgéei krzywych na rys. 3, ktore spelniaja
to kryterium. Eatwo zauwazyé, e kryterjum jednoznacznosci jest spelnione tylko
na «dolnepr galezi w przedziale (3.12), oznaczonej ciagly linia. Na «gdrnej» galezi
w tym przedziale, jak réwniez na calej krzywej w przedziale (3.13), kryterium
jednoznacznoSci nie jest spelnione, bowiem rozidady predkosci, odpowiadajace
puiktom na tych liniach, nie sg monotomczue (symbol NM na odpowiednich
wykresach rys. 4).

7 74 74

" m T o T am
A=178 A=11,28 A=5287
. C1=0 C1=G.3 C-;:Q,G

J

=)
=
ta
=
o
ey
©
-
=
£
o)
1
a
<
o
=y
Ll

ol 1 T

-
]
=
)

Rys, 4

Opierajac sig na tych wynikach ograniczyliémy zakres obliczeh do wyznaczenia
w przypadku N = 6 oraz N = 8 krzywych, przechodzacych przez punkty o odcictej
¢; = 01 nie badaliémy nawet w tych dwu przypadkach istnienia galezi analogicznej
do ¥rzywej K na rys. 3.

Wynikt obliczen funkcji 4 (¢) dla N = 6 oraz N — 8 sa zestawione na rys. 5,
przy czym wrysowano dla pordwnania takze wyniki dla N = 4, Jak juz wspominano,
nickompletne wyniki uzyskane dla N == 5 oraz N = 7 pozwalaja stwierdzi¢, e od-
powiednie linie A (¢y) maja w tych dwu przypadkach taki sam ksztalt, jak linie
przedstawione na rys. 5 i leza odpowiednio miedzy liniami dla N =4 i N == 6,
badz tez miedzy liniami dla N =6 1 N =8, !

Kreskowane czgici krzywych na rys. 5 odpowiadaja niemonotonicznym rozkla-
dom predkodci w warstwie, co mozna stwierdzi¢ rozpatrujac wykresy predkodei
przedstawione na 1ys, 6 i 7. Na niektSrych wykresach rys. 6 i 7 niemonotonicznosé
jest stabo widoczna, niemniej jednak wyniki liczbowe pozwolily stwierdzié jej istnie-
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iy | 7l
1 4L 1l
A=12.02 A=10,65
cq=0 =05
I 1 D 1 1 -
g 1 2y 0 1 2yt 7
Rys. 6 '
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nie lub brak w sposéb jednoznaczny; na ich podstawie odpowiednio wniesiono
pa wykresach symbol NM lub go nie wniesiono.

Punkty na rys. 3, kt6érym odpowiadaja rozklady predkobcina rys. 4, 6 1 7, s
oznaczone kotkami,

Ostatni fragment wynikéw dotyczacych wiclomianuy klasycznego stanowia
funkeje ¢ (e1), reprezentujace bezwynuarowe napreZenic styczne i przedstawione
na 1vs. 8, 9 i 10. Kreskowane i ciagle linje na tych rysunkach odpowiadaja kresko-
wanym i ciaglym edcinkom linii na rys. 5.

Rozprawy InZynierskie — 4
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438
Y 74
T npa T apr
A=1050 A=25 35
C.r:O C1=2,0
o ] B | .
0 1 2w a 1 2 u/ly a T 2 u/U
vy
/r._
A=16.58
=05
_ 1 | E—
0 1 2 ufl G 1 2wl
Rys. 7

Linie D (kreska — kropka) na rys. 8, 9, 10 okreélaja rozwigzanie «Scisten, za-
czerpnigte z naszej pracy [5]. Pionowe kreski oznaczaja koniec przedziatu, w ktdrym
istnigje sensowne fizyczne rozwigzanie (w rozumieniv przyjetego kryterium jedno-
znacznosei).

Cp A

Rys. 8

Jezeh rozwiazanie przybhizone istnicje dla ¢ = 1, _}dk ma to miejsce w przypadku
= 6 oraz N = 8, ciagle i kreskowane linie niemal pokrywaja sig ze soba w tym
zakresie jak réwniez z krzywa «dokladng». Réznice miedzy nimi leza w granicach
grubosei linii na rys. 9 i 10.
Wyniki dotyczqee odmiany zmodyfikowanej sa reprezcntowane na rys. od 11
do 17 wigcznie,
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Rys. 12
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Podstawowy wynik stanowi, jak poprzednio, funkcja A () przedstawiona
na rys. 11 dla wielomiandw stopnia N = 4, 6, 8. Poréwnanie z wynikami podanymi
na rys. 5 pozwala stwierdzié istotne réznice jakosciowe, polegajace przede wszystkim
na tym, ze obszar istnienia rozwiazamia jest. ograniczony w przypadku odmiany
~ klasycznej od strony duZych wartoéci ¢;; w przypadku odmiany zmodyfikowanej —
od streny malych wartoéci ¢;.

o1 74

.1 MM Jb M
/ A=G26,40 / N=4T402
< er=0,22 < ci=05

s TS
0 1 7 u/U 0 1 2 ufl
74 » ) 71
2F NP 1k NM 2l
A=Y14,95 N=16497 A=1595
=022 - ;=05 =20
L1 N — L - 1 -
o 4 ) 2 u/U [4] A 2 u/{j o 1 2 U/U
Rys. 13

W pewnym zakresie wartofci ¢ istnieja, jak poprzednio, dwa pierwiastki
dodatnic 4. Galezie odpowiadajace wigkszym wartoéciom /A oznaczono liniami
kreskowanymi na rys. 11. Rozklady predkosci, odpowiadajace punktom linii
kreskowanych, sa niemonotoniczne, o czym mozna przekonaé sig rozpatrujac wy-
kresy na rysunkach 12, 13 i 14. Podobnie jak peprzednio, oznaczono kéleczkami
na rys. 11 punkty, ktérym odpowiadaja podane rozklady predkodci.

Zauwaimy, Ze — przeciwnie niz w przypadku odmiany klasycznej — rozklady
predkosci, odpowiadajace liniom ciaglym na rys. 11, sa na ogél réwnieZ niemono-
toniczne. Niemonotoniczno$é zaznacza si¢ przy tym w stopniu tym wigkszym,
im wigksza jest warto$¢ A, a mniejsza — wartosé .

W jednym jedynym przypadku, mianowicie dla N =6, 4 = 15,96, ¢; = 2,0,
rozklad predkosei jest monotoniczny (rys. 13). Przypuszczamy, Ze nie jest to przy-
padek odosobniony i Ze dla odpowiednio duzych ¢; wystepuja rozklady monoto-
niczne. Przypuszczenie to wydaje sig potwierdzﬁé fakt, ze dla ¢ = 1,5 niemonoto-
niczno$é rozkladéw predkosci jest bardzo mata -~ dla wielomiandw stopnia
N=4, 8. ' '

Wryniki dotyczace napreZenia stycznego sa przedstawione na rys. 15, 16 i 17
wraz z linia D (kreska — kropka), reprezentujaca «dokladng» funkeie ¢ (ep),
o ktérej juz byla mowa. W zakresic ¢; > 1 obserwuje si¢ dobra zgodnos¢ wynikow

¥
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preybliZzonych z dokladnymi niemal niezaleznie od stopnia wiclomianu. W przedziale
0.<< ¢1 << 1 zgodnosc¢ ta jest

znacznie gorsza, przy czym, co poedkreslamy przypo-
minajac zarazem wyniki Schlichtinga i Ulricha [2],
w sasiedziwie punktu ¢y = O rozwigzanie przyblizone
w ogoéle nie istnicje,

Linie kreskowane i ciggle na rysunku 11 oraz na
rysunkach 15, 16, 17 odpowiadaja sobie wzajemnies,

4. Wnioski

Analiza wynikow, uzyskanych w ramach po-
przedniego rozdziatu, prowadzi do mnastepujacych
wnioskdw, stanowigcych odpowiedzi na pytania
sformutowane w p. 2.

1, Odmiana klasyczna metody Pohlhausena, za-
stosowana do przeplywu w sasiedztwie punktu spig-
trzenia, poloZonege na prostoliniowe], ruchome;
§ciance, pozwala na uzyskanie jednoznacznego roz-
wigzania, poprawnego w sensie monotonicznosci roz-
kladu predkosei. Rozwigzanie to, reprezentowane
ciaglymi liniami na rys. 5, istnieje w przedziale

(4.1) 0 ‘S cl_‘*<~. GN»

przy czym G jest liczba tym wigksza, im wigkszy jest
stopien N wielomianu aproksymujacego rozklad pred-
kosci w warstwie (rys. 5).

)
TR
N=8
A=1658,13
c=0,758
-
g 4 2 ufu
4
g NM
N=8
A="1350,09
o=013
{
e
0 1 2 ufu
|
4L WM
N=§
A=03142
=024
1 P
o 1 2 ufl
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A=1%118 66
1 \ ! I
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1 N
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cy=0,5
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Wiyniki dotyczace funkcji ‘e (¢y), reprezentujacej naprezenie styczne na §ciance,
okazuja bardzo dobra zgodno$é z rozwiazaniem Scistym w calym obszarze (4.1)
istnienia rozwigzania przyblizonego.

Co i

Rys. 15

2. Odmiana zmedyfikowana metody Pohlhausena, zastosowana do tego samego
przeplywu, pozwala rowniez na uzyskanie rozwigzania, ktére istnieje w obszarze

42 0 < Hy < a1,

przy czym H, jest liczba tym mniejsza, im wyZszy jest stopien N wiclomianu aproksy-
mujacego rozklad predkosei (por. rys. 11). Jednak rozwigzanie to, reprezentowane
ciaglymi lintami na rys. 11, a bedace jednoznaczng funkeja A (e1), nie jest poprawne
w calym obszarze istnienia {4.2) w sensic monotonicznodci rozkiady predkodci.
W przedziale

(4'3) HN“'{\ €] << 1




494 WEODZIMIERZ J. PROSNAK, MARIA E. KLONOWSKA

rozwigzanie jest w ogdle nic do przyjgeia, jak o tym Swiadcza rozklady predkodei '
na rys. 11, 12, 13 i 14, Jak si¢ wydaje, dopiero w zakresie wartoéci ¢; dostatecznie
wiekszych od jednosci rozklady predkodci staja sig monotoniczne, czego dowodzy
wyniki przedstawione na rys. 13.

Y |

oF

Rys. 16

Tezy zawarte w dwu zdaniach Hugelmana [1], zacytowanych w p. 2, okazujg
si¢ zatem niezgodne z naszymi wynikami.

W szczegllnosei nalezy stwierdzié: a) przyezyna niepowodzenia odmiany kla-
sycznej weale nie thwi w pominigciu warunku zgodnoSci, bowiem w przedziale

(44) 0o <1

lepsze wyniki daje wlaénie odmiana klasyczna; b) dolaczenie warunku zgodnosci
nie zapewnia bynajmnicj metodzie Pohlhausena mozliwodci dostarczenia popraw-




- q4

_[],B

warloscl dekiadne
e watloSel. oddpowiadajgee
zmodgfikowanemu wigla-
miangwt Pohthausena

Rys. 18

14053

£



WEODZIMIERYZ J, PROSNAK, MARIA E. KLONOWSKA

nych rezultatéw w calym zakresie predkosct uy, Scianky, bowiem, jak to wykazaliémy, .
w przedziale

(4.5) 0 < e < Hy

odmiana zmodyfikowana w ogdle rozwiazania nie daje, a w przedziale (4.3) nie daje
wynikéw poprawnych. ‘

3. Uzyskane przez nas wyniki liczbowe, dotyczace funkeii ¢ (¢1) dla zmodyfiko-
wanego wiclomianu dsmego stopnia, nie sg zgodne 2 analogicznymi wynikami
Hugelmana [1], ktére przedstawiamy na rys. 18. Szezegllne zastrzeZenia z naszej
strony budzi przy tym fakt, iz Hugelman podal rozwigzanie réwriez w przedziale
(4.5). Naszym zdaniem, rozwiazanie w tym obszarze nie istnieje.
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Pearome

O ARYX ®OPMAX METOHA TIGIIBI'AYCEHA W WX ITPUMEHEHME) K TEUEHUWH
B BJIM3U TOYKH TOPMOXEHWIA

B pabote paetca omicamme nsyx dopm Meroma Hoaeraycera M pesyIbTathl X HPAMCHCHAL
K TeueHMd B OIM3H TOUKH TODMOMEHWS HAXONMCHCH Ha DOABMKEON cTemke, O6e dopnast
PASHATCA YEROBAEM COTTIACHOCTH, KOTOPOE ABIIMETCH DE3YABTATOM BEITEKAIOIHM W3 YDABHEHHI
TOrPamMHOTO CIIOR M KACAETCA IPOMSBOJHON CKOPOCTH XWEKOCTE Ha cremxe, IToKA3aHO, 4TO
HORAHEOME! ANNPOKCHMUEPYIOWTHE PACHPEASHCHAE CKOPOCTH B CI0C, YHOBIETBODSEOIHM YCIOBHIO
COLNACHOCTH OMMCEIBAIOT B OOMIEM XyKe HOTDAHMYHBIE CIOH B HCCIOOyeMOM CIydde, YeM Io-
JHHOMBE F@ YNOBNCTBODSEOINME YCHOBHIO COLTACHOCTH, JTOT PE3YILTAT IONPHEAET 3aKIIC-
CHHH NPUBCHCHHEIE B paGore I'yremsmana [1], OpE TeM OH He3aBHCHT OT CTCICHT QIIPORCHME~-
PYIOMEre MomAHOMa, BO BCHKOM cHYYAe OH CIpaBemIHB it N = 4, 6; 8,
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Sammary

TWO VARIANTS OF THE POHLBAUSEN'S METHOD AND THEIR APPLICATION
TO THE STAGNATION POINT FLOW :

This paper contains a description of two wvariants of the Pohthausen’s method and their
application to the stagnation flow point at a moving wall. The two variants differ by the
«compatibilityy condition which is a conclusion from the boundary layer equations and concerns
the derivative of the flow velocity at the wall. It is shown that those of the polynomials
representing in an approximate manner the velocity distribution in the laver that satisfy the
compatibility condition describe the boundary layer, in the case considered, in a worse mannet
than those that do not satisfy the compatibility condition. This result contradicts the conclusion of
Hugelman’s paper, [11, and is independent of the degree N of the approximation polynomial.
In any case it is valid for N = 4; 6; 8.
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