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NACISK STEMPLA NA NIEJEDNORODNA POLPLASZ(ZYZNE SPREZYSTA

BARBARA STACHOWICZ, GWIDON SZEFER (KRAKOW)

1. Wstep

W pracy [7] autorzy podali rozwiazanie problemu kontaktowego dla niejedno-
rodnej polplaszezyzny sprezystej. Niejednorodnosé ta byla okreslona przez zmicnny
wzdhuz glebokodci modut sprezystosci E() = Eyym, 0 <m<1. W pracy niniej-
szej rozwazymy analogiczne zagadnicnie, lecz dla niejednorodnoéei typu

(1.1 E(y)=Eye", A= const.

Osrodek nigjednorodny z modulem (1.1) byt przedmiotem prac PREDELEANU i TEODO-
RESCU [4] oraz Rostowcewa [5], problem kontaktowy jednak dla takiej postaci
niejednorodnoéci nie byt dotad rozpatrywany. Rozwazymy wiec nacisk stempla
okreflonego ksztaltu, spoczywajgcego bez tarcia na niewazkiej, nieobciazonej, nie-
jednorodnej polplaszezyznie sprezystej. Ograniczajac si¢ do jednego stempla posia-
dajacego of symetrii, podamy rozwiazanie przez zastosowanie kosinusowej transfor-
macji calkowej Fouriera. Problem kontaktowy sprowadzimy do dualnych réwnat
catkowych, dla ktérych podamy przyblizone, lecz efektywne rozwigzanie.

2. Sformulowanie problemu i ogélna postaé jego. rozwigzamia_

Rozwazmy nacisk symetrycznego stem- .
pla na niejednorodna potptaszezyzng spre- | —
zysta (rys. 1) przy nastepujacych warun-
kach brzegowych:

dla y=10 ' B}
Tay = O,
2.1 v=A(), [x]=<]|
oy=0, x>

gdzie 14y oznacza naprezenie styczne, oy
naprezenie normalne w kierunku osi y Rys. 1
oraz v przemieszczenie pionowe.

Traktujgc wspdlnie plaski stan odksztalcenia i naprgzenia, stosujac funkcje napre-
zen Airy’ego oraz uwzgledniajac zmiennoéé modutu sprezystoéci E (), otrzymujemy
nastgpujace rownanie nierozdzielnofci odksztalcen, okreflajace funkcje naprezefi:




BARBARA STACHOWICZ T GWIDON SZEFER

MF  F  MF E() ®F _E() OF
Q2 2 st s 2 e T 2y
dx4 ox2ay2 82 E(Q) a3 E(y) ax2dy

() 2l eF [EYG)  (E\lerF
+[E@)—2(E)]"’la_x5 [E(y) Z(E)]?y‘z:

Tutaj F(x,y) oznacza funkcje naprezen, » wspdlczynnik Poissona oraz

dla plaskiego stanu odksztalcenia,
Yy = 1—w

v dla plaskiego stanu naprgZenia.
Przecinkiem oznaczyliémy rézniczkowanie modutu. Przyjmujac moduf sprezystosei
E(y) w postaci (1.1) otrzymamy

84F MF aF4 03 F AF 2F 2F

[ _ — 42— — —_ =
@3 5 t25m 6y2+ 55 247525, 6y+ o A2, 5 = 0.

Stosujgc kosinusows transformacje catkowa Fouriera otrzymamy dla transformaty

(e, y) = f F(x, y) cos axdx
0
rdwnanie zwyczaine
249 FO QAR (42 — 202) T+ 2402 F (ot + A2 o2v) F=0.
Jego réwnanie charakterystyczne
2.5 24— 2ARB (A2 — 262) 24242 At ot A2 of vy = 0

ma cztery pierwiastki zespolone

A A
11:a(a)+~2—+ib(a), /12=~—a(a)+?“—ib(a),

A A
h—al@ F = i@, h=—al@+5 b,

2
gdzie
A2
a2+ —+ i/(oﬁ-l- ) + A2 a2wy
ala) = ,
©.6) | 2
A2
- faz—z-%—]/(az“l" ) +A2a2v1
b (o) = = ,

Calka ogdlna réwnania (2.4) przybierze wige postac

T, ¥) = €1 (@) €MV Cy(a) €¥+Cs (@) €471 Ca (a) €.
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Przyimujgc zerowe wartosci naprezen dla y -+ oo, nalezy przyjaé

Ci(a) = C3(a) = ‘_0,

(ot 4-aly

skad ostatecznie
{“ﬂH’g'l"ib) ¥ _

(el

= {C; cos by 4 Cysin by).

2D Flan=Cl(ae + Cy(a)e

Dla retransformaty otrzymujemy

(0]

2.8) Fix,y = ! fF(a, ¥) cos ax da =

1 —m+?) ¥ )
==l {Cy cos by+- Cy sin by) cos ax do.

Naprezenia i przemieszczenia wyznaczymy ze znanych zwiazkow (naprgZenia ze
zwigzkow Airy’ego, przemieszezenia z prawa Hooke’a i zwiazkéw geometrycznych),
ktore po uwzglednieniu (2.8) przyjma postad

e gt Al (d s nft e

_ A 2 A
®cos by +1Cy o — b2 —2b 5 4 Cy} sin by ¢ cos ax da,

R2F P
Oy :\a‘i = —f ( ) (—a2 Cycos by — a2 C4sin by) cos axda,

2F 1 —{a=2)y A
2.9 Tyx = — x 0y = _ﬂfe' (a Z)J{[éa(-?— a) Cz—baC4]cosby+
‘ .
A
+ [abCZ —a (—- — a) C4] sin by} sin ax de,
1 - a+— A
u:;E(; e C, ——a —-b2+v1a2 +2b 5 a Cylx
cos by 2 A sin by
X -— mbz—l—vla?- — 20— —a Cz b
a 2 o

% sin ax da + D (¥),

N P TR S B
D el At A o
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ool oo o)
A2 | A 4

A 2 . COS aX
*\5—a Lo b2]1 | sin by ——Z-z——-da—I—!F(x).
(a"l“E—) + 8

Tutaj ¢z ozZnacza napr@ienie normalne w kierunku osi x oraz u przemieszczonie

poziome.
Z warunku zgodnosci odksztaloen
o du | Ov  Tay :Gﬂ-‘— E
: (210) “ dy  8x G’ T 2(14)

o zym': a my ; po _pi‘zeksztalceniach

@‘N

— + i 0,
wobec symetrn (@, = 0) bedzie moina przyjaé
.(211) ' @ (y) = ¥ (x) = const = 0.

Zwiazki (2.9) 1 (2. 11) oraz warunki brzegowe (2.1) pozwalaja wyznaczy¢ funkcje

(@) i C4(a).
Z (2.1); otrzymamy

A
Cg (‘2~ ——a) + C4b$0,
skqd

(2.12) Cyo= — ———

Mieszany warunek (2.1), 3 daje
S flell-g=a-anlz - +ne)
aky {2 2 —at— vl —a) Fnbs T
0
A A2 A.. \2
'—2b?v1 5 + C4 'I—“az by — bl —o02— o 4

(2.13) cOoS X
_ . : + v b2 T*‘r—da=d(x), 0<x<l
. .. (? _ G_) B2

©0
f Cyo2cos axda =0, x>1
a ) :
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Uwzgledniajac (2 12) I postaé funkqu a(e) 1 b (a) z (2.6) otrzymamy po przeksztalce-

niach _ ,
2a2-+v, 42 A A2\2
_1 ]/E:‘“* (a2 +T) -+ ]/(az"l-z*) +v 4202 — | :

' A2 2 ' A3

@0 — ?JlA l/(ftz + "”*") + I«'IAZCI.Z — Vi

4 4
f C2 A AN 2 ' g

o -—_]/(aZ + id—) + ]//(az -+ £ + v1.42a2 +
]/ 2 4 4
A2
2.14) - + ]/(az + ) + v 4202 + —

x cos axde = mEp A (x), O0<x <]

szazcosaxda=0, x>1 "
0 ’ :
Podstawiajac
Xx Al :
(2.15) 7= t, ol =u, 3= f(Oy=nEx A5
i wykonujgc proste przekszialcenia dostajemy zwiazki

R e
(2.16) f Cs (1) : — 20 g V @222 +-dv a2 — 2 173
K V 2??]/”2'{'??2 + V2022 4y p2u2 +
+ VG2t rPt vy a2+ P
Py cos fudu =f(f), <1,

f Cyurcostudy =0, > 1.
[} .

Oznaczajac dalej
2.17) Co () v =@ 1),

V202 2092) ]/u2+n2_|_ V(222 dvy 2 —
— 2913 V @222 +-dvpfu — 2 0}
]/ 29 ]/u2—[—¢72—|— V (2 472)? v a2 -I-
+ VPR +avpet -+ nz

(2.18) G =

otrzymamy ostatecznic warunek (2.1) w postaci

[ @) G @ cos udu=f(@), t<1,
(2.19) °°° ‘
f @ {u}cos tudu =0, t>1.

0
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Zwiazki (2.19) stanowia, przypadek dualnych réwnaf catkowych z jadrem frygono-
metrycznym. Dla dostatecznie ogdlnej postaci funkcji G (i) byly one badane przez
SZEFERA w pracy [8]. Tutaj jednak z uwagi na zlozong posta¢ funkeji G (x) zastosu-
jemy metode Noble’a [3] polegajaca na sprowadzeniu réwnafi (2.19} do jednego
réwnania catkowego Fredholma I rodzaju. W tym celu weZmy dla y = 0

[ee]
: 1
Oy = — ;f Cy 02 cos ax do
Q
i oznaczmy przez p (x) nie znana warto$¢ tego napreZenia pod stemplem:

" : - —p(x), O0<<x<l,

Trakiujac p (x) jak funkcj¢ znang moZemy dla fankcji

=p(x), O0<x<
(2.21) k(x) = { 0, > !
wyznaczy¢ transformate Fouriera:
oo - 1l
(2.22) k(o) = f k (x) cos axdx = - f p(x)cos axdx,
' 0 b

skad
(.
k(x) = - f k (@) cos axda.
¢

Dla y = 0 otrzymujemy z (2.20)
Ty = k (X),

a wigc

o0 oo

1 1,
— —szaZ cos axda = —fk(a) cos axda,
7 %
-0 0
skad

.
Cyo2 = — k() = fp(x) cos ax do.
0

Po wprowadzeniu oznaczen (2.15) i (2.17) znajdziemy

1
2.23) e =0 f p(f) cos tudt.
) o
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Powracajac do réwnafi (2.19) widzimy, iz dla ¢ > 1 réwnanie (2.19), jest spetnione
(na podstawie transformacji) natomiast nie znane napr¢Zenia kontaktowe p () wy-
znaczyray z (2.19); po podstawienin (2.23): -

o0 1
f [13 f (D) cos tu dt] G-(u) cos fudu = f(1).
0 ] :

Po zmianie kolejnoéci catkowania otrzymamy

1 oo
Of P (-f) [nf G.(u) cos tu‘a’u] cos Cudé = fT(;)
oraz
1 oo .
fe® UG(u) cos #u cos £u du] dt = F(1),
, 0 o..
gdzie
’ I
(2.24_) | : F(r) = f—1(3—)
~ Ostatecznie napiszemy krotko
: _
(2.25) fr@®KEHdE=F©,
. 0 -
gdzie _
- (2.26) K= fG(u) cos fu cos fudu.
0

Roéwnanie (2.25) jest réwnaniem catkowym Fredholma I rodzaju z jadrem stabo
osobliwym. Z uwagi na zlozona postaé jadra (2.26) mozna poedaé tylko jego przybli-
Zone Tozwiazanie.

3. Rozwigzanie rc’vwnanié (2.25)

Dla dostatecznie malego 5 mozemy przyjaé %2~ 0, np. dla 4 = 0,01 m~?
= 1 m, # = 0,005. Przy tak malym 4 modul sprezystosci na glebokosci 100 m
roénie prawie trzykrotnie:

E(IOO) = Eg BA‘IOO = E@ e~ 3E{).

Wynika stad, ze przyjecie malego 7 jest praktycznie uzasadnione. Funkcja G (u)
przyjmie wtedy postaé -

p 2 u—wmy 2 . 1
W ut2y  wt2n Vg

Rozkdadajac drugi skladnik na uwlamki prosie otrzymujemy

| 2—|—’P1 "

ut+2y  u’ B

t?},l) | Gu) ~
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Wyrazajac iloczyn kosinuséw przez sume, otrzymamy z (2.26) po uwzglednieniu (3.1)

i . ) 1
3.2y K(& 0= 7[ G () cos (F-+-E) udu + *E"f G cos (t — &) udu =
0 0
1 ~ cos (t-+&) u - cos (t—Hu
& ?[(24—%)([ Wdu—l—f Wdu) —
S 0. , s

- (j‘ cos (:{—;S)u du-}—f cos (tuu E)udu)].
Q 0

Dwie pierwsze calki dadza sig wyznaczy¢ w postaci zamknigtej w klasie funkcji
specjalnych. Mianowicie mamy

oo

cOS ZH ' . ' _' ' .
{3.3) f a2y du = — si 2z sin 2yz — ci 29z cos 24z,

gdzie funkeje «si» i «ci» sg sinusem i kosinuscm catkowym, okre§lonymi zwiazkami

3.4 512nz— ———-l f

a C = 0,577216 jest stala Eulera.
Dla malych wartoéci argumentu mozemy przyjac:

sm cos x—1

X,

dv, ci an— —Hn 2nz—l—f

si2z e — 7 29z, ci2nz = C+ln 29z,

(3.5 |
' sin 29z = 24z, cos 29z ~ 1.

Calka (3. 3) przy_]mle wtedy posta

3.6 Iir— [2712 (—- > -+ 2192) +C+ lnzﬂ]'w —(C+In2x92)+mnz — In z.

Jezeli wynik ten uwzglqdnimy w (3.2), to otrzymamy -

K@=

(C-FIn 20) t-omn (t-+8) — In [e--£1] + [— (C-+In29) +

oy (2~ E) — In|z—£|]}—ﬂ[ff:—'zi(f;f)—Ei u+-fwdu]
[\

[
(i ’

i po prostych przeksztalceniach

G7n  KEn=0+ v1) [ant -~ (C+ In2p)] +

ﬁﬂ[f cos(t—l—E)u | +f cos(tw—f)udu].
: 2- : u U
: N Q
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Pozostale dwie calki sg rozbieine i nie istnicja w klasycznym sensie. Opierajac sie
jednak na teorii dystrybucji [2] mozemy je traktowaé jako dystrybucyjne transfor-
maty Fouriera funkcji #~1. Transformaty te istnieja (w sensie dystrybucji) i wynosza

f cos (tHHu L o |t + £|+B,
13
6.8) Yo
. t_
fﬂu__@__’fdu:—zmn—-ﬂ‘l-ﬂ

[
gdzie B jest dowolng stalg.
Do wyniku tego doj§¢ moizna tez droga intuicyjnych rozwazan korzystajac
z przedstawienia calkowego przemieszczenia v (x, ) w zagadnieniu Flamanta dla
ofrodka jednorodnego. Przemieszczenie to jak fatwo wykazaé okreslone jest za po-

mocg wzoru
oc
. 1 e ¥
Y ==
) . @k f o
0

Wiadomo z kolei [1], ze

X2

o 2]-%— ¥(x),

1
v (x, y) = [ln (x2+32)+(14v) —

skad dla y = 0 otrzymujemy

(=]

cos ax _
' f a' da=—21Inx — (1+w),

[

érwiqc wzor (3.8), w ktf)rjm
B=—(1 +"’1)_'
- Uwzgledniajgc ten wynik w (3.7, otriymamy
, .
(39 K(E =@t bont —(C-+ln 2)] — 9B — ( = 35) (| t}£] Hin | 1—€]).

Podstawm;ac 3. 9) do rdéwnania (2 25) zna_]dnemy
1 _

f p() { — vy B2+ eyt — (C+ In 2?3')] - ,
’ (1——)(In[t+Ei+lnlt—E[)}a’$ F(t),

[ 4 BAQ-9,) (wnt — C — In 2] f 2 () d —
’ 1

-—'-(1 — —’-'Zi)fp (E) (In [i+&]+In |t — E]) d& = F(®)
0
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oraz
i

(3.10) fp(sj (In |z4-&| it — E]) d& =

= [(~ 7B — (2+») (C+In 217))? + ——2—1—771 - F(t)] ,
| — 3
2
gdzie
1
P= fp(E) dg.
-1
Jezeli oznaczymy
3 117 . 2+n P . P 1l
(3.1D m =P, 1= 2—v1['“’lB‘(2+”’)( +In 25},

a nastepnic uwzglednimy warto§é F (f) z (2.24) i (2.15)4 i réwnoczesnie calke (3.10)
napiszemy dla przedziatu (—1, 1), to otrzymamy ostatecznie
|

(3.12) fp(cf)lnltw&IdE:mernM#A .
21 (1“31) I3

Postaé (3.12) jest identyczna z réwnaniem analogicznego problemu kontaktowego

w oérodku jednorodnym, zawiera jedynie po prawej stronie dodatkowe wyrazenie

m |t|]+#n. Wynika stad, ze problem kontaktowy dla ofrodka z niejednorodno$cia

typu (1.1) dla malej wartosci parametru 4 {(a wigc przy malej nigjednorodnogci}

jest w przyblizeniu réwnowazny problemowi nacisku

i) stempla na polplaszczyzne jednorodng, a wplyw nie-

’\‘Azl jednorodnosci przejawia si¢ przez dodatkowe prze-

S A L mieszczenie mi-+n. Mozna wige wykorzystac wszystkie

znane dotychczas rozwigzania dla oérodka jednorod-

nego dodajac dodatkowo fikcyjne przemieszczenie --

4 (m|t]+n) (rys. 2). To fikcyjne przemieszezenie odzwier-

Rys. 2 - ciedla ‘wpltyw niejednorodnodci ofrodka na rozklad

naprezen kontaktowych pod stemplem. Rozwidzanie

réwnania (3.12) da sig wyznaczyé w postaci jawnej. WprowadZmy bowiem za-
miane zmiennych

1 !

(3.13) CE=2s—1, t=2w—1, sel0,1}

Bedzie wtedy
1

) m i3 .’:'IZE{)
fp(s)an{w—;]ds’:—2—|2w—'1]+~2~——

A (w)

] . (1f%)[3
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oraz
1

' m n nEy Pin2
fp(s)lnlwslds:“—ﬂw——li—l—*ﬁ*—d(w)— .

2 2 7\ 2
° | =5
QOznaczajac
_m n n TFy PIn2
(3.14) h(wy= 52w — 1]+ T A
=2
otrzymamy
3 .
(3.15) [P miw—slds=hw.
0

Réwnanie tego typu bylo badane przez CARLEMANNA [6], Jego rozwiazanie ma postaé
1 f h{(w)
272 log ]/S(l — s)0 Vw( — w)

(3.16) pls) = — W

1 —_—
K mVw(d — w)
+n2]/s(1~—s)(f w—g @

Oznaczajac przez p* (s) t¢ czgéé rozwiazania p (s), ktéra pojawia si¢ z powodu wyste-
powania wyrazéw niejednorodnosci w funkcji (), a wiec '

1‘ 1—[2w—1|+—
3.17 ) = —
G170 P 2n2log2]/s(1——s) Vw(l —w) v
(ﬁ|2w-—1|+ )Vﬁ;w)
f daw,
WZ]/S(IMS) w—s
dostaniemy : 7k Pln2

__fak

3.18 = p* s(1—s)
(.18)  p(s) =p*(s) + 272 log 2V/s (1 — )

. N

i f (1 2)’ L

— —_— Wi,
nzl/s (1 —us)

Calki wystgpujace w (3. 17) sy elementarne i dadzq si¢ wyznaczyc efektywnie. Po 1ch
obliczeniu i wykonaniu prostych przeksztalceni otrzymamy

C 2m 1 —2s m 1

2n210g2]/.sf(1 — %) - ;Z_IHH“ZI/S(I——S) w2 ]/s(I — &) ’
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corl 3}l

a powracajac do zmiennej & znajdziemy

G19)  pFE) = -Cc 1 = 1 2 JEl
2log2 Y1—ez = Yi-8 = 14+Y1-¢

Jest to ta cze$€ naprezenia kontaktowego, jaka zwigzana jest z fikcyjnym prze-

mieszezeniem (rys. 2), a wigc uwzgledniajaca wplyw niejednorodnosci ofrodka.

Ostateczne, calkowite napreZenie pod stemplem wynosi na podstawie (3.18)
po uwzglednieniu (3.19): :

620 ® e Pln2 1 " : By
) pE)=p*E) — 122 ] - &
» 27 log 2 ]/1—52 (1_%)]3n10g2]/1*‘§2

X

1

am | 2K, fza "W Vwd — w
X W - B wil.
¥ ]/w(l\—w) .(1_%) l%zl/i?o w—E—Zl

Wzér (3.20) podaje rozklad naprezen kontaktowych dla dowolnego ksztattu stempla
A (w).

4. Przyklady

Jako przyklad zastosowania wyprowadzonego Wzoru rozwazmy nacisk plaskiego
stempla (rys. 3a) i stempla o ksztalcie prostoliniowego «ostrza» (rys. 3b).

P P - a. Stempel plaski. Wtedy
A(w) = A4 = const. Calka wy-
V) stepujaca w (3.20) ma warto§¢
a ] b . X. 1 )
T x c . 4 (W) p A
4 ! 4 — e aw = Am,
-~ : Pt I Vw(l—w) .
Lol Leded ’
Rys. 3 otrzymujemy wigc
PIn2 1 - A4E 1

(4'1) 14 (‘5} :P*(E) + 2;‘%’10g2 ]/T":EE + (1 B ff_l__) 1310g2 ]/1—_?2 »
2
a po uwzglednieniu (3.19)

Pln2 - S'E_Eo._ -
—C 4

2 . "y
— 1713
o (1 2)1

42 -

“mlog2 T Y1 w2 Yi—g
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Calkujac obustronnie w granicach [0, 1] wyznaczymy zwiazek pomigdzy sita P,
a przemieszczeniem A:

: Pln2 wEy
- L+ —+ 4
2 1 p— -1’1, 13 i 1
P - 2 [‘ % om 1 +
2 7 log 2 —2 2 f [
g2 J V1—¢ ” V1— ¢z
£
-+ In IT_E] dE,
kt6ry po obliczenin calek przyjmie postaé I+V1-§
n  Pln2 wEg
22 {1-2)p -
P 2 ®  2m ( 7 ) 6107)
21 mlog 2 2 azl\2 ’
Uwzgledniajac dalej wartosci m i n 7 (3.11) otrzymamy po prostych przeksztalceniach
, N =
1 2lg2—n'n 4m’( : 6107) L 2
4p 4122 w2 \2 7 g (1 T’1),‘!31 2
(43) o .‘?IE{) 2 0B 2
gdzie
» .~ "B —@24»)(C+In2y) , 24w
(44 n = 2y L Ty L

Podstawiajac (4.3) do (4.2) dostaniemy ostatecznic

o PT1—06ml  2ml 1]
o= e yiE)

Wplyw niejednorodnosci jest stosunkowo nieduzy ze wzgledu na maly wartosé m’,

co wynika z (4.4). Np. dla plaskiego stanu odksztalcenia przy v = 0,2, /=1 m
A4=0,01 m~1 mamy

(4.5)

e 3

n =025 " 5=0005 m =00202 - 7 1 -
: . ‘ 0.0
Dia takich wartodci parametréw wykres Vi 20 N
naprezen pod stemplem przedstawiono / 20
na rys. 4, Jest on niemal identyczny z po- - f
dobnym wykresem dla o$rodka jednorod-
nego (rozmice sa rzedu kilku procent).

. Wzor [4.5] tract wazno$é w otocze-
© niu 0 wskutek -wystepowania wyrazu lo-. BlE)T
- garytmicznego, wynikajacego z ksztaltuy A
. fikeyjnego przemieszczenia (rys, 2). Rys. 4
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b. Stempel o ksztalcie ostrza prostoliniowego. W tym przypadku
A(x) = f ()t = —a| x[-}-A+-e,

gdzie @ = tg a, a ¢ oznacza przemieszezenic stempla. Po zmianie zmiennej zgodnie
z (2.15) i (3.13); znajdziemy

AWy = —2alw+A4e+al, w<1/2,
Po podstawieniu do wzorn (3.20) i obliczenin wystgpujacych calek dostaniemy
Pln2 1 + Ey D
2mlog2 1 — g2 135-3(1-—&)1032 Vi

(4.6)  p@E=p*®+

4aF, & A(w)
+ o d []/1_521111 |/ o ]s _f_[/ ](. w.‘l
(1—?1)12331/1—5 +Vi-e w(l—w)
4 nasigpnie
A 2m 4aE0 )X
@n pE-= o 7 (nz o1\
Bll— =) e2a2l0g 211 — &2 1——|P2x
2 2
. ( 1 b | & )
Vi-& 1+V1+el __
4= c (1 wi) b pZ 3(1 7)JL) }
™ B D — 7Y R R Uy &
Calkujac obustronnie od zera do 1 otrzymamy
P A 7 [2m 4aE, )(n 16107)
20 vy 2 \m2 N 2 ’ ’
a3l ———1lg2 1—?)12:"5
skad
A P 2 !
4.8) ——[1+—(E 1,6107)—1]—
25 (s 91)1 I a\2
7 YA 8ak, (s'v )
- - — 1,6107
11 \V2
e o)
Podstawiajac ten wynik do (4.7) znajdziemy w kohcu |
PSR [1 065m'l_ 2m'l He
o Vi n Cipvioe
 daBy 11026
ao.,[_____._+1 | &] ]
Vi-g 1+ V1 g

—_ - . 4




NACISK STEMPLA NA NIETEDNORODN A POLPLASZCZYZNE 17

Jak widaé, wplyw niejednorodnoéei oérodka jest analogiczny do wplywu w przy-
padku stempla plaskiego. Dla a = 0 otrzymujemy rozwiazanie zgodne z (4.5), a dia
n =0m" =0, skad otrzymujemy rozwiazanie dla ofrodka jednorodnego.

Godnym uwagi jest fakt, iz w przytoczonych wzorach (4.5) i (4.9), podajacych
rozklad naprezen kontaktowych pod stemplem, nie figuruje parametr »’ Zawicrajacy
nicokreslong stala B.
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Peawwume
HAXHM IOTAMITA HA HEOJHOPOAHVIO, YIIPVIVIQ ITONVITIIOCKOCTh

Haetca addexrreroe permenus KOHNTAKTHOR BAIAYH, IS CHMMETPHIECKOTO TITAMIA HpPOH3-
BOTIGHOHE (OPMEL, Jexkaluere Ge3 TpeHus Ha HEOEHOPONEOH, ynpyrof momynnockocTd (puc. 1).
Heopuoponsocts cpegpt onpeaensiacs TepeMernm oo riyOHHe MojtyneM yopyroct popast (1.1),

Peienne monysero npw ucnomp3oBAHER dyHKITIE HATPSDKOHME OpH U NpuMedcHHE WHTer-
pamsHEOro npeoSpasosanms $ypse.

KounrakThas sagaua cromwrcs x DapBhiM HHTErPANBHEIM ypaBHeHusM (2,19). Ipumemsas
veTon Hobns sTH ypasseHus CBOmsSTCH X HHETETPAABHOMY YpaBHeukio Opearonsma Nepeoro pona
(2.25), nust xoToporo gaertcs npubnEKReHHoe (A MAITOro OAPAMETPA HeOAHOPOAHOCTH A), ONHAKO
SOOCKTHBHOE, pemente BRIPAKEHIOE B xBaapaTypax (3.20).

B saxmwoucnme ofcympatoTes ppa TPEMEPA: AAOCKHE IITAMO ¥ OpsIMONTMEEHHLD MiTamMn
B opme «ocTpuwsm. Jas ofoux ApUMBPOB MAIOTCs pemenns (B KHacce MEMEHTAPHEIX HyHKLHIA),
TTpuBORSATCH [HArDAMMBI KOHTAKTHBIX HANPAKSAAN HOX InTaMaoM (puc. 4).

Summary

THE PRESSURE OF A RIGID BODY AGAINST A NONHOMOGENEQUS
- SEMI-INFINITE ELASTIC PANEL '

An effective solution is obtained for the contact problem of a symmetric body of any form in
contact without friction with a nonhomogeneous elastic semi-infinite panel (Fig, 1). The nonhomo-
geneity of the body is expressed by a modulus of elasticity variable with the depth, in the form (1.1},

Solution is obtained by using the Airy stress function and applying the Fourier integral trans-
formation,

Rozprawy Inzynierskie — 32
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The contact problem is reduced to dual integral equations (2.19} which are reduced, by means
of the Noble method to a Fredholm integral equation of the first Kind (2.25), for which is obtained
an approximate (for a small nonthomogeneity parameter 4) but effective solution expressed in
quadratures (3.20).
~ The two examples given concern a blunt body and a wedge. The solutions( in the class of
elementary functions) are obtained in both cases. The paper contains diagrams of stresses under
the body in contact (Fig. 4).
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