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O PEWNYM ZAGADNIENIU NIEJEDNORODNEJ POEPRZESTRZENI SPREZYSTEJ

GWIDON SZEFER (KRAKOW)

1. Wst@i)

W pracach [2 i 3] podano rozwiazanie kontaktowego problemu dla pélplasz-
czyzny sprezystej ze zmiennym wzdtuz glebokosci modulem sprezystosci (E () =
= Egy™, 0 <m <1 w pracy [2], E(3) = Eye®™ w pracy [3]). W pracy niniejszej
rozwaizymy dwa zagadnienia osiowo-symetrycznoego stanu naprezenia, mianowicie:

" a) zagadnienie stempla, b) zagadnienie typu szczeliny dla niejednorodnej pélprzesirze-
ni sprezystej z modulem. Younga w postaci

(LD E(z) = By e®. | :

W zagadnieniu picrwszym podamy efektywne rozwigzanie problemu kontaktowego
dla stempla o dowolnej podstawie, spoczywajacego bez tarcia na polprzestrzeni
(rys. la), w zagadnieniu drogim wyznaczymy naprezenia 1 przemieszezenia dla

- pir)

a

2

Rys. 1

szczeliny w symetrycznie niejednorodnym (wzgledem plaszczyzny, w ktérej lezy

szczelina) oérodku sprezystym. Ten drugi problem sprowadza si¢ do zagadnienia

pélprzestrzeni z okre§lonymi warunkami brzegowymi (rys. 1b). Zadanie to moze te7,
. znale7¢ zastosowanie w mechanice gérotworu do wyznaczenia napreZen w sasiedztwie
- frontu eksploatacji.
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Podamy rozwiazanie obydwu zagadniefi wychodzac z przemieszezeniowych
réwnafh Lamégo i stosujac transformacie calkowa Hankela. Problem brzegowy .
sprowadzimy do dualnych réwnad catkowych, ktore przy zaloZeniu malej nie-
jednorodno$ci rozwigzemy efektywnie.

2, Ogdlne sformulowanie i rozwiazanie problemu

W walcowym ukladzie wspélrzednych r, ¢, z rozwazamy problem osiowo-
symetrycznego stanu napreZenia dla ofrodka ze zmiennym wzdhnz osi z modulem
sprezystoéel E = E (z). Przemieszezeniowe réwnania Lamégo maja postac

QG+2) (azuqti EL~f~~u—) PPN
ar2 r or r2 022 oz
: 2w , aw
.1 o _ +{G+2) 7 oa + G o = 0.,

(62w+ 1 é‘w) . ; 62w+ o4 6w+
¢ or2 T E @G+4) 0z2 2G"+4) oz

cd (62u n I 6u) lr(6u+ u)u_o
+(+)6r62 r6z+ ar ri
gdzie u oznacza przemieszczenie w kierunku osi r, w oznacza przemieszezenie w kie-
runku osi z, G = G (2), A = A(z) sa to «stalen Lamégo wynoszace odpowiednio

E(2) E(z)v
2(1+») (1+9) (1 —29)°
gdzie » jest stalym wspolczynnikiem Poissona. Kreska pionowa. oznaczono roznicz-
kowanie moduléw. Dla rozwiagzania uktadu (2.1) zastosujemy transformacjg catkowg
Hankela. W tym celu réwnanie pierwsze pomnozymy przez rly (ar), drugic przez
1y (ar) (gdzie Ij i Iy sq funkcjami Bessela pierwszego rodzaju, pierwszego 1 Zerowego
rzedu) i scatkujemy wzgledem r od 0 do oo. . :

Korzystajac z wlasnodci funkeji Bessela otrzymamy nastepujacy uktad rownan
zwyczajuych dla transformat:

GG — a2 QG+ % — a(G+H W — oG w=0,

G(z) = WD) =

4]

2.2) : . -
a (G +alu+QGHHW +QG +A)w — o2 Gw=0,
w ktdrym
ula, z) = f u (r, z) 1y (ar) dr,
0
V@ = [ WD) d

sa transformatami Hankela przemieszczeﬁ:ﬁ_ i Dla modulu sprezystodei postaci
(1.1) mamy G (z) = Gy e, A(z) = A e i Ag. 53 statymi Lamégo.
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Ukiad (2.2) przyjmuje wiedy posiad

Gy . Go+4g . Agd

~yt A"‘"r_ 2 ’ ~
. w' ' Aw o 2Gy i w+a2G0+AOu+a2GG+ADu 0,
' Gotdo o o o . 2GytA
—GMW’ — adwtu'"+Au’ — az—iﬂn-ﬁ =
GO G{)

Wprowadzajac operator p = d/dz otrzymamy

(2+A ,_ G )N ( Go-+2o ho 4 )
— — — =
£ P ZGﬂ‘l‘Z@ W O:ZGD“i—ﬂ.O p+a 2G0+ﬂ.0 0’
2.4
Go+ 4 . 2G4
(_a 0 OP—GA)W“F(pZ-FAp_az_u)a:O
GO G{)
Oznaczajac dalej operatory
0
Ly, = p2 — a2
11 =p¢+tAp —d 2Gotin
Go+2p Ao
L
127 % 2G4 ptad 2Gp+4p°
(2.5)
Lo Go + 4 y
21 = — 0 G P o,
2Gy+4
Ly == p2+Ap — a2 0t
‘ Gy
napiszemy uklad (2.4) krotko
(2.6) Lyyw+Lizu =0, Ly wtLyu=0.
Przyjmujac
@.7) w=Lpg, u=-Lyp

spetnimy (2.6); tozsamosciowo. Podstawiajac (2.7) do (2.6); otrzymamy réwnanie
okreslajace funkcie g (o, 2):

Ly, L
(2.8) L (Lia @) +Lp (— Ly ¢) = ‘ g —o.
: Loy, Ipp
Po obliczeniu wyznacznika dostaniemy
(2.9) [P4+24p3+p2 (42 — 202) — 2402 p+-atta? dv] ¢ = 0,

gdzie vy = vj(1 — »).

Réwnanie charakterystyczne

(2.10) MA42AN34(42 — 202) 22— 2402 Aot a2 Ay, = 0
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ma cztery pierwiastki zespolone

A : A
./11_=_af"5‘_“|"l.b, ﬂz=—a——2———-ib,
A A
3.3:4:1—7*1'5, 14:—-61'""—2“4‘1'5,
@.11) az+4;+]/(a2+%2_)2+ A2a2y
ale)=y 2 . ’

TR
- azf"z-{- (a2—|- ) + A2a2py
b (a)y= — ‘ 3 ; .

Calka ogdlna réwnania (2.9) jest wicc funkcja

(2.12) ¢ (a, 2) = C| 1%+ C; ¥ 4-C; e 4-C, €47
Zadajac znikania naprezen w nieskoficzonoéei, a zatem biorac @ (o, z) -0, nalezy
przyjaé e

C) = Cy=0.

Uwzgledniwszy te wartosc i przeksztal'ca]qc dalej (2. 12) do postaci rzeczywistej
otrzymamy ostateczme

4 .
p— _i.A.‘

(2.13) pla,z)=e (s _ 2)5 [Co(a) cos bz-+Cy(a) sin bz].

Transformatg przemieszczenia w wyznaczymy ze zwigzku 2.7

Wwla,2)=a

Po uwzglednieniu (2.13) otrzymamy

’ a —(as2) 2 . A
Q14 W(s2) = 26 € (%2) {ICZ(AUA—(G0+AG)(4+~2—))+

+ Csb (Got+ ﬂo)] cos bz + [‘“ Cyb (Go+20)+Cy (ﬂoA —(Go+ 4g) x

X (a! + i;;))] §in bz}.

Analogicznie z (2.7); Wyflikaj'ac WZOTY

. Go -
—_ If— I 2
u(%2) = - v A Gt

) + C42ab] x

(e, z)=e (H%)Z{[C (_ @2-1-b2 + 42 + =2
N 2 4 2G4

A2 Go '
o _ PN T L |
_ x c.:os.bz—l—[ _ 022ab+C4( a _I'-.b + 1 +. a2- 2G0+;{0)] smbz}.
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Znajomos¢ transformat przemieszczen pozwala wyznaczy¢ transformaty naprezen
ze znanych zwiazk6w: ,

2.16) az_zc—+za_(za+z)~+z( +1), r':.'G(faﬁ—i—alv).
or L “\0z .. or
Mnozge (2.16); przez rly i calkujgc otrzymamy transformatg napreZenia o;:
| oy = QG2 W Aai, i
c¢o po uwzglednieniu (2.14) i (2.15) daje

‘ 4 B
Q217 o= ae ~l-3)e i [cz[m (a -+ A)(E‘LTG&A — (NG a) — 126G, +

A2

+ 4o (? — 2 ta? )] + Ca I bGy (Afza)]] oo bz -+

0
2Go+Ao

A — Gy .
+ [Cz [6Gy (A—|—2a)]+C4[ (a + ) (T — (Ao+Gy) ﬂ) -

b2 Go-- (A_z_ 2 2__(_;0_)] sin bz} .
B G e T e A

Analogicznie mnozac (2.16), przez rf i calkujac otrzymamy

oraz dalej .
C e 4 e Go
(2-18) T==Gpe * C {— (a + ‘,Z) (bz — a vy + GZZ_GO:I-"A_O) —
2 A
- 2t =gt d — Gt oo+ 5|+ | 2o+ 5] +

»(2 2A2+2G°) o Gg+Any b b
+blb2 —a +T GZG{)-H-O 2G0—§—10(0+0)] cos bz -}

|t (ot 3) - o{p—at Tt g i) s oo 208]
_ CgZdba+2~bb—a+ +a2G0—|-/102G0-{-Z(0+0)]

REETSEIN N
+ Ce| — a—%? b2 — g2 a? ZGo—Ho — 2a

2Ga~2|-z ( =~ (Got+4o) (a+ ))]] sin bz}.
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Ze zwiazkow (2.14), (2.15), (2.16) i (2.18) obliczymy przemieszczenia i napr¢Zenia,
stosujac transformacje odwrotna:

o

wir, z) = f w (a, 2) aly(ar) do. =

e [ T o @raoles ) +

[i]

+ CylGo+Ag) b] cos bz + [M Co{Gy+Ap) b+ Cy (AOA — (Go+Ag) >

oot D)) simbab 1y (@) da,
)
@19 (e, 2)— [ e 3 aly (w) da —

0
_f "(““L%)z{{c (bz 2+ 24 2L)+czb] b

_fae 2 —a 4 a2GO+1@)' 4 2ab|cos bz +
0

- 2 g2 g2V si
—i-[ Co2ab+Cy (b a? + ) + 2Go+ 70 sin bz ¢ [ (w) da,

axlr, z) = f a(a, ) aly (ar) do =

0 co 4 .
—(a+j)z .AZ
=G0fa2e Cy a2—b2+2—+aA—§-a2

; ) ‘

0 .
ZG{J—I—EG) B
— C4b(A+2a)] cos bz -+ [Czb(A +2a) 4 Cy %

X J— JEE— '
d 3 ad+a 2Go+7s sin bz ¢ Iy (ar} da,

‘E‘G', z) = f ¥ (a, z) aly (ar) da =

o)

() A) A2 G
= G, 2 — ez — il L
U.J(w Cz[ (a+ 2 (b2 a? + 1 + o2 2Go+ﬁo)

(004 = Gt o )|+ o[- 2a0 w15 )+

—2ap2 — "
2Gy+4

A2 Gy a?
+ b b2—a2+7+a2 g (G0+20)b] cos bz -
o :

2Gy+A9)  2Got
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A A2 Gy
+l e, |2ab a+? — b bzfaz+_4_ﬂ|_az%___ +.

2Go+4y
2 (G b]+C[ ( —I—A)(b2 NI )
2G4y OV ) i A Y A S A B YA}

2 | A ,
— b2 — _26(1}«—/1 (%A — (G4 (a + ;))” sin bz] Li(ar) da.
-

Otrzymane wzory pozwalaja na rozpatrzenie problemu brzegowego. Jako pierwszy
rozwazymy problem stempla.

3. Zagadnienie stempla

W tym przypadku warunki brzegowe sg nastgpujace {rys. la): dla z =10

7T =0,
(3.1 w=Ff+te, r<l;
oz =0, F >l

Z warunku (3.1); po uwzglednieniu (2.19)4 otrzymujemy

C[ (+A)(b2 21 2 ) 2ab? “
2T\ et 2Go-Fio! T 26y 7

y (},OA — Gyt i) [at ’24))] + c4[~ 2 (ﬁ%) +-

Gy )_ ) G0+10]
2Go+hy) 2G4

A2
+(52—a3+?+a2

skad po przeksztalceniach

(—I—A)(b?- 2#A2)+ 52 2( A) Ay
\a 2 — — 2ab2 — a2 lg ﬁmZGg—i—lg

o auler 3 e e
—2ala 2 @y a2G0+lg

Mieszany warunek (3.1)2, 3 po uwzglednieniu (2.19) 1 (2.19); daje

1 4
m[ a2lC2 (10 A+(Gﬁ+ﬁ.g) (a + E)) -+
0

(3.3) + 4 (Gotho) b] L@)da—fF@)te, r<l;

(G2 ¢ =

[c( R a0 )
[elale peg TN
0

— Cyb (A—i-Za)] Iy (ar) da = 0, r>1
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Podstawiajac wyrazenia (3.2) do réwnania (3.3); dostaniemy

00

:f a2 I:Cz (lo A— (G0+ﬁ.0) (a + ?)) +

o N

A A2 A Ao
(a+ ._5) (bz —q2 +4) 4 2ab? — az(a_— ?)m
A A2 . 110 (GO—I—'J‘U) CZ ®
'—2a(a+—2—)+b2~a2+7—’a2—26—0_ﬁ; )

x Iy (ar) da = (2Go+-2o) [f (D +cl,  r <L

Po wykonaniu prostych przeksztalcen znajdziemy

zA[ 2 ( +A)+b2 B ]+
0 — ia\a 2 ! —.-Ct' ? a2 2G0+3,0
A2
% 4 2a (Gt Ag) (bz a2~ — ad
2 =
3.4) f Cyu ) ( N 'Ai) + bi, 24_?42 _ i 7 - Iy (ar) da
° B CREEY B R R A TN I

Gl [l T <

Analogicznie podstawienie (3.2) do (3.3); po przeksztalceniach daje

(+A)[2":2 A2_|_ ok ]
—2ata 5 a+b+—2 ad-f-a 7 - .

26+
o0 (bz 2+A2)( 24-b2 42 Fad 2 Ll )
: —\P @t )\@rit el = e
(3.5) Cya - : :
—2ajaT oy TET T 26+
2 0 ( 2.1 b2 3 A2 - gd — a2 A )
.o a —— —ad — g2 ———
Gty 4 26t ll  ayda—0;  rl
2 ( +A)+b2 s B D '
B ST AL A IR TS

Oznaczajac dalej dla zwigzlodci

I AA[ (A) ) 2A2+2 G@]
1(0!)— 0 — 24 d+—2‘ +b -— +T a ZGO—l_}'O -4

A2
4+ 2a(Gyo+2A) (b2 — g2 — 7 aA) ,
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e e Frane g
{3.6) Ly(o) = — 2g G‘JE"'E“ az+4 ?-I-aA—I—a 2Go+ 7y —

(bz 2 AZ)(2 2 L 2.0 a ) :
— — a2+ 7] a’-t-b *l"':l‘-l-aA—a 2GoTn +

' 3 20
-t a2 a2+b2"f-Z-A2—aA—a2m ,

0
2Go—|—/10 2 GO+AU

M 2(+A)+z 2 B o
(2) = —2ala > b—.a T a2G0+Zg

napiszemy rownanie (3.4) i (3.5) w formie krétszej:

| f C; a2 ﬂ;E)fo(m)da(zGo+ao)ff(r)+c Pty

0

0 I : - . )
f Czot ME )Ig(ar)da -
0

Problem brzegowy (3.1) sprowadzilismy wige do dualnych réwnan catkowych
z niewiadoma funkcja Cy (2). Réwnanie (3.7) przeksztalcimy przyjmujac podsta-
wienie

3.7

Ly (o)

3.8) ' Cy a2 M@ Y (a),

skad otrzymujemy

f p (a) ng )ID (ar) da = (2G0+7LU) f(f‘)+0 r<<lI

(3.9) ’ -

f @(a)[o(ar)da=0, _ _ A
0 c
Uwzgledniajae zwigzki (2.11) i podstawiajac rfl =1, al = u, Alf2 =y

2k '[“ZJF n2+ V(uz¥;52)2+4u2 72 ¥ -+
+29 ]/uzﬂz HY @bt | Gt ]

£ 2 2Gyt4p
(3.10) Lw'= NG : +
2021V (12 L 22 Ag2 y2
(2G0+zo)]/” AV er’” e ‘
X [u2+'ﬁ‘2+ 2n]/“2+n2+ V (uz—z%nz)2+4u2n2.va] |
+ }

N () ’
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gdzie

etV (u2+n2)2+4u2?72v1]
x
2

NG = [uz+n2+ VG TP+ Aoy + 2 I/

w24 V (222 +-du n2v, n

x [W2+ V @242y -+ 2n l/ 5

y!
24 2 2 2\2 A2
T
2 _ 2Gy+4o 2Go+2g

w2+ V@t PPt dd
2

X [l/(u2+n2)2+4u2n21}1 J— 37?2 — 27]]/

Ao ]
=
2Go+24o
napiszemy wzory (3.9) w postaci

f v @) L) Jo () di = QG-I [F(DHe), 1< 1
(3.11) d

o0

f%ﬂ(u)fo(uf)du:O, t > L.

\]

Jak widaé z (3.10) funkcja L (#) ma bardzo zlozona postaé, utrudniajac tym samym
efektywne rozwigzanie dualnych réwnaf (3.11). Przyjmijmy dla uproszczenia za-
lozenie o «malej» nicjednorodnoéei ofrodka. Niech wige bedzie matym parametrem,
(i niech %2 & 0). Funkcja L (1) wyrazi si¢ wtedy prostym zwigzkiem

Ay (5Go+320)+(2Gp+40)?
. QGo+ar 1 U @Gy 1 IoP
@1 LWy Y 2Go-+in '
7 ut-2n Got+4o

a réwnania (3.11) przyjma posta

1 ut2nd
fj-mqp(u)Io(ut)du:F(t), t<1;
(3.13) 0

o0

f w (W) Iy (uf) du = 0, t>1,

Q
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gdzie
A (5Go+320)+(2Gp -+ )2 _ 2Go 4
(2Go+429)? ’ Go+4p ~
(3.14)
Mamy dalej L
u+2nA A— 0

e A g = W,

gdzie wprowadzono oznaczenie

{3.15) Hu) = ZWW.

Réwnania (3.13) napiszemy wige ostatecznie w formie nastepujace]:
[yuin@y@nea=ro. <

{3.16) 0 o

fﬂ,u(u)fo(ut)du—(), t>1.
‘ i
Do ich rozwigzania uzyjemy metody Uflanda—Lebiedjewa [4] szukajac funkcji

(4} w postaci
1

3.1 p(u) = ufg(«f) cos Eudé.

0
Podstawmjacc (3 17)-do (3 16); otlzymujemy

(3.18) f f g(&) cos &uly (uh) dudt =

1
f [ (D sinu ~f g' (&) sin Sudﬁ] Iy (ut) du =
by

I
=g{l) f sin u o (u?) du — fg’ (&) dE fsin Euly (urf) du.
0 [H 0
Wykorzystujac wlasnoéé catki Webera-Schafheitlina
o 1 o
' —/—' =, jesli &>1}

(3.19) f sin &uly (ut) du =1 V & — 12
0 - 0, jesli &< f

stwierdzamy, ze dla 7 > 1 obydwie calki w (3.18) znikaja i réwnanie (3.16), spelnione
jest tozsamo$ciowo.
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Podstawienie (3.17) do réwnania (3.16); daje

(3.20) f [1+H ()] f g(E) cos Euly (m‘) dEdy =

T 1

00 i
— f [ f g(8) cos fudf] T (ut) it + f H(u)[ f £(6) cos fuds] Ty () ds —
] Q 0

1 1

= fg(é) dg f cos suly (uf) du + f g(&) dé f H (u) cos Euly (ur) du = F(1).
0 0 0 0 '

Z uwzglednienia wartodei calki

o | 0, jesli &>,
(3.21) f cos Euly(ut) du = 1 -
;7?5_??5’ jesli &<,
otrzymujenty
1
g (&)
(3.22) ]/ > d& + | g®d | H (u) cos Suly (ut) du = F (t)
Korzystajac z calkowego przedsta\mcma funkc_]l Bessela
1 w2 -
Iy (ut) = "; f cos (ut sin 6) d0
0
dostajemy
2 %]
g (&)

|/t2_§2 dé + — f (f)d§f [fH(u)cosEucos(utsmﬁ)du]d@ F{).

Przeksztalca}qc iloczyn cosinusdw na sumg i przyjmujac w pierwszej calce § —
= tsin 0 znajdziemy
=j2 {2 1

fg(tsm 0 dt + -— fdﬂfg(é) dEfH(u) [cos u (£t sin 6) 4

+ cos u (£ — tsin O)] ru = F (1)
oraz .
nl2 1 .
(3.23) f [g (tsinf) + — fg(é') d& f H{(w) [cos u (§+tsin 6) +
0 0 0 - cos & (£ — ¢sin 0)] du] do = F(5).

o

Niech

i
; 1 _
(3.24) P{sinf) =g (tsind) + E;:fg(f) [B (€41 sin 6)+ H (£ — ¢ sin 6)] d€,
’ 0
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gdzie
(3.25) ' CE(x) = f H () cos uxdu
. ' P ,
jest kosinusowa transformata Fouriera funkcji H (). Mamy wtedy z (3.23) réwnanie
wi2 .
(3.26) f @ (¢ sin ) df = F{(1).
. 0 )
Jest to rownanie catkowe Schlomilcha, ktérego rozwiazanie ma postaé [4]
5 ni2
3.27) @ (x) = — [F 0+ x f F'(xsin ) d@].

Z (3.24) wynika wiec réwnanie Fredholma drugiego rodzaju
zf2

1
{ - - 2
g(t) + ﬁfg(ﬁ) [H (E+O-+H (& — D] d§_=;[F(0)+tf F' (¢ sin ) dB],
0 ‘ 0
ktoére mozemy napisaé krétko

1
1
(3.28) 20ty @K G0 =D,
9

gdzie

(3.29) K(E )= H(§+t3;-H(§ — 1),

() =— [F(O)-{—tf F'(t sin 6) d@].
0
Jadro K (&, f) mozna wyznaczyé cfektywme Mamy bowiem
- mz A—0Q di— 24— O cosuxd
H(x)an +2Qcosu!x 1= 21 ( )fu—{«Z.Q
: h

= — 2 (4 — ) (sin x29Q + si x2nQ|-cos x 22 « ¢i x27Q).

Tutaj funkcje si i ci sq sinusem i cosinusem catkowym. Dla malego n mozna je
przedstawié za pomoca wzoru

. .
si x298) = — 5 +2nQx,  ¢lx2yx C+n 290x,

gdzie C = 0,577216 jest stalag Eulera.
Ponadto dia malych wartoici % mozemy tez przyjad

sin 2502x = 2982x, cos2pfx = 1,
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skad
)~ 2 (4 - Q) [mgx(— g + ZWQx) +(C+1n 2179;;)].
Zaniedbujac wyzsze potegi n znajdziemy w koncu -
" (3.30) H(x)~ ;2ﬁ (4 — 2) (C+1n 2402-+1o x).
Stad na podstawie (3.29); otrzymamy
(33D KE )~ —4p(d— Q(CHin2g2) — 2 (A -2 Injé] +n| & — A

Rownanie (3.28) przybiera wige forme
] |
1
£+ 35 [ 2O L4101~ 9 (€11 210) - 21(4 ~ Dn |2~ 2N = h O

a dalej po przeksztalceniu formg
1

(3.32) gt — sfg({-‘) In| &2 — 2| dé = k(D).
b
Tutaj dla zwigzloéci wprowadzono oznaczenie
A— 0
e=1 . »
25
(3.33) k()= h(-+ - (4 — 2)(C+1n 2982) B,

1

= fg@) dE.

[

Dualge réwnania (3.16) sprowadzilismy wigc do jednego réwnania Fredholma
drugiego rodzaju z jadrem loga:rytmicznym Réwnanie to moizna rozwiazad przez
jadro iterowane.

Dla jadra ze slaba osobliwoscia typu (I1])
("5: 3

K1 )— e

| A& | < M=const, 0<a<l

proces iteracji jest zbiezny, gdy
1—ua
M

le| <
W naszym wypadkun mamy

In|§2—2{<

IE tll[2:
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rozwigzanie istnigje wiec dla

=7

1
& < = —— =~ 0,355,
212 272

Dla malych wartoei 5 (co zalozyliSmy) warunek ten bedzie prakiycznie spefniony.
Np. dla » = 0,25 znajdziemy z (3.14);,, 4 — £ = 0,39, skad ¢ — 0,124%. Dla
% = 0,01 (odpowiada to np. wartoei 4= 0,01 m~1 dla 1 = 2m) g = 0,00024 <
<2 0,355. Rozwigzanie réwnania (3.32) ma wiec postaé

1
(3 g =k@)s f E©In 82— 2|+

0

i1
-I-sszk(z)ln|z2—§2[1n[§2—tzldzdf—l—....
0 0

Majac g (1) wyznaczymy funkcje y () z (3.17), a stad naprezenie po wykorzystaniu
(3.8) i (3.2). W szczegdlnodci naprezenia kontaktowe wyznaczymy latwo, wychodzac
Ze WZOoru

o

L Go [ .
oz (r, 0) = Gy faz G ﬂ_fg(ﬂr) da = —l;“fvp(u) Iy (un) du =

0
i

0
Go [
== _lf [u fg(&) cos &u dE] Iy (ud) du =
b ]

1

= ?f [g(l) sin o — fg’(é) sin u df] To(ut) du =
] 8

:%io[g(l)fsinulo (ut)du—fg’(&) dffsin Euly (ut)du].
0 5 5

Dla ¢t <1 otrzymujemy stad po uwzglednieniu (3.19) naprezenie pod stemplem:

1

Gof g() g' (&

(3.35) p(z)=~[-__ — _mdf].
1 ]/1 ) ; ]/52. —p

Jak wida¢, do ich obliczenia potrzebne sa wielkosci g (1) i g’ (&). W tym celu nalezy
efektywnie wyznaczyé funkeje g (£) z (3.34). Na podstawie (3.14)3, (3.29)2, (3.33)3
znajdziemy ’ '

W) =fO+e,

| GotAp §2 con o Gotdo )2 .
F@) = 4(m) f@+cl, F@O= 4(““——260 ) (@,

Rozprawy InZymierskie -- 3
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{2
h(t) = [F(O) 11 f F' (¢ 5in 0) dﬂ] ==
0

al2

(%11) [f(0)+c+t f f'(tsin B)dF)]
8 Go—l"ﬂ,{) 2
bt RUCIEEI

gdzie wprowadzono nastgpujace oZnaczenia:

D= tf f{tsin ) db,

() = Go+4p \2
0 h(t)+—(z1 Q) (C+1n272) B = A+ Sei2) PO

8(Go-l—ﬁo)2 0 +??A
7 \3Got e FEORR Il ) (C-+In258) B.

Podstawiajac powyZsze wiclkosci do (3.34) dostaniemy

() = k(@)ts f @ In 1€ — 2] it =

0
1
8 G0+}.0 )2 . GO‘]'RO
. E(zaﬁzo D(t)+ef[ﬂ i (ZG +z ) D(es)]lnleZ—zzsds.
L]

Po przeksztatceniach i obliczeniu catki otrzymujemy nastepujacy wzor:

336 g =A{l+el1— Nl -+ Dl (14— 21} +

8 { Got-do \2
+ (m) [D(®)-+ED)]
gdzie
1 .
E@) = fD(rE)ln | &2 — 12| d&.
[H
Stad

1+t S(Go—{—ln 2

g 0= Aslnﬁl—_—; -+ 7 \2Gat A ) (D' (f)+E' ()]

Go+2o

g(l)= 41+ ln 2— 2)]+ ( ) [D(1)+-2E (D]

2Gy+4
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35
Na podstawie wzoru (3.35) mamy wigc
All48@In2—2)] + — (ﬂ) D (1)-FeE(1
o N prowim BLIORRAO)
1) = —
P ] l T
Go+4y ) , )
f Asln (2Gﬁ+ﬂ D" (&) +E' (&)] d§
Ve Tp
Wystepujaca pod catka funkeje logarytmiczng rozwijamy w sﬁereg:
= 1 1
= m—1 ., e
2 3 e e )
otrzymujgc po obliczeniu prostych calek |
{ Go-+2p \2_
) All+eQ2In2 —2)]+— 7 \ 260 o [D (1)+<E (1))
3.37 £ =— - -
. e 46 132 - 16 8 Got+2p )2

gdzie
1
M@ — D' (&)+=E'(§)

. VE — 2

Dla wyznaczenia zw1azku pomiedzy przemieszezeniem stempla a sitg P calkujemy
(3.37) wzgledem ¢ w granicach od 0 do 1 ofrzymujac

+
e ) P)-+en()] f i
f]/l—ﬁ 5 T3 (1 t2)+:l,§(1 —tz)z]dt—

m_(z(g)o-:_i ) fM(t) dt}

Po obliczeniu wystepujgeych calek i prostych przeksztalceniach dostamemy

R T R Y R A ETen N D<1>+8E<1J“;N]s

gdzie

P G,
T=T {[A[l—}—s(Zan 2] -+ (

1
N—_—fM(r)dt.-
Y _




36 GWIDON SZEFER

Stad znajdziemy
P 8Gy ( G+

2 2
Ga 1T ’“z‘e_ﬁ“) [D(‘)“E(l)“;f‘r]

m [1eama 2]
all-tei2in 0

Podstawiajac t¢ wartos¢ do (3.37) otrzymamy

God[1Fe(@n2 —2 46 132 16
° { tel2ln )—al/l—tz[H——(1—t2)+%(1—12)2]}+

pl) =7 Vi-n 15 135
Gy 8 Go+4o )2 [D (D+eEQ1) ] _
I = (26’0—!—30 Vi MOl =

(G"H"’)Z[ 1)-+-eE(1 iN] |
P —8Go\ 5 D (1y+eEQ) — — {1+a(21n2—2)__

Vi—z

) el 55|
| al|14+e\21n %

]/1 2[46 132 ) 2+ 16 : 22]}_!_
—eVi-2| g s ATt =a)
8Go [ GotAo \2[D(DH+2E(
__0( 0+o) W+eED T
il 2G0+10 ]/1.__1‘2
Po dalszych przeksztatceniach napiszemy naprezenia kontaktowe w postaci naste-
pujacej: o
: i 111
[
90 Gy+4p |2
Plit 791 'SGO(Ec;)Jr;) *
] 1+E(21n2~_) AETOTAR
20
ui il
D) %0 2 N|1+ %
>< —_——
291 7 291
- 1+s(21n2— 90) 1+6(21H2 90)
38) p(H) = ———
( ) p(® _ ﬂl]/l—tz
SG{)( Got+2o )2
7l ZGD_I'AD M(t) a
P—8G, GOHO)Z[Dl >N E1]
X

7l

1 21 2~“~2—91
& n 90
132

46 16
-I/ . 2 - — 2y + — (1 — 2)2
xVl-—t [15 I3S(Iu, 2) 75(1 t)]
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Dla ulatwienia przytaczamy krétkie zestawienie wielkoSci wysigpujacych w tym
WZOYZE:

;w2 1
D) =1¢ f Fasinydy,  E@ = f D& In |£2 — 2] dE,
(3.39) ° ¢ "
D' (&)H-eE' (&)

M@= —VE‘I dé, N= f M5 di.
¥ 7 h

Wzér (3.38) pozwala wyznaczyé naprezenia pod stemplem dowolnego ksztaltu,

a !P [0
e
i} r
. 2
[
L)
bl '
[4 e i

Rys. 27

Dla przykladu rozpatrzymy stcmpel plaski i stozkowy (rys 2).

a. Stempel plaski.
W tym wypadku mamy:

f(t):()s D(t)=0, E(I):E’(t):E(1)=O,
(=0, D=0 M@H=0, N=0.

Naprezenie kontaktowe wynosi wige

m
90 °
G40 p@) +8_n 90) -
' P =" 2
wl Vi—e 1+s(21n2—~961)

16 :
xV1— 2 lﬁuw(l )+%(1—:2)2].

135
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b. Stempel stozkowy. Ksztalt stempla okresla funkcja f (1) = 6 — ar, a =tg a;

stad
T alre
FO =d—a, D@O=—aizy, DO=- "y,
| . alz
- fi(n = —dl, D@ ==,

. aln alﬂ:
E() :f—TEInlfzu- 2ldé = — —=[Pln 241 — #In(l —2) — 1]

0
2 alm

: 7
E(£)=—a17t1n~i—:—"tz, E(l)_T"

2
1—al%+s(—a;£5mlf§2)
Ve —p

P
. alm 2t
Sl U P L Ve —n
2{ 1nl—l— +s[4tarctgl/l+t ]/1 21n(l t”

1
aln 2 alr
lN—— —1u—dt——£f[4tarctg H—t
0

M@= deE=

14-¢ 2

e ’ al 37 11
]/Imtzlnilfﬂi]dt— — 1n2—|~e @ 15

Naprezenic pod stemplem wynosi

iy
A
P11+ 20 5 .4alG0(2(2J:_;) [ﬂ—2ln2m
) T [¢] 0"
I+s(2]n2 90)
111
. — &
53 22)] 90 ( a)
el—=n— |1+ ——-1—=\=
291
(32 13 1+£(21n2—ﬁ) : 2
(341) p()= T
P+4a160(m 21]12 12315 | 15 )
) nl
+8( n 90) ‘
46 i6 2
><!/1—f2 s ‘“33'5"( — )+ (- |+

oo g -y e[/ T - viEma )
— -— V¥ 1—t2ln(l —2
+4aG0(2G0+30 1111Jr + eldrarcig 1 } i ( )
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Jak widaé z powyzszych wzordw dla =0, &= 0; otrzymujemy wigc rozwiazanie
jak dla ofrodka jednorodnego. Podobnie z (3.41) dla a =0 otrzymujemy wzdr
(3.40). .

Dla liczhowych danych: 4 = 0,01; I = 10 m; » = 0,25 znajdziemy

Al 00110
N = ry = T = {,05,
5
A = PGt 39 +QGy+ 2P 260t Ay _ "’(? _21’) N
(2G0+12.0)2 . G0+j«0 (l - '1’)2

41 —2(1 %) = 0,39,

A — 02 0,05 - 0,39
£ = a ) _ - — 0,00621.

T

Dla tych wartoSci wykres naprezen kontaktowych w przypadku stempla plaskiego
[wg (3.40)] przedstawiono na rys. 3. Jak widaé, réznica w stosunku do naprezefi

w ofrodku jednorodnym jest tuta] nieznaczna. _, o 4 1
: » B
4, Zagadniehie dla szczeliny /”" 20 \“\‘ .
%
Rozpatrzmy obecnie zadanie z warunkami 0 {

brzegowymi przedstawionymi na rys. 1b, tzn. 0
dla z = 0 mamy 50

v =0, S et/

7 —— asrodek nigjednorodny
@.1 o, = —p (), Jjesli r<1I; —--- osrodek fednorody
’ s .3
w=0, - jeSli r>1 Rys

Sa to warunki typowe dla szczelin. W dalszym ciggu problemem samej szezeliny
zajmowaé sie jednak nie bedziemy, poprzestajac na krétkiej wzmiance, iz z uwagi
na ten charakter warunkdw brzegowych okre$imy omawiane zadanie, jako «za-
gadnienie dla szczeliny». Jak juz we wsigpie wspomniano, zagadnienie tego ro-
dzaju moze mie¢ pewne znaczemio w mechanice gérotworu.

Przystepujac do rozwigzania problemu widzimy, Ze pierwszy z warunkow (4.1)
jest identyczny z odpowiednim warunkiem dla stempla (3.1);. Stad zachowujgc
poprzednie oznaczenia i zwiazki otrzymujemy dla mieszanego warunku (4.1),3
WZOrY!

FooIgp p(r t
f Czazﬁg)lg(ar)d = —?), r<1I
‘ 0
(4.2) ¢
L(la) .
f Cy:ﬂWI{) {wr}) do = 0, P




40 GWIDON SZEFER

. Podstawiajac
L(lo:}
(4.3) Cy a? P = y(a)
otrzymamy

LY p(r
fw(a)‘f{lﬁfo(ar)da:”ﬂa, r<t;

0
]

f@p(a)lo(ar)da:(), r>1

0

a po zamianie zmiennych otrzymamy

o

\ 1 LGS )
J@@ﬂgmm@=— G 1<t

(@4) .
f%v(u)lo(ur) du =0, t>1,

0

gdzie funkcja L (u) okre§lona jest za pomoca wzoru (3.10). Dla malych wartosci 5
mamy [z (3.12)]

1 4(Gy+Agr  ut2m@
L ™ QG+ Y utama -

Roéwnania (4.4) przyjma wigc postaé

[ g r@nEd=ro, <1

(4.5) 9 .
fwwmmw:m o1,
H]
gdzie
N
(4.6) Fy=— Go Gy (0 2.

Wykonujae dzielenie wielomianéw w funkcji podcatkowej pierwszego réwnania
i korzystajac z oznaczenia

+2nA

4.7 G (u) =| 2y -
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napiszemy dualne réwnania (4.5) w formie

[vo]

f u [14G )] p (W) Iy(ud) du = F(D), t<1;
(4.8) 8 . |
fw(u)Io(ut)duEO, £>1.

0

Rozwigzania szukaé bedziemy w postaci
1

(4.9 p{u) = f g(&) sin Eudt, g(0) =
by

Przy takim podstawieniu i uwzglednieniu zwiagzku (3.19) spelnimy natychmiast,
jak tatwo sprawdzié, réwnanie (4.8),. PodstaWIanc (4.9) do lewej strony rownania
(4.8); otrzymamy

o 1 00 1

fu[l—]—G(u)][fg(&)sin §ud§]]o(ut) du—-:fulfg(&) sin éud&]x
b b ] 0

1

o0 1
x Iy (ut) du + f uG (u) [ f g (&) sin &u dE] f Iy (uty du =
Q 9 0

cos &u 1 . |
= f { [ g (§)] f g'(&) cos Eu df} To(ue) du +

o0

+fg(§)qu(u) sin §u10(ut)du_f [——g(l)cosu+

[
1

1
+ f £2'(8) cos &u d§] Ty (ut) du + f F463] f uG (u) sin &u Ip {1t} du =
0 ' ]

0

o0 b3 00
= — g(l)f cos uly (uf) du + fg’(é) dff cos Euly (ut) du -
h b ]

1 oo .
+ f g(&) dt f uG (u) sin & uly (ut) du.
0 1]

oy T

Korzystajac z wartosci calki (3.21) otrzymamy réwnanie

g’

1 oz
(4.10) W di - f g (&) dt f uG () sin Euly (uf) du = F(), t<1.
0 0
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W drugiej calce przeksztalcimy nastgpujace funkcje:

2 -4 u
uG (1) = uln M——Fm = 29 (2 — A)W =

2nA

= — An2
u—l—2?7/1) (R —A)— 42 A2 — A)—

=2 (Q_A)(I - utopd

Pomijajac drugi wyraz (52 = 0) otrzymamy
.10 uG (1) = 2n (2 — A4).

Réwnanie {4.10) przyjmie postacd

t i
f ]/gz E_)gz dé+2n (2 — A) fg ) d&f sin Euly (ut) du == F(f).

Po uwzglednieniu (3.19) znajdziemy

|3
g’ (&)
[ Vg A)f/

Jest to réwaanie rézniczkowo-catkowe Volterry pierwszego rodzaju z jadrem stabo-

(4.12) A

= dé = F (1)

osobliwym. Mnozac je cbustronnie przez ty 22— catkujac wzgledem ¢ w gra-
nicach od 0 do A otrzymamy

p! t
t g @
fl/:t?-~t2 flfb AEE A A)fl/ﬁ—ﬂx
0

A
40, F{)t
] B
]/gzﬂtzd ]/Azﬁtz

% dt

Dokonujac zmiany kolejnosci catkowania, ktérego obszar pizedstawia rys. 4a,
dla calki pierwszej i 4b dla calki drugiej dostajemy

A

4
4.13) fg (&) déf Vi eye_ o dt+25n (2 — D x
0 £

A £ 1 )
t £
[ [eos [ Fmeivampat [eon [ Fmayea]-
0 B L] . a 0

o EQ)
fVAZ—tZ
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Po obliczeniu elementarnych calek wewngtrznych lewej sirony otrzymamy

L— & '
~fg(§)d§+2n(9 A)[fg(&)(~21n s

ol i) o
2

Rys. 4

a stad po przeksztalceniach i uwzglednienin wartosci g (0) =0

o @=4 1 fl 2 tF(I)

Podstawiajac
2n(2 — A tE(t
_m@-4 2 f
7 ]/ 22

4.14) Ly

mamy ostatecznie

ﬂ+§

1
A—

. {4.15) g(&)—~sfg(§)l11 [ d& = k().
0

Jest to rownanie Fredholma drugiego rodzaju z jadrem logarytmicznym. Podobnie
jak w przypadku (3.32) moina je rozwiazaé za pomoca jader iterowanych:

, dE—I—ezf f h{z) ln

x ln

4.16) g(A=h(H+s f h(®) In
0

| itE

‘dfdz—f—...'.

Majac g (1) mozemy wyznaczyé interesujace nas wiclkoéci naprefefi i przemieszczed.
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Dla z = 0 i £ > 1 naprgienia normalne wyzZnaczymy ze wzoru

4Gy (Go+-20)?

T oo (t) = —-—~—f u [14+G @]y () Lo (ut) du =
| 122Gy 493 p

4Gy (Go+Ao)? "
:12—32(};9;1_5?[*3(1)] cos u Iy (ut) dur -+
Q

1

+ f 2’9 d.ff cos &u Iy (ur) du +f g(&) dE f w () sin Su Xy (ut) d ] .
[ 0 0

1]

Korzystajac z (3.21) znajdziemy

4Gy (Gy+Ap? [ 1 g ()
202Gyt L g(l}]/}?_"_l + 5 Ve — g dt +

gz (1) =

1 oo
+ f g (&5 d& f uG () sin &u Iy (ut) du] ,
0 b

a po uwzglqdnieni'u 4.1D)

4Gy (Got+AoP | —g (D) © g
=0 = B @Gt [,/t?:”f Ve -
0

Przemieszczenia pionowe dla ¢ << 1 obliczymy ze wzoru

@.17 d&], 1> 1.

1

1 - T—
wi() = m f () Iy (ue) du = MI [fg(é) sin &u d«E] Iy(ut)du=

0 0 4}
’ 1

1 oG
— G0 170 fg(&) d& f sin &u Iy (ut) du,
. 0

0

ktory po zastosowaniu wyrazenia (3.19) przybierze postaé nastgpujaca:

46
2Got 7o ngl”ﬁdé’ < 1.
[

4.18) w(f) =

Zwiazki (4.16), (4.17) 1 (4.18) stanowia efektywne rozwigzanie problemu.
Dla p (#) = p = const mamy

(2Gy+40)?

F(f) = — = 212,
® 4Gy (Go-+40)? P
A .
-2 2G--2)3 ) ) 2GR pl2
n 4Gy (Go+4o)? Viz_—p Gy(Go+4p)? 2m
1]
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gdzie wprowadzono oznaczenia

QGy+A)  pP2

4T GGt 2
Z (4.16) mamy
| D) = Ai IA o
g()“ +8f fn A+§ E—i—o’o-
]
Po obliczeniu catki znajdziemy
— 2
{4.19) g =dl— A [lm In (1+l].
Stad |
g(l)y=A(1—e),

3 2
') =4 — e [E‘ —— +ih (1+1)].

NapreZenie wg (4.17) wynosi

| : 3_£
| oGty _A{I_S)+fg—84[2 d +§1n(1+§)]d5 |
o) = 2Q2Go+40p | V-1 5 Ve—g

Po obliczeniu caltki, przeksztalceniach i uwzglednieniu wartodci 4 otrzymamy
ostatecznie : -

2p 1 —e 1—~2—8 t+1 7t
= 2] arct e
@ o) { At 2 ey /T )

Przemieszezenie obliczone ze wzoru (4.18) wynosi

1 ' 1—&
AE — g4 [E— 5 In (1+§)]
w0 = 260+ADJ Ve —n

dg.

Rozwijajac funkcje logaryimiczna w szereg potggowy otrzymany po obliczeniu
catki i przeksztalceniach
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2Go+Io\2 pl2
S @42) w@= _( GOO—M:) 2sz {(lwa)l/l~t2+

[(1 — 1) [— — —(1 2z — % (1— 12)3’2] +
1+ Vﬁ] _
f

I
[(1+t)2 ﬁz —i(l—12)— £

el o
—E;i 4t 4t t<<1.

Jak widaé z (4.20) i (4.21), dla & = 0 (a wigc % == 0) otrzymujemy rezultat jak dla
szezeliny w ofrodku jednorodnym,

Dlz liczbowych wartosci parametrow; A = —0,01; == 100 m; v = 0,25 mamy
n=—05; 2 —A4=-039 oraz

Mm@ -4
€D oy,

Wykres napreZen o i przemicszezen pionowych na brzegu przedstawia rys. 5.
Réznice w stosunku do odpowiednich wielkosci dla ofrodka jednorodnego
sa tu juz widoczne i dochodza do okolo 119 (tak dla napre¢zen jak i przemieszczen).

6‘2%“ S a

3

20

18 . :
I
ol — == -

A 276, /62
S 260+}\o) b

8| - 0.25 05 07 10 ¢ 1

10
——— oéradek nigjednorodhy
——--— oSrodek ‘jednoradny

Rys. 5

Przeprowadzone obliczenia dowodza, iz w zagadnieniach omawianego typu
{(problem stempla i problem typu szczeliny) i dla omawianego typu niejednorodnosci
(moduly sprezystoéci zmienne tylko wzdhuz glebokosci) wplyw niejednorodnoscei
zalezy w istotny sposéb od szerokosci 7 (szerokos¢ stempla, szeroko$¢ otworuj

"1 jest wiekszy dla wickszych wartodci tegd parametru.
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Pezome
K BC)HPOCV HEOIXHOPOOHOT'O VIIPVIOI'O HOJIVIIPOCTPAHCTBA

JaeTca pemenne AByX OCECHMMETPHYECKEX 32744 O HATPAKEHHOM COCTOSHMM HEONHOPOHOTO
YIPYTOTO IONYNPOCTPAHCTRZ, 4 EMEHHO: a — 3a7a¥a IIramMua, b — 337349a THIG TPOLIrHEs.

HeonropoaocEs cpelisl ORPENCIHISTCH, HEPEMERREM 10 TIlyGHNe MOIyIeM YOPYTOCTH THITA
a.n.

O6e 3aliaum -PeMAOTCA HA OCHOBG NPEMCHEHNS HHTEIDARRHOTO Npeobpasonamus Tanxecny,
CBOJIA KPRCBYIO 3aJiady X NBOHCTBEHHEIM WHTCTPANbHEM ypasRewusM. VIcxofmoll Touxoit s
ofenx KPaeRsIX 38134 ABIeTCH 06mas 2 YacTs PABOTH, B XOTOPOH HAXONATCH obme (mn'erpa:m-
nere) QOPMyIis: BN HANPAOKCHAR W IIepeMeleHi,

B rpetneil wacra 3 ofcympaerca BODpOC WTAMNIA MpPOM3BONEHOH dopmer, apmsoms g
Manol HeofROpPoNHOCTH (MAMLHi napaMerp 77) hdekrasryio JOpPMYIY M KOETAXTHOTO HAIPS-
meEm (3.38). JaTeM jzarorcs WpEMepE! KM IIOCKOrO M XOHYCOOSpasHOTO mamna ((HOpMymn:
(3.40) m (3.41)). Haerca, Taume, KOHKPETHBI RPEMOD PACHETR NIPABOKA TEATPAMMY HAAPSKEHHIT
nopx mramooM (puc. 3).

B werseproit yacTH, mpepmaractcs shdeXTHBHOS PIECENC BTOPOH 33Jaui. PACCMATPMBAETCH
cygait p (r) = const, Donyuas GOPMyIE i HaUpsKeRWA W mepeMemenmst (4.20) m (4.21). Hua-
TpaMMEL STHX BEJTAYHH IIOKA3AHEL HA puc. 5. B 3AENOYCHNC, KOHCTATUPYETCH, YTO B OBCY:RIACMEIX.
BOIPOCAX, OPM IPHEATOM THIG HEOgHOpORHOCTH F = F(Z) pemichde 3aBECHT CYIISCTBEHHO,
OTF mapaMeTpa I (pafayc mWTamIa, TPEHIHALL).

Summary
A PROBLEM OF A NONHOMOGENEOUS SEMI-INFINITE ELASTIC BODY

This paper presents solutions of two problems of axially-symmetric state of stress in a non-
homogeneous semi-infinite elastic body, which arc: a) the problem of a punch, b) the problem
of a crack.

Both problems are solved by means of Hankel’s integral transformation and by reducing the
boundary-value problem to that of dual integral equations. The point of departure for solving
both boundary value problems is discussed in Sec. 2 of the present work, which is of general nature:
and in which are given general (integral) formulae for stresses and displacements.

Sec. 3 is devoted to the solution of the problem of a punch of any form and gives, in the case
of a small nonhomogeneity (small parameter %), an effective equation for the contact stresses (3.38)
and (3.41). Also a numerical example is discussed giving a diagram of stresses under the punch

(Fig. 3).
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e Sec 4 brings an effective solytion of the second problem. The case of p (r) = const is considered,
"“equations for stresses and displacemenis being obtained ((4 20y and (4.21)). Figure 5 represents

“a diggram of these quantitics.
' conclusion it is found that, with the type of nonhomogeneity assumed E = E (z), the solution

qf the problem of the type under consideration depends in an essential manner on the parameter J
(the radius of the punch or the crack).
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