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PERIODYCZNE DRGANIA; SWOBODNE BELKI
PRZY SLABO-NIELINIOWYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH

WANDA SZEMPLINSKA-STUPNICKA (WARSZAWA)

Temaetm pracy jest obliczanie czestodel i postaci wlasnych belki w przypadka,
gdy dwa spofréd czterech warunkéw brzegowych sprezystego podparcia majs
charakterystyke nieliniowa typu Duffinga przy zaloZeniu, ze wyrazy nieliniowe sa
male i zwigzane 7 tzw. malym parametrem &.

Zagadnieniem drgan belek przy slabo-nieliniowych warunkach brzegowych
zajmowalo sig wielu autordw, np. [4-8].

Podstaws analitycznego vjecia drgan uklad6w stabo-nieliniowych sg przyblizone
metody znane pod nazwa metody perturbacji, metody malego parametru, metody
Krylowa-Bogolubowa, metody urednienia lub metody Ritza. Metody te sa szeroko
omawiane w literaturze dla ukladu o jednym stopniu swobody i uogdlnione na
uklady o wielu stopniach swobody {1, 3, 11 i 12] i z powodzeniem stosowane
rowniez dla ukladow cigglych, np. [9 1 10]. Zastosowanie metod wariacyjnych do
rozwigzania belek omawiane jest up. w [12]. Szczegdlowa analiza drgan swobodnych
periodycznych i prawie-periodycznych oraz drgan wymuszonych sita harmoniczna
belki z jednym warunkiem brzegowym nieliniowym przeprowadzona jest w [5 i 6]
pod katem zbadania wplywu nieliniowosci na czestoSci i postacie drgan. W pracy
te] zastosowano metode malego parametru z pewna modyfikacja, dzicki ktérej
w rozwigzaniu pierwszego przyblizenia nie tylko czgstosci, lecz i postacie wlasne
okreflone sg z dokladnoédciag do ¢ (z bledem. rzedu £2).

Metode te zastosowano obecnie do beiki, gdy w dwéch warunkach brzegowych
wystgpuja wyrazy nieliniowe. Ten sam temat poruszany byl w pracy [7]. Celem
tatwiejszego pordwnania metody i wynikdéw zastosowano te same oznaczenia.

1. Rozwigzanie ogdlne zagadnienia

Drgania swobodne jednorodnej belki podpartej sprefyécie na koficach moga
by¢ opisane za pomocg réwnania ruchu belki
AL
(1) oxt M EE =
oraz czterech warunkéw brzegowych (1.2), z ktérych dwa zgodnie z zalozeniem
niniejszej pracy zawieraja wyrazy nieliniowe zwiqzane z malym parametrem &:
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2u(0,1) 5 b7, 0.9 = 0
H—5a ~hg 007

3u(0, 1)
ET+CIH(O Hn=290,
(12 #u(l, ) u(l, £) 8 (z )
u(l,t)y - u(l,t) - u(l,t
El 32 +h2 eax “{'87)1[ Px ] 0,
B u(l, §)

Bl — == cyull, ) — epp u(, 0P = 0,

gdzie ET oznacza sztywno$¢ gigina belki, m masg jednostki dlugosei belki, # (x, #)
ugigcie poprzeczne linii Srodkowej belki, w punkcic o. wspolrzednej x w chwili #,
I dlugodc belki, ¥, ¥, 211, Fo, €1, ¢ wspdlczynniki sprezystego zamocowania oraz
bezwymiarowy wspdlczynnik («maly parametr»). O wspélczynniku & zakladamy,
e jest znacznie muniejszy od & < 1.

Jak wiadomo, dla ukladu liniowego, tj. dla ¢ = 0, rozwigzanie szczegdlne réw-
nania belki jest nastgpujace:

(1.3) u(x, 1) = Xo (0N T@,

gdzie
Xo(x) = Cy sin Ax+C5 cos Ax-+Cy sh Ax+Cych Ax,

(i.4) :
T = 4cos (wi+¢),

a migdzy A i w zachodzi zwigzek

MET

(L.5) | =

State 4 i ¢ zalezg od warunkéw poczatkowych. JeZeli przyjmiemy, ze w chwili
poczatkowej predkosé byla réwna zeru:

16 0 [au] 0
(1.6 ) t=0, ot le=0 .

to @ = 0.

Warunki brzegowe pozwalaja okresli¢ trzy 7z czterech stalych Cy, Cp, C3 i Cy
jako funkeje jednej 7 nich, np. Cy, a wartoéci parametru 2 = A,, a zatem i czestodci
wlasnych o= wy, olrzymujemy z réwnania charakierystycznego wyprowadzonego
z warunku niezerowego rozwigzania:

%)) Fip) =0.

Ostatecznie rozwigzaniem periodycznym ukladu (1.1) i (1.2) przy & = 0 i (1.6)
jest funkcja

18 . - u(x,) =4 le(lﬂ, x)cés wapt,
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gdzie wprowadzono oznaczenie

(1.9)  Xp(u, x) = €1 f(An, %) =

2 (ﬂn) C3 ( ﬂr)
1

Cy
= [smﬂnpﬁ——c cos Ay x 1 shlnx+wch£nx}

1
Wspblezynniki Co/Cy, C3/Cy i Cy/Cy jako funkeje parametru 4 sa réine w zalez-
nosci od tego, z ktérego warunku brzegowego sg wyznaczone, ale dla A = 1, maja
te same wartofoi. :
Chege nada¢ amplitudzie A okreslone znaczenie fizyczne normalizujemy postacie
wiasne Xy (s, X) przyjmujac, ze przybieraja one wartosé 1 w wybranym punkcie
belki, np dla x = /. Stad wyznaczamy stala dowolna w (1.4):. =

.1
f(l Aﬂ):'

Stala A4 oznacza wiec amphtudeg drgan penodycznych punkiu belki o wspdhrzednej
x=1L . . -

(1.10) : a=

Rozwiazania peﬂodycznego dla ukladu mehmowego (s >0) przy warunku
poczatkowym (1.6) szukaé bedziemy w postaci szeregu potqgowego wzgledem
malego parametru e:

' u(x, f) =A CéS wt [XQ (x, An)+EAX1 (-x)+82 AXQ (x)—l—]+
(1.11) “euy (%, £) €2 uy (x, H+F63... ,

w = op-tea+He2ayt+e3...

gdzie Xy (x) i wy sg odpowmdmo postacig i czestodcia wlaan ukladu zlinearyzo-
WwaAnego, -

(1.12) ap, @2, ..oy AX(X), AX (%), ooy 11 (3%, Dy 12 (x, 5), .0

nieznanymi wspolczynnikami i fankcjami.

Z zalozenia, Ze szukane rozwiazanie ma by¢ periodyczne o okresie 27z/w wynika,
ze funkcje u; (x, 1), up (x, 1), ... musza byé réwniez periodyczne o tym samym
okresie. Ponadto, zgodnie z modyfikacja pracy [5), dzieki wprowadzeniu poprawko-
wych funkgji postact wlasnych AX) (x), AX; (x), ... na funkeje uy (x, ) i uy (x, 8 ...
nakladamy warunek, aby nie zawieraly wyrazow z pierwsza harmoniczng cos wf.
Na funkcje AX; i AX,... nalozymy réwniez warunek normalizujacy:

(1.13) AX () = A% () = ... =0

Dzigki temu warunkowi stata A4 i w ukladzie nieliniowym przedstawia amplitude
drgan pmrwszaj harmomczne] punktu belki o wspdlrzednej x = /.

Wspolczynmkl a1, 42, ... 58 poszukiwanymi wspolczynmkaml poprawkowymi
czgstodei wihasnych.

W poszokiwaniu wspdlezynnikow szeregu (1 11) zatozone rozwigzanie podsia—

»
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= .'vif'im'y do réwnag (1.1} 1 (1.2) i przyréwnamy wyrazy przy jednakowych potegach &.
" Z przyréwnania wyrazow przy el otrzymamy: ‘

041y &2 uy diAX, )
EIW +m e — A cos wt EI——&T — mawy AXy — 2may, a1 X (X)1,
52u (0, 1) duy (0, 1) [ d2 A X (0) dA X (0)]
EI ol T h om -+ A cos wt | EI iz n T =0,
3 u (0,9 d3 A%, (0)
EI _—63—+c1 M]_(O, t)-I—A cos wt | EI dx 3,7+01AX1(0) —0
(1.14) .
Puglt) w0 { PAX () | dAX()
EI T2 +hy Ix + A cos wt e + I ™ +
3 dx, () ]3} [dX 0 (l)]3
A2 S 3 =
+- 7 yy A [ 7 + i w A e | o8 3wt =0,
a w (1, D) d3AX (D 3
—ﬁm — egtty (I, )+ A cos wt EIT —adX;(h— ?y2A2 +

1
- —4~y2A3cos 3wt =0,

7 warunku, Ze u; (x,#) ma byé periodyczna i nie zawieraé wyrazéw cos ot
wynika, ze wspolczynniki przy cos wt w (1.14) musza by¢ réwne zeru:

d4 X,
El——— — mwiAX, = 2mwy a; Xp(x),
dx4
[EIdzAXi . dAXl] _
dx2 Vodx le=o
d3 AX,
(1.15) [EI = -I—clXm] —o0,
d2 A%, () aax () 3 [a’Xg (1)]3
i A2 =
El dx2 th dx? 4 nd dx ’
d3 Ax, (D) 3
—-.d_z,-——_CzAXi(l)_ yzAZZO

Tak wiec, aby réwnanie (1.1) i warunki brzegowe (1.2) byly spetnione z doklad-
nofcia do &! (z bledem rzedu £2) wspdlczynniki szeregu przy el w (1.12), 4X;, oy
musza spetniaé (1.15), a funkeja u; (x, £) réwnanie (1.14) przy uwzglednieniun (1.15).
Rozwigzanie ukiadu (1.15) jako ukladu réwnan liniowych podlega prawu super-
pozycii. Stad wyplywa wniosek, ze wspolczynnik poprawkowy czgstosci ay i postaci
wlasnej AX| przy dwéch warunkach brzegowych nieliniowych yy # 0 1 y; # 0
bedzie suma wspdlezynnikéw poprawkowych obliczonych dla jednegoe warunku
brzegowego nieliniowego (y; # 0 lub y, # 0).

-



PERIOCDYCZNE DRGANIA SWOBODNE BELKI 97

Jezeli wspolozynniki poprawkowe dla jednego warunku nicliniowego oznaczymy
odpowiednio:
al, AX®D  dla oy #£0, yy=0;

(1.16)
a?, AXP  dla oy =0, y,#0,

to dla warunkéw brzegowych nieliniowych, tj. dla ¢ # 0 i ¥ # 0, mamy
(1.17) ay=aP+aP,  AX) = AXPLAXD,

2. Przyldad w ujeciu ogdlnym

Szczegdlowe rozwigzanie i analiz¢ wynikéw przedstawimy dla uproszezonego
ulkdadu, w ktérym dwa warunki brzegowe sy jednorodne:

02y
#(0,H)=0, -~(0,t)=0

2. EIa—(l r)+h 7x (l t)+8y1[ j: (l,t)]3=0

Pu
El o= GO —cul, ) —eya [ul, )P =

Modelem tego ukladu jest belka zamocowana przegubowo na jednym keficu (dla
x=0), a na drugim koficu (dla x=1) {
podparta sprezyScie tak, ze i sita sprezy- |

sta 1 moment zaw1era34 wyrazy nieliniowe hﬂx fenn(ae )
(rys. 1).

Dla uktadu zlmearyzowanego postacm
wiasne Xj (x) (1.9) oraz czesto$ci wlasne
wyn Wyznaczymy z (2.2) powstalych z pod- S
stawienia (1.4)~(2.1) przy zalozeniu e=0: Rys. 1

CotCi=0, —CARFC=0,
2.2) EI(—C Z2sin M+C3 2 sh AD+HA(Cy Acos - C3 Ach AD) =0,
EI(—C; W cos A+ C3 A3 ch AD) — ¢(Cy sin M-Cysh ) = 0.

Stad
Cr=C4=0,
23 C;]  EIR cos Altesin A
& gy td) = [EJ; T EI ch Al—esh A
lub
Cs EI)sin Al — hcos M
g2(l) = [Cl] ~ " Elshal+hch M

Rozprawy Iniynlerskie — 7
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= Réﬁﬁanie charakierysiyczne jest nastepujace:

Fh) = 03] [03 0
4 (An [C1 . Ci]z% .
Dia A = A, zachodzi wiec oczywiscie réwnosé

(2.5 g11(Aa) = g12(An) = g1 (A0} .

Zatem postaé wlasng ukladu zlinearyzowanego Xy (x, Ay} jako funkcje parametru 4
mozna przedstawié w dwdéeh réznych formach:

Xo1(x, A) = Cyq [sin Ax+gi1 sh Ax] = Cr filx, 2),
@ Xoo(x, ) = Cyp [sin Ax+g12 sh Ax] = Cia f2(x, 4),
Tub inaczej, jako kombinacje liniowa Xp; (x, 4) i Xo2 (x, 4):
(2.6} Xpa(x, ) = 61 Cia f1 (e, 462 Cp o, 7),  dy+62 =L

Zgodnie z zalozeniem, ze Xptl) =1, stale Cpy i Cp2 sa nastepujace:

1

1
(2.6) Cu= A Ciz :m-

Szukajac rozwigzania periodycznego ukiadu nieliniowego (1.1), (2.1) w postaci
szeregu (1.12) rozwiazmy uklad (1.15) w celu znalezienia wspblezynnikéw pierwszego
przyblizenia AX;, a;. Dla warunkéw brzegowych (2.1} ukiad (1.15) przybierze postaé

d4 AXq 5 -
7‘;4— — WY, AXl = 2mwn @1 X@ (J‘C, /'].n) »

Ay d2AX;(0) 0
1(0) =0, dx2 TV

@7 a2AX () dax () 3 dX, (O
1 1 0
= —— 2

EI e -+ h i ) y A [ T ] s
A3 AX (D 3 )

EIT —cdX1()) = "Z"ygA .

Rozwigzanie (2.7) sklada sig, jak wiadomo, z sumy rozwiazania réwnania uproszczo-
nego jednorodnego oraz rozwigZania szczegblnego réwnania pelnego:

(2.8) AX, = ACysin Ay x-+-AC, €08 Ap x-+AC;5 sh Ay x+ACq ch Ay X+AX] srozes.

Calke szczegdlng mozna znaleZé w postaci

ap e (0K \ 1 L (2%
2.9 T 20m \0x T DA\ 0x
( ) AX; SEezZeg. 20, ( Ox x) An ﬁln An ( 0x x) .
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Podstawiajac (2.8) i (2.9) do (2.7) oraz do (1.13) otrzymamy:
ACy = ACy =10,

ACy (—EI22 sin Al{-hA cos M)+ACy (EX A2 sh kA ch Al) =

&1 [ d? (dX{) ) A d (ng )] —3—~A2 - [dXD(I):r
= e F g\ ) T\ e T e

Q.10 AC,(—EI#3 cos M — ¢ sin AD+AC3 (BB EIch Al — ¢sh Al =

ay [ d3 (ng ) (dX(, )] 3 ,
Y il b Bkl wemtd | Ml sborel SV PP
a1 dX()
AC1 SIHAI+AC3 sin R Al + — - X =10,
Wy dx 4=I

Z (2.10) otrzymaﬁly

3 dXo(l)]
— 42
_ 2 4 ?_1[ dx @n
@10 = [E d3 (dXO ) (dX@)} - EIN2sh Al +-hAch Al +
Tao Vax *| NG ) o BETh AT ot ™

[EI a2 (dX(} )-I—] d {dX, )]
o dx? E_x d—x(g;x w=l

' 2A2wﬂ?’2 . ..
0 P 8
EaaVax ™)~ Vi e Bl az o 5 F
4 d(dX{) )} MEIchAl —esh il

dx\dx et 2 EIsh It ch i1 -

Przeanalizujmy najpierw przypadki, gdy tylko jeden warunek brzegowy jest

nicliniowy, tzn. albo 1) y; # 0, 93 = 0 albo 2) y; = 0, v % 0. Rozwiazania ukfadu

(2.7) mozna po pewnych przeksztalceniach przedstawié w postaci nastgpujace;j:
Ddlay; #0, 9, =0

+

d
AXO = B0 [Cut fi (3 W »

, 3 dXy (Dr
(2.12) _Azyl.[ 7

_ 200y 20 4

el L,
| B Cnfot+h e, a=1,
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Ci1.fi (x, 4) okreSlamy wg (2.6); i (2.3);
2 dlay; =0,y #0

AXP = 5(2)[ a Crafa(x, 1)]

2.13) - —_—— A2 .
( @ _ 208 o 20n 47 ’
af P g

An d a3
7 EIE(CIZJEZ) - CQ12]3 L

Ci2./2 (x, 1} podobnie okreslamy wg (2.6); i (2.3). Przy dwéch warunkach brzego-
wych nieliniowych otrzymamy:

Nyr #0iyy #£0

AX -X(l)'I_AX(z) = 5?)— [Cll.f}. (A A')]41. J'ln ﬁ&) da [C12f2 (l x)]}. =1n *

2.14
GO

lub inaczej

d
(2.15) AX) == ﬁ1ﬁ [61 Ciif1 (A x)+62 Crafod, X)iosy s
gdzie

() (1)
Br=pP+pP, 6= “%—, P .
1

Wspdlezynniki d;, d9 w (2.15) spelniaja warunek d;-+d, = 1. Latwo zauwazyé,
Ze wyraZenie w nawiasie kwadratowym w (2.15) jest réwniez postacia wlasng Xp(x)
przedstawiona tylko w nieco innegj formie jako funkeji parametru A, (2.6)s.

Ostatecznie rozwigzanie periodyczne w pierwszym przyblizeniu rozwaZzanego
ukladu (1.1) z warunkami brzegowymi (2.1) przy warunkach poczatkowych (1.6)
jest nastepuiace:

u( x, ) = Acos wt {Xo (x)+85(11)‘6—1 [Xo1 (x, D)]A= 3n+-‘3;3§2)51 [Xoz (x, A= zﬂ}

@216~ © = wutear,
| 20n
o= P = S LA,

gdzie A4 jest amplituda koica belki dla x = J, ai?, o — okreslone sa za pomocy
(2.12) 1 (2.13), a Xp; (x, A), Xpp (o, A) jest to postaé whasna ukladu zlinearyzowanego
przedstawiona w rdéinej formie jako funkcja parametru A (wg (2.6) i (2.3).

Dodajac do (2.16) funkcje dodatkowa u;(x, f) otrzymamy tzw. «ulepszone
pierwsze przybliZzenien. Funkcje t¢ wyznaczymy z (1.14) przy uwzglednienin (1.15)
i(2.1):

@17 ) (x, ) = X (x) cos 3wt,
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gdzie X7(x) jest postacia drgan belki pod wplywem skupionej sily i momentu
o czgstoiei 3w przylozonych do kornca belki:
m

(2.18) X (x) = Cysindx-}-Czcos Ax+C3shAx-+Cychix, 4= 9mﬁﬁ,
a wspolezynniki C;, Cy, Cs, C4 speiniaja réwnania:

CotCi=0, 22[~Cr+Cy =0,

(T2 sin T W cos ) -G (EI2 sh - AL chdl) = — — Aa[dXOUT
(2.19) C1{EI2 sin AI-+hA cos )| C3 (EIA2 shAl-+hA ch A1) =73 Y1 - ,

_ _ _ - — _ 1
Ci(—ED3cos Al — csin AN+ C3 (A3 EIch Al — csh Ay = ?'yzfﬁ.

I tu réwniez stosuje sig prawo superpozycji i funkeja u (x, £) roprezentujaca tzw.
trzecia harmoniczna rozwigzania przy dwoch warunkach brzegowych nieliniowych
mozna przedstawi¢ jako sume funkcji #{? i ¥ wystepujacych przy jednym warunku
nieliniowym '

(2.20) i (x, 1) = u? 1+,

gdzie
W =u dla oy £ 0, =0,
uP =u dla y; =0, yy #0.

3. Analiza wynikow

Otrzymany wynik wskazuje, ze efekty dwdch nicliniowych warunkéw brzegowych
sumujq si¢ w rozwiazaniu pierwslzego przyblizenia. Zaréwno wspolezynnik popraw-
kowy czestosci wlasnej @, jak i wspolezynnik poprawkowy postaci whasnej 4Xy
otrzymano jako sume odpowicdnich wspélezynnikéw o, ¢ i AX(, AXP
dla przypadku, gdy tylko jeden z warunkéw brzegowych jest mnieliniowy.
Wiasnoéé ta wynika z ogdlnej teorii rozwiazania pierwszego przybliZzenia. Wspot-
_czynniki AX] i a; otrzymuje sig ostatecznie z réwnan lintowych (1.15)1 (2.7), w ktérych
ma zastosowanie zasada superporycji. Wynika stad, Ze zasada ta stosuje sig
réwniez w przypadku wigkszej liczby warunkéw nielinfowych. Otrzymane wyniki
réznia sie zasadniczo od wynikow w pracy [7], Na uwagg zastuguja nastepujgce
réznice w ujeciu zagadnienia:

1. Rozwigzanie zagadnienia opisanego réwnaniami (1.1) i (1.2) przedstawione
jest rdwniez w postaci szeregu potegowego wzgledem & (1.12) lecz od raza z gory
ustalona jest cze$¢ wspdlczynnikéw tego szeregn i zalozone jest rozdzielenie zmien-
nych- w dowolnie wysokim stopnin przyblizenia. Dla y; # 0 i y3 # 0 zaloZono

d .
(31) AXJ. = ﬁl a [fl (x3 ﬁ)—l-fz (x5 /1)] s L4 (x: t) =4y (I)XO (x, lﬂ)

Zalozone w tej formie rozwiazanie nie zostaje podstawione do réwnan (1.1) i (1.2),
lecz do sformutowanego dodatkowo réwnania wyprowadzonego z zasady waria-
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cyjnej Hamiltona, z ktérego obliczony zostaje wspélczynnik ;. Jest rzecza nie-
watpliwa; Ze otrzymane w ten sposob rozwigzanie w pierwszym przybliZeniu, tzn.
z dokladnodcia do £, jest rozwiazaniem ukladu opisanego réwnaniem belki (1.1)
i réwnaniami brzegowymi, o ile wspolczynniki szeregu zostaly tak dobrane, ze jed-
noczeénie warunki brzegowe sa spetnione z faka sama dokladnos$cia. Warunkiem
spelnienia warunkow brzegowych z dokdadnodcig do 1 (z bledem rzedu £2) jest,
aby wspdlezynniki AX; i aq spelialy ukiad (1.15) lub (2.7). Zatozone w pracy [7]
AX; przy jednym warunku nicliniowym spelnia ten warunek, lecz przy dwéch wa-
runkach nieliniowych AX; zaloZone w postaci (3.1) tego warunku nie spelnia.

Stad rowniez obliczony wspdlezynnik poprawkowy czestodci wlasnej g3 jest
zasadniczo roézay, a ponadto nie podlega prawu superpozycii 1 nie zostal podany
w formie zamknigtego wzoru.

2. W pracy [7] postaé¢ wlasna nie zostala znormalizowana i przyjeto €1 = Ciz =
= 1. W rezultacie przy jednym warunku nieliniowym stala 4 oznacza amplitudg
tego punktu belki x = x, w kiérym fi (x, 1) = I, natomiast przy dwoch warunkach
nieliniowych — amplitude tego punktu belki x = %, w ktérym £ (&, A/ (x, ) =
= 1. Wspdlczynnik poprawkowy ai wyraZajacy wplyw nieliniowosci na czestodd
wlasng jest w ostatecznej formie funkeja amplitudy A. Poréwnywany jest wplyw
amplitudy na a; przy jednym i przy dwéch warunkach nieliniowych, mimo Zze w tych
dwoéch przypadkach stala 4 oznacza co inmego.

3. W pracy [7] zapowicdziane jest, e zagadnienie =zostanie rozwigzane dla
dowolnych warunkéw poczatkowych, np.

oulx, D
U (xs 0) =g (X) s [—ét———]t_om—: 0,

gdzie p (x) oznacza dowolne poczatkowe wychylenie belki, a nastgpnie poszuklwane
jest rozwiazanie szczegdlne, periodyczne

# (x, 1) = T{) X (x).
Dia ¢t = 0 mamy wigc
N =TO X, 17(0)=

Nie zostaje postawiony warunek, aby réwnanie to bylo spelnione w kazdym punkcie
belki, z cZego od razu wyplywa wniosek, ze @ (x) jako funkcja x musi by¢ identyczna
z postacig wlasna X (x) lecz tylko w jednym, wybranym punkcie belki o wspolrzednej
X = Xp.
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PeszmoMe

TEPVOOMYECKHWE CBOBOOHEBIE KOJXEBAHWA BAJIKK
IPH CIIABO HEJMUHERHBIX KPAEBBLIX VCIOBUAX

B paGore 06cymar0TCH CBEOOIHEIE, NEPHOHIEcKHe Konebanys ofEopoHol Canky B cnyyac
KOTZA B [IBYX KDACERIX YCIOBFAX CYMECTSYIOT Manse Hodmmelisie Beipaxernid. Ilepuopudeckne
peINCHHS B NCPBOM IPHOAMKEHAH NOMYYALOTCH € TIOMOIIHI0 MOMUGMIHPOBAHHOTO METOXA ,,MAIIOI0
mapaMerpa’”. JOKa3eIBAGTCH, YTO HOUPAROYHEE KOdGOEIHMEHTH YacToTH I coBCTBEHAON BOPMEL
OPR [BYX HENMHEHHEIX KPACBHIX YCIOBIIX ABNSIOTCA CYMMON COOTBETCTBYIOHIEX KO(h@HIHEHTOR
UDE OHOM KpaeBoM yCiiosui., IIOKa3aHO, WIO NPHHIMI CYISPIOMIOUN UMEeT NPHMCHEHHS
TakKe ¥ upE D0JLAIeM KONHICCTBS HEHWHEHHEIX YCmoBHii, '

Summary

NATURAL PERIODIC VIBRATION OF A BEAM
WITH WEAKLY NONLINEAR BOUNDARY CONDITIONS

Natural periodic vibration of a homogeneous beam is considered in the case of ihe presence
of small nonlinear terms in two boundary conditions, In the first approximation periodic solution
is obtained by means of the modified perturbation method. It is shown that the correction
coefficients of natural frequencies and modes are, for two nonlinear boundary conditions, sums of
the corresponding coefficients for a single nonlinear condition, It is also shown that the principle
of superposition remains valid for a larger number of nonlinear conditions,
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