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WARSTWA SPREZYSTA POD DZIALANIEM MOMENTU SKUPIONEGO

ROMUALD $WITKA (POZNAN)

1. Wstep

W pracy zostanie rozpatrzona izotropowa nicograniczona warstwa spreZysta
o grubosci M. Brzeg gorny warstwy jest wolny od napreZen, brzeg dolny jest przy-
twierdzony do nieodksztatcalnego podloza. W punkcie (r =0, z = ¥} walcowego
ukladu wspéirzednych i w plaszezyZnie réwnoleglej do brzegéw dziala lewoskretny
moment skupiony M., Wszystkie
dane przedstawia rys. 1. Dla tak 7
sformulowanego problemu wyzna- '
czymy skladowe stanu przemiesz- B s
czenia i napreZenia. .Y .

Zarnaczmy, e stan przemiesz- 2
cZenia i naprgzenia jest osiowo-
symetryczny. Jedyng réing od zera
skladows stanu przemieszczenia jest
Uy (Ur = tz == 0), ktdra oznaczymy w2 ¢
krotko przez # = u (¢, z). Stan na- _
prezenia okreslaja dwie skladowe: ¢ . !
o = 0 (r,2) 1 oy = 0w (, 2); Rys. 1
pozostale skladowe stanu napreze-
nia sg réwne zeru. Wobec tego warunki réwnowagi wewngtrznej sprowadzaja
sic do jednego réwnania

X Br8z}

doyw Q0w Oy
| (1.1) 3 + e — =4,
a zwigzki geometryczne maja postaé
du Ju u
(1.2) A v

Podstawiajac (1.2) do (1.1) otrzymuje si¢ réwnanie
' . %y 1 6 u + Pu 0
(L3 _6—1'5—_'——1'_ or 2 9z

ktdre musi spetniaé jedyna rézna od zera skladowa stanu przen;_ies'_z_q'z"e’ma
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" Rozwiazanie zadania begdzie si¢ skladato z dwoch czefei: 1) osobliwej, odpo-
wiadajacej dzialaniu momentu skupionego na nieograniczong przestrzen sprezysta;
2) regularnej, ktérg tak dobierzemy, aby spetni¢ warunki brzegowe zadania. Przez
u’ (r, 2) oznaczmy czg$é osobliwa rozwigzania, a czgd¢ regularng oznaczmy przez
o' (r, £). Bedzie wiec

(1.4) ulr, z) = u' (r, 2)+u'" (r, 2).

Funkeja u (r, z) musi spelniaé nastgpujace warunki brzegowe:
ou (r, 0)

(1.5) u(r, H) == (), T =

2, Czeié osobliwa rezwiazania

Wezmy pod uwag¢ nicograniczona przestrzen spreZzystg. Niech w poczatku
ukladu wspdlrzednych 1 w plaszezyinie x) Ox; dziala moment skupiony M.
Oznaczmy przez. t® wspdtrzgdne wektora przemieszezenia odpowiadajacego dzia-
faniu jednostkowej sily skupionej zaczepionej w poczatku ukladu wspdlrzednych
i skierowanej zgodnie z dodatnim kierunkiem osi x,. Funkeje #f (“) odpowiadaja
wiee zagadnieniu Kelvina:

o 1 (xix;+6_344v)
T eaG (1 —v) \ B8 " R )

R=(xpxe) i,k=1,23 a=12,

2.0

gdzie di. jest symbolem Kroneckera.

Wspolrzedne wektora przemieszezenia, .odpowiadajacego dzsalamu momentu
skupionego w przestrzeni sprezystej, otrzymamy wykonujgc na funkcjach (2.1)
operacj¢ okreflong wzorem

M
@2 =0 @ — D).
W wyniku otrzymuje sie
(2.3) ) Uy == - G(éﬂ Xz — O x1)

lub po przejscin do ukladu wspohzqdnych Wa,lcowych (it = 14, 1ty = 11 = 0):

M .
24 u= et (PR, r = (D, 2=

Wobec tego cze$¢ osobliwa rozwiagzania, odpowiadajaca dzialaniu momentu

skupionego w punkcie (r = 0, z = ¥) przestrzeni sprgzystej, ma postaé -

(2.5) u (r, 2= A7) I

Latwo mozna sprawdzi¢, ze funkcja (2 4) spetnia réwnanie (1.3).
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3. Czes¢ regularna rozwiazania

Czes¢ regularna rozwiazania musi réwniez spetniaé réwnanie (1.3). Wobec tego

azufl 1 auﬂl uf’ azulf
or2 roor r2 oz2

(3.1)
Niech

u'’ (0, z) = f w'’'(r, 2) Jy (ro) rdr
0

bedzie transformata Hankela funkeji '’ (v, 2). J) (rg) jest funkcja Bessela pierwszego
rodzaju, rzedu pierwszego. Wykonujac na réwnaniu (3.1) transformacje Hankela
otrzymamy rdwnanie rdiniczkowe zwyczajne

d2u"’
dz2

(3.2) —_ 92;1” p— 0’

ktorego rozwigzanie j'est funkejg

(3.3) u'’ (0, 2) = A() e ¥+B () e®.

Wykonajmy z kolei transformacje na réwnaniach brzegowych (1.5):
(e, Hy = u' (o, H)+u'' (o, H) = 0,

o (o, 0) B e’ (o, 0);Jr ou''(p, 0) —0
Oz ™ oz

(.4)

i postugujac si¢ tablicami [1] wyznaczmy transformaty Hankela wyrazen wystepu-
jacych w rownaniach (3.4), odnoszacych si¢ do czgéci osobliwej rozwiazania:

M F :
o' f e 2 — 2 - 3/2 9 —g— —g(H—L)
U (Qa H) 872G r2 [I +(H c) ] Jl (’Q) dr s € ’
0

a3 (o, 0) M
— e 2 {2 2 —5/2 = — —of

- g | PO (0 dr = — e

0

Uwzgledniajac ponadto w (3.4) rozwiazanie (3.3) otrzymuje si¢ uklad réwnatt

A (Q) e~ el —I—B(Q) P2 - e_Q(H‘C),
G.5) 8nGG
—4d@+8(@ =5 e,
skad obliczamy
= M H h pH,
A(Q)_ 8nEr ShQ( _c)sec i1,

(3.6)

M
B(g) = G e~ ch p¥ sech pH
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i wobec tego

(3.7 w''(e,z) = —

M
G fsh o (i — ) sech pHe™% - ch of sech oHe eH-97,

Wykonanie transformacji odwrotnej daje wynik w postaci nastgpujacej:

o0

M
(38)  wi(nz)=— e [f sh ¢ (H — T} sech pHe % Jy (or) pdp —
0 A

— f ch ¥ sech g He =2 J (or) ng]. '

Otrzymana postaé rozwigzania nie jest dogodna dla obliczen numeryeznych.
Dlatego wyrazenie podcatkowe przeksztalcimy, rozwijajac funkcje sech oH w szereg

2]:

(3.9 sech ofT = 2 Z (—1)F =@+ er
: k=0

Uwzgledniajge (3.9) w rozwiazaniu (3.8) otrzymamy
WD T T g [ f D) (=D)F ek sh o (H — 07, (or) ede —
k=0 o
. \
- f D) ()PPt D26 oL Ty (gr) Qd@]-
§ =0

Szeregi pod znakiem calki sa. zbiefne jednostajnie w przedziale [0, 00). Zatem
mozna je calkowaé wyraz za wyrazem.:

0= 5 cop| formmsnren -
_ f e eXEH D=0 I (o) oo — f e PERDE-2EL Ty (or) gdp —
H ]

_f e-—e[2(k+1JH—z+C] Jl (QI‘) QdQ]-

Otrzymane w ten sposob calki sq znane [1] i wynik mozemy ostatecznie zapisaé
LW postaci sZeregu:

 8nG
. A [,»24-(2 (k+1) H+-z — c)z]“?’[z_ D2 Q) H - 7 Ry 32 —
. - [r2-4+2 (k+1) H— Z+C)Z]_3/2}.

G, 10) r 3 (D F {2 QR H+ 2+ 02 —
: S k=0

u”(r z)
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4, Zestawienie rozwiazan

Dodajac czelé osobliwa (2.5) i regularna (3.10) rozwigzania, po wprowadzeniu
zmiennych bezwymiarowych

F
H:

4D r=

-z - 4
Z=E: Cz'ﬁs

otrzymujemy wynik koiicowy w postaci nastgpujacej:

M

42 wn)=—go "1%{ 2 (~DF G2 QA 2D+

+ DUV @iz — DA Z (=P 2k — 2 — D27 +
k=0 ‘

k=1

+ 2 (—1* [24-@k — 2+ E)Z]"”“},
M ¥ k —5.'2
0w (1, 2) = - F 2( NP @k+z+0) P2+ 2k+2+07)

+ 2 (— DF@k+2 — D2+ @k +2— D7+

#=0

+ D=k — 7 - D) [Pk -2 - DA
k=1

* 2 (—1)*+ @k — Z+0) [P+ 2k — E+§)2]512},
_2

3M
o (5 Z) - F{Z (—DF [P+ k2502 %

+ 2( 1 [r2-H(2k+2 — D172 + Y‘ (12 + 2k —z— D+
];:E
b3 P Rk — B2,
k=1

W powy’szych wzorach czeé¢ osobliwa rozwu;zama Zostala wlaczona pod znak
sumy. :

Eatwo mozna sprawdzié, ze dla z =0 poszczeglne szeregi wyrazajace ':cr;,;g o
redukuj@ sig wzajemnie i otrzymuje si¢ dokfadnie o (r, 0) = 0. W podobny sposéb
dla z = 1 otrzymuje si¢ u (r, H) = 0. Wynik (4.2) spelnia quc w sposob scxsly-
runki brzegowe, :
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T-05 5-05 Na rysunku 2 dane sa wykresy preemieszezefi
r=af = obwodowych u dla ¥ = 0,1 i r = 1. Wartoci
4,94 : . - . W
R 0 1035 (bezwymiarowe) z wykresow nalely mnozyé
przez — M[8xGH2. W obliczeniach uwzglednio-
3,37, ] : r .
go| 582 __ ™ az—|1em  no sze$¢ pierwszych wyrazow kazdego szeregu.
Warto zaznaczyé, Ze naprefenia wyraZaja sig
35,39 . . s
0A e ne—( 0929 przez szeregli znacznie szybciej zbieZne.
99,98
05
36,27 , L.
o 05— 4726 Literatura cytowana w tekscie

1. H. BatenanN, Tables of Integral Transforms,
Mec Graw-Hill Book Comp., New York-Toronto-Lon-
don 1954, . .

2. 1. M., Pooxmx, W, C. I'pamureiin, Tabauyet uu-
F4 ) z mezpaace, cymm, padoe u npouseedeniii, Toc. Vamar,
: Rys. 2 Texuvxo-Teoper. Jhur., Mockpa-Jlenuarpag 1951,

081 0,400

PezswomMme
VIPYTYN CHON IO BIMSHUEM COCPETOTOUYEHHOIO MOMEHTA

B pafoTe PACCMATPHBACTCA TONE TEPOMEIICHMH ¥ HANPSHKEHHOE COCTONHNe B YOPYIOM Cloe,
BEISBAHHOE NEHCTBHEM COCPESOTOMCHEOTO MOMEHTA., Bepxwss IIOCKOCTH, OIPARMIHBAIOLIAs
CIOH — cBOBOMHA OT HANPMKSHMM, HIUEKHAS Ke samemmcna. COCPeOTOYCHELI MOMCHT Hci-
CTBYCT B IPOMIBOJBHOH INTOCKOCTY, DApAENbHOM kpasM cnod. [IPEMEHACICT HMTEIPAnbBHOS
mpeoGpasopanme Tagkens. 3axOYHTERbHAH PE3YIRTAT HACTCHA B BHAE DPAXA, XKOTOPOMY TOMHO
YHOBISTBOPRIOT KPAacBEIG YCIIOBHA.

Summary
AN ELASTIC SLAB UNDER THE ACTION OF A CONCENTRATED MOMENT

The subject of the considerations in the state of displacement and sress in an elastic slab
produced by a concentrated moment. The upper boundary plane of the slab is free from load,
the lIower one being fixed, The concentrated moment acts at any level. The result, obtained by
applying the Hankel {ransformation, is represented in the form of a series satisfying the boundary
conditions in an accurate manner,

Praca zostala zlozona w 'Redakcji dnig 6 czerwea 1966 r.






