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OSIADANIE. POEPRZESTRZENI KONSOLIDUJACEJ
: ' POD DZIAEANIEM OBCIAZENIA SKUPIONEGO
W PRZYPADKU POWIERZCHNI NIEPRZEPUSZCZALNEJ DLA CIECZY

ZOFIA SOBCZYNSKA (POZNAK)

Wstep

Celem niniejszej pracy jest wyprowadzenie wzoru na osiadanie powierzchni
polprzestrzeni podlegajacej zjawisku konsolidacji.

Zagadnienie potraktu]emy jako przypadek plaskiego stanu odksztalcenia.
Przyjmiemy, Ze rozwaszatia polprzashzen obciaZzona Jest w chwili =0 nagle przy-
tozonym do jej powierzelini obcigzeniem skupionym. Zatozymy, Ze powmrzchma.
polprzestrzeni jest calkowicie nieprzepuszezalna dla cieczy. Analogiczne zadanie
dla przypadku powierzchni przepuszezalnej dla cieczy rozwiazano juz w pracy [20].

Za punkt wyjsciowy przyjmiemy podany przez Biota uktad podstawowych réw-
nan liniowej teorii konsolidacji sformulowany w przemieszczeniach. Przy rozwia-
zywaniu tego ukladu réwnan wykorzystamy metodg podana w pracy [5] W. Der-
SKIEGO oraz w pracy [20]. Nie czynimy tutaj zadnych zaloZefl upraszezajacych, ktore
ograniczalyby wyniki rozwiazania do $cisle okreslonego rodzaju oérodka. Jedynymi
ograniczeniami sa zalozenia liniowej teorii konsolidacji w przypadku ruchu quasi
ustalonego (por. Bior [1]).

Uproszczone rozwigzanie tego zagadnienia podali w pracy [14] MCNAMEE
i GmsoN. Rozwazyli oni pélprzesirzen réwnomiernic obciazong na powierzchni
pasma o szerokofci 2g. Przyjgli jednak, Ze rozpatrywany ofrodek jest miescisliwy.
Ogranicza to stosowalnosé wynikéw rozwiazania do glin nasyconych woda.

I. Réwnania teorii konselidacji w przypadku plaskiego stanu odkszialcenia i sformulowame
zagadnienia

Przyjmujemy, ze odksztalcenie zachodzi réwnolegle do plaszezyzny xp. Of »
skierowana jest normalnie do plaszezyzny ograniczajacej pélprzestizefi (rys. 1).
O x lezy w plaszezyZnic ograniczajacej pdlprzestrzeti i skierowana jest prostopadle
do linii dzialania obciaZenia.

W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia réwnania réwnowagi ‘wewnetrznej
dla ofrodka dwufazowego sprowadzajg sie do dwéch réwnan
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W rownaniach tych oy oznaczaja wspdlrzedne tensora stanu napreZenia, ¢ = —pf
jest hydrostatycznym stanem mnapr¢Zenia przenoszonym przez ciecz wypelniajaca
pory szkieletu, p parciem cieczy (dodatnim), f wspdlczynnikiem porowato$ci szkie-
letn. Z vwagi na zatozona jednorodno$é ofrodka (por. [1]) wspdlezynnik ten uwa-
Poit) samy za staly. W réwnaniach (1.1) poming-
3 lifmy wplyw sit masowych, poniewaz rozwaza-

| T my powolne zmiany stanu polprzestrzeni.

Druga grupe réwnai tworza zwiazki geo-
metryczne:
 Ou dv
gz = %’ Eyy = 5_y >
(1.2)
y 1 (au Bﬂ) emanLaV
Rys. 1 T Ny U ax) U ax L aye

gdzie # 1 v sa wspohrzegdnymi wektora przemieszezenia szkieletu, U oraz ¥V wspél-
rzednymi wektora przemieszezen filtracyjnych cieczy, odniesionymi odpowiednio
do osi x iy, (es;) jest tensorem stanu odksztalcenia szkieletu porowatego, a 8 ozna-
cza dylatacje cieczy.

Zwiazki fizyczne przyimunjemy w postaci (por. BIOT [2])
ze = 2Nexa+(A4e+00), 0oz = Ae+00,  0gz = 0y = 0;
Tyy = 2N€yy“|"(A8+Q6), Ty — zNgxy, o= Q5+R6,

przy czym A, N, Q i R sq stalymi rozwazanego ofrodka [4], &= eyz+Eyy jest dyla-
tacja szkieletu. NaleZzy w tym miejscu podkreslié, ze & jest tylko dylatacja pozorng
szkieletu. Opisuje ona przypadek, gdy szkielet wypelnia bez reszty badany obszar.
Dylatacja rzeczywista szkieletu ¢ w sensie zmiany objgtosci materiatu szkieletu
zwigzana jest z dylatacla pozorna prostym wzorem [5]

e=(1—fs -

Rovréznienie migdzy dylatacja pozorna a dylatacja rzeczywista jest istotne przy
wyznaczanin i interpretacji stalych osrodka.

Zwigzki (1.1), (1.2) i (1.3) uzupelnia prawo przeplywu cieczy przez ofrodki
porowate odksztalcalne (prawo Darcy’ego), kiére po pominigeiu sit masowych
piszemy w postaci réwnania [2]

(1.3)

(1.4) V2 — — & _ 2
. V2o —0— 4, ()=,

W ktérym k oznacza wspélezynnik przepuszezalnodcl (permeability) ofrodka.
Zwigzki fizyczne (1.3) mozZemy po Wyrugowamu z nich dylatacji cieczy 6 zapisaé
‘W postaci

(L.5)

' o
Uxx;‘ZNSxx+(MB+%G), Gzz:Mﬁ.'{“—ﬁ'O'
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( 0 ) AR — Q2
Gyy = 2Neyy +iMe+ = o, O'a;yZZNE-J;y, M= —
R R

przy czym M jest odpowiednikiem stalej Lamégo 1 dla osrodkow porowatych
nasyconych cieczy [4].

Sformulujemy zagadnienie w przemieszczeniach. W tym celu zwigzki fizyczne
w postaci (1.5} podstawiamy w réwnania réwnowagi wewngtrznej (1.1) i po wyko-
rzystaniu zaleZnoéci geometrycznych (1.2) oraz oporzadkowaniu otrzymujeny
uklad réwnan zbiorczych liniowej teorii konsolidacii, wyrazony w przemieszezeniach
szkieletu i jako funkecja parcia cieczy o:

szu+(M+N)@=-Eaj kVZGZL&ﬁEé

w6 dx R ox’ R R”
szw+(M+N)fi:_£5_(f H:Q+R
dy R ay’ ‘

Ostatnie réwnanie odpowiada réwnaniu przeptywu (1.4), w ktérym za pomoca
ostatniego ze zwigzkéw fizycznych (1.3) wyeliminowano dylatacje cieczy 9.

Poszukiwane rozwigzanie uktadu réwnan (1.6) musi spehniaé nastepujace warunki
poczatkowe:

1.7 (30 =v0y; 00 =0(xy;0=0
oraz brzegowe

[(O’yz:+ y—n = — P8(x) 5 (1),

{1.8) . dc
[02gly—0 = 0O, [ﬁ] =0,

8y ly—o

gdzie 6 (x) jest funkcja Diraca, a % () funkcja Heaviside’a. Ostatni z warunkow
brzegowych odpowiada zaloZeniu, 7e powierzchnia rozpatrywanej polprzestrzeni
Jjest nieprzepuszczalna dla cieczy.

Pomijamy cigzar wlasny oérodka, a wige trzeba przyja¢ dodatkowo, ze wszystkie
rozwazane funkcje napreZen i przemieszezefi dla y - oo maja wartodel ograniczone.

Uklad réwnan (1.6) jest ukladem sprzezonym za poérednictwem funkeji o i &
Metode rozprzgienia tego ukladu podaje W. DERSKI w pracy [5]. Pierwsze z réwnafi
(1.6} rozniczkujemy wzglgdem x, drugie wzgledem y, dodajemy 1 po uporzadkowa-
nin znajdujemy

H

RNy ° |
Nad ostatnim z réwnan (1.6) wykonujemy obustronnie operaci¢ laplasjanu, zwiazek
(1.9) réiniczkujemy wzgledem czasu i za jego pomoca rugnjemy & z réwnania przc-
plywu (1.6) otrzymujac ostatecznie :

_ R(MA2N)A-12 A+RL2(Q4-N)
- k(ML2N)R2 k(AR — Q2+2NR)’

(1.9) Vg = —

\

(1.10)  V2V2g = KV25,

Rozprawy Tnzynierskie — 10
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Réwnanie (1.10) i dwa pierwsze réwnania (1.6) tworzg rozprzg¢zony ukiad réwnan
liniowej teorii konsolidacji:

) LN as_ H 8o
NV2u+(M+ )a— R ox’
) ” de _ H do

V2V2g = KV2¢
z warunkami poczatkowymi (1.7) i brzegowymi (1.8). Przejdziemy do omowienia
rozwigzania tego ukladu.

2. Metoda rozwiazania. Funkcja potencialu przemieszczenia dyfuzyjnego

Warunki poczgtkowe omawianego rozwigzania pozwalaja na zastosowanie
transformacji Laplace’a okre§lonej zwigzkiem

2.1} (up, g, 0,) = f(u, v, 6) e % dt,
0

przy czym § = v-+iw.
Transformata wyiSciowa ukladu réwnan (1.6) ma teraz postac

) gs  H dag
NV2u A (MEN) 00 =~ R a0
) ” de H doy,
(2-_2) . NV vLJ:r( 4-N) a = oy’
..s' ¥z
kVZo, = RO T R S

Transformata réwnania (1.10) przedstawia sig nastepujaco:
2.3 . *V2V20, = Ksoy.
Przetransformowane warunki brzegowe po uwzglednieniu przedstawienia catkowego

funkeji Diraca ([19], s. 45) maja postac

doy

P o0
(2.4) . [(dny—l_U‘L)]y:O = — ;’E f COS aXx da, [nyL]y=0 B 0, [Ty]y=02 .0’
0

Réwnanie (2.3) ma rozwiazanie [5]

1
(25) . Gy = Py — E‘Ply
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przy czym funkcja gy jest funkcja harmoniczng spelniajaca réwnanie V2 ¢ =0,
a funkcja @, jest rozwiazaniem réwnania Helmholiza

(2.6) V2 P2 — SKQOQL ={.

Rozwigzania szczegdlnego rdéwnan przemieszezeniowych (2.2) poszukiwaé
bedziemy za pomocy funkcji potencjalu przemieszezenia dyfuzyjnego, ktdra de-
fininjemy wzorami:

oD oD
— 0¥ _ ar 0¥
(27) U= ﬂL:ﬁ.

Funkcja @, jest transformata Laplace’a funkcji potencjalu przemieszczenia dy-
fuzyjnego. Zwigzki (2.7) wstawiamy w roéwnania przemieszczeniowe (2.2).
Porzadkujemy je i catkujemy: pierwsze wzgledem x drugie wzgledem y. W wyniku
otrzymujemy réwnanie Poissona

H _ O-+R
R(M{2N) AR Q2 2NR"’

(28) Vi, = — KIG‘L, K} -
Uwzgledniajac o, okre$lone wzorem (2.5) znajdujemy, Ze [5]

Kl '
2.9) &, = Ks (@ar — ‘Pgﬂ:
przy czym (3, jest funkejg biharmoniczna i taka, e

(2.10) Vigs, = ¢,

Za pomoca rozwigzania (2.9) nie mozemy w ogdlnodci spelni¢ wszystkich wa-
runkéw brzegowych: Ponad to rozwiazanie (2.9) spetnia rozprzezony uklad réwnai,
ale nie spelnia ulkladu réwnad (2.2). Latwo sig o tym mo#na przekonaé podstawiajac
rozwiazanie (2.9) do réwnania przeplywu (2.2). W celu spelnienia tego rownania
oraz dla spelnienia warunkéw brzegowych dodamy do rozwiazania szerzegdlnego,
rozwiazanie jednorodnego ukladu réwnan

dgp : dey,
(2.11) NV2u+(M+N) =0, NVvaJr(MqLN)E = Q.
Rozwigzanie ukladu (2.11) przyjmujemy w postaci funkeji Galerkina [5] zakladajac
%ty = x3;, = 0 oraz yp, = xz. W tym przypadku skdadowe stanu przemieszezenia

wyraZzaja si¢ wzorami

= _ 2y - M+N
= VAt Gy BT T N

= ~ Py
(2.12) iy, = bw, _

Funkcja y,, jak wiadomo, jest funkcjg biharmoniczng V2 V2 y = 0.
Szukane rozwigzanie ukladu réwnan (2.2) ma zatem postaé sumy:

=ty i v, =v, .
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Jezeli te sume podstawimy w réwnania (2.2), to okaze sie, Ze ostatnie z tych réwnan,
réwnanie przeplywu, wiaze funkcjg y; z funkcja (1, Za pomoca warunku

(2.13) _ kg, = sNK1 (V2 Xo)-

Przejdziemy obecme do wyznaczenia wystqpumcych W naszym rozwigzaniu
funkcji.

3. Wybor funkeji wystgpujacych w rozwiazanin

" Rozpoczniemy od wyznaczenia funkcji o,. Funkcja o, musi byé parzysta wzgle-
dem x i ograniczona, gdy y — co. Wobec tego funkeje harmoniczna Py jaki funkc_]q
2y przyimgemy w postaci nastepujacych calek Fouriera

(3.1) @ur :fA(a, 8§} exp (—ay) cos axda,
oraz
3.2) Qop = f B(a,s)exp(—y ]/aZ‘—I—KQS) cos ux da,

gdzie A (v, s) 1 B{a, s} sa chwilowo nieznanymi funkcjami parametréw,
Zgodnie ze wzorem (2.5) funkcja ¢, ma postaé

B3 o= f [B(a, s) exp (—y ]/E—fs) — KisA (4, 5) exp (—ay)} cos axda.

Funkcja o, musi spelniaé¢ przetransformowane warunki brzegowe (2.4). Wykorzysta-
my ostatni z tych warunkdw oftrzymuiac zwiazek

S o
3.4 Ba,s) = Ao, 8 ——F——.:

(3.9) (a, 5) ( )Ks]/a2+Ks

Za pomocy zwigzku (3.4) mozemy ze wzoru (3.3) :wyeiiminowaé B (a, 5). Otrzymuje-
my

(3.5 o= ng Ala, 5 [Va;;_%}{; esp(—»V a2+ Ks) — exp (— ay)] cos axda.
b

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia funkeji potencjatu @,. Jak wynika ze
wzoru (2.9) skladaja sie na nig dwie funkcje: Py, OYAZ @3 . Funkcje g2 okresla wzdr
(3.2), natomiast s, Przyjmujemy w postac

=]

(3.6) o P3, = f C (o, 5} ay exp (— wp) cos exda,

0
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gdzie C (a, 5) jest chwilowo nieznang funkcjg parametréw. Stalg te okresla zaleznosé
(2.10). Wynika z niej, Ze

—2C (a, 8) a? = A (a, 5).

Powyiszy zwigzek pozwala napisa¢ funkcje @3, W postaci nastepujgee;:

o0
1 y
3.7) Pyp, = —z—f E_A {a, 5) exp (— ay) cos axda.
0 g _
Ostatecznie na podstawie wzoru (2.9) i po uwzglednieniu zwiazku (3.4) piszemy
K 00
(3.8) @, = Ks Ala, s) g SXP (—— ay) cos axdu —

K

. a .
- e m— _— a2
K2 Szaf Afa, ) Vet Ks exp (—yVa - Ks) cos axda.

Pozostaje jeszcze wyznaczy¢ funkcje y;. Przyjmiemy ja w postaci

o0

T - f (D (o, 5)+avE(a, s)] exp (— ay) cos ax da,
]

gdzie D(a,s)i E(e,s) sa znéw nieznanymi chwilowo funkcjami parametréw.
Funkcja x, musi spelniaé warunek (2.13), z ktdrego otrzymujemy zaleZnosé

kA (a, 5) = —2sNK, E (, 5) o3.

Stalg E (a, ) wyraié.my za pomoca A (a, s) i piszemy

o0

ky
(3.9 = f[D (a, sy — 2NKia? Afa, s)] exp (_ﬁ_ gy) cos axda,

0

4 Wyznaczenie transformaty rozwigzania

Funkcje &, oraz y,. okraslajac skladowe stanu napreZenia i za ich posredmctwem
musza spelnia¢ przetransformowane warunki brzegowe (2.4):

N ) P
(4.1) .' . [Uny+UL]y:0 = ';S'f COs axda_, [O'myL]y:() :—'_— 0.
0

Rozwigzanie szczegélne po wykorzystaniu wzoréw (1.5), (2.7) i réwnania (2.8)
ma nastgpujaca postad:
820, MR — 2NQ

E‘xxL =2N 8){:2 + H VZQSL,
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20, MR — 2Ny
~ 2 @,

Eny = 2N 6})2 '+' H

~ 20,
O‘_Q;yL = 2Nax aya

“.2)

Rozwigzanie ukladu jednbrodnego znajdziemy po wykorzystanin zwiazkow (1.5)

i (2.12). Maja one postaé:
) Woar 2y,
e =N oy | MV AT 200N ]
. v : g . :
= TN oy |GM ANV g = 2(MAN)
N a1 : 02y,
L(M+2N) V2q, — 2 (M--N) oy ]

%oy, T M 12N dx

o2 XL]

(4.3) .': BREEEER dny

Rozwigzanie ostateczne ma postaé sumy
O‘:Eﬂ«'L = Ci‘a;xL"l“'a'me, ﬂ‘ny = o‘ny—|—E'ny, U'xyL == nyL+&xyL'
Po podstawieniu do wzordw (4.2) i (4.3) odpowiednio zrdzniczkowanych funkeji

@, i x; okreflonych za pomoca wzordéw (3.8) i (3.9) oraz po przyjeciu y =0 otrzy-

mujemy
- K; aVa2+Ks, MR—2NQ K;
{G'ny]ym0=fA(a,s)[~K—S(1.— e )+ e ng
]
] =]
a4 L NER i
x - —] —
“. ). ( ]/a2—|-Ks) I ]cos axda - Nbf (a, 5)a? cos axda,
' 0
K K MKRY .
2+ ] sin ax da —
Hs

oo

— 2NB f D(a, 5) o3 sin axda,

0

)
[GWHL]QHG = f 4 (as S) [E_IZS' - K252 a
0

gdzie K, = 2NK;.
Wryrazenia (4.4) oraz (3.5) podstawiamy do warunkow brzegowych (4.1) i po
prostych przeksztalceniach otrzymujemy nastgpuigce warunki pozwalajgce na

wyznaczenie funkeji 4 (a, 8} i D (e, 5):
L _— o
“A (a, 5) [KZKHS — KyHaV o2+ Ks+(MR — 2NQ) K1K9(1 — Tm) -
a2~_|~KS'

)] — 2NbR2s2HD (0, §) a3 = — = K25H,

{4.5) — NEkRK2s — KHs (1 e ———
) 3/ o2+ Ks
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Aa, s)( Ko KsH — KgHa2+MlcRK23) — 2NbK2.s'2Ha3D(a, 5) = 0.

Réwnania {4.5) odejmujemy od siebie stronami i zna_]dujemy:

as (a2 Ks)
4.6) A(a, 5) = ——— .
ba3 V a2+ Ks-+ba2 (a2-+ Ks)+cs (a2 Ks)
. 2PK2H '
gdzie g = — b=2KH, ¢=2kRK2(M+ N)— K, HK.
Wykorzystujac drugie z réwnan (4.5) wyznaczamy funkeje D (e, §):
. y ds — bo2
( '7) D(O"” S) — (a5 S) 4&3NEK2S2H,

gdzie d = K HE4+-2MERK2,

5. Wyznaczenie przemieszczenia powierzchni

W dalszych rozwazaniach interesowaé nas bedzie wylacznie przemieszezenic vy
obciazone] powierzchni w kicrunku osi y.

Na podstawie wzordow (2.7) i (2.12) moZemy napisac
L] o2
.0 v dy=0 = [B—L] + [(Vz Xz +b XL)] .
Y dy=0 Y==0

Po podstawieniu do wzoru (5.1) odpowiednio zréZniczkowanych funkeji @, 1 yp
okre$lonych wzorami (3.8) i (3.9) oraz po przyjeciu y = 0 otrzymujemy

59 K [ 4 bk k K1)
s e X
{5.2) [v lym0 = f (a, s) cos axda -+ (NK1+NK1 e
]

[o.0) (o]

% fA (e, s)—é;cos axda+5f D(a, 5) o2 cos axda.
0 o
Funkcje 4 {a, s) i D {a, s} wystepuiace we wzorze (5.2) okreSlone s za pomocy
wzorow (4.6) i (4.7). .

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia calek wehodzacych w skiad wzoru na
transformate przemieszczenia:

o . o .
a 1
1, =fA (a, s); cos axde, Ip= f A (a, s)a}cos axda,

0 0
oo

I.= fD(a, ) 42 cos axdo.

0
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Na tej podstawic mamy

K bk K )

(53) [‘UL]?J='0 =:k-z IA + (NKI + -]—\T—I?] ZK IB+ bIC

Przed przystapieniem do wykonania caltkowania wzgledem a oraz odwrdcenia
transformacji Laplace’a. rozlozymy funkcje A4 (a, s) i D (a, s) na sktadniki proste,
tak aby umozliwié sobie korzystanie = gotowych, stabelaryzowanych rozwiazan
calek. Jak wynika 'z budowy funkcji D (a, 5} okrefloriej wzorem (4.7), wystarczy
przeksziateid Jedyme funkcje 4 (o, 8). W tym celu w wyrazeniu (4.6). Znosmly nie-
wymiernoéé mnozac licznik i mianownik tego wyraZenia przez

- —ba? ]/a2—|—Ks + bo2 (02-}-Ks)-|-cs (024 Ks).
Ostatecznie po prostych przeksztatceniach moZemy funkeje 4 (e, 5) napisaé w postaci
oA a4 Bals Cs

GO A= e T v Gt Gran T stap T

C's AdaVo2<Ks - Aa Va24-Ks

sto2% st sta2f 7
gdzie | | ' .
~ ab - aba - aba a
A= ———E‘"‘—'"“._______“‘*—““:“ R B= 4, C= & ( + 5 2 ),
]/ a; — 4ay a3 a3 2a; V ay — daqas
(5.5) | E' abas ( i ) ‘ é(bk'+2 ) . (c -+ 25k
. = iyl I a; = C), ay == c(c ),
2(13 l/a% — 4a1 a3 ' g * ) )
bK+-¢ cK 1 — .
a3 =c2K, a4— b’ a5 = “b“ y M 2a; (ﬂz ]/ag —dayaz),

1 -
B = E(az—l—l/ a — day as),

Funkejg -(4.7) przedstawimy teraz jak nastgpuje:

(5.6) Dfe,s)=

1 [dff——b@' dA-+bC - bda "+

ANBK2EN as(s+a2x)  as(s+o2B)  s2(s+o2f) _
bAV@tRs, bie  bAVeriKs dc dic .
82 (s a2%) T (s+o2f)  s(+a2f)  ad(s+a2f) | ad(stadw)

n Bd bBa dj V a2+ Ks dd l/a2+Ks
a{s+o2x) (s+a2 )  s(sta2x) (sLa2f) azs(s—l—azx)_l—_azs(s—l-ﬁﬁ). .

W celu wyznaczenia osiadania powierzchni polprzestrzeni trzeba przekszialcone
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wyzej funkcje 4 (a,s) i D(«,5) podstawi¢ do wzoru (5.2) i wykonaé odwrotna.
transformacj¢ Laplace’a okre§lona wzorem ([7], s. 27)
y+ico oo

1
5.7 2 (x, ) = f wa(a, s) e¥ cos ax dads.’

2mi
y--joo
Musimy przedtem stwierdzié, czy funkcja (5.2) posiada wartosci skoficzone dla
kazdego x > 0. Dla przykladu rozpatrzymy catke :

22}

[#4
I, =fA(a, s)ﬁcos axda,

0
Po podstawieniu do niej funkcji (5.4) otrzymamy

=3

. [ A da Bud Ca
69 1= [ gt ~vorap Soreap) 6razn)  sGrarp) T
0

C'a A2V a2+Ks AoV o2+ Ks
s(s+a? %) s2(s-+a2x) 82 (s+a2x)

Zajmiemy si¢ blizej catka z pierwszego skiadnika sumy w nawiasie kwadratowym..
Mamy

] cos axda..

(2]

5.9 - Iy = Aol d.
() Al_—fm(‘;ﬂsax .

Po wykonaniu transformacji odwrotnej Laplace’a za pomoca’ tablic ({8], s. 229,
pozycja 1) otrzymujemy :

o0
A cos ax

_ e cAr A1 et
(5_.10) Ay = S, @ cos axda+f;—2_;e cos axda — 2
0 0 '

.

1]

Jak latwo stwierdzi¢ pierwszy i trzeci skladnik catki I,, po scafkowaniu réwna sie:
nieskoficzonoéci. _

Z. podanego przykiadu wynika, Ze osiadanie okredlone transformata (5.2) dla.
skoficzonych wartosci zmiennej x byloby nieskoriczenie duze, Wobec tego w dalszym.
ciagu naszych rozwazat bedziemy podobnie jak w pracy [20] badaé przemieszczenia
wzgledne o' (x, ), odniesione do prostej laczacej dwa punkty brzegowe o wspdlrzed--
nych x = 41 (przy czym 1 moze by¢ dowolnie duze). Zatozymy, podobnie jak
w teoril sprezystosei, ze w punktach x = -1 istnigje fikeyjne utwierdzenie i w zwiazku
z tym przemieszczenia pionowe tych punktéw beda réwne zeru. Takie zatoZenie
odpowiada dodaniu do funkeji v (x, 7} pewnej stalej ¥ (1) tak dobranej, aby dla
skoficzonych wartodci x, z wyjatkiem byé moZe bardzo malego otoczenia punktu.
x =0, osiadanie bylo wielkodcia skoniczong. Takie uiwierdzenie nie wplywa na
zmiang warto$ci naprezefi, poniewaz ¥ (1) nie zalezy od zmiennych x i y. Z fizycz-
nego punktu widzenia tego rodzaju operacja moZe byé interpretowana jako prze-
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sunigcie calego ofrodka traktowanego jako ciato sztywne o pewna stalg wielko$é
({11}, s. 88).

Przystapimy teraz do wyznaczenia stalej ¥ (1) z warunku, Ze dla x =+ 1
v(x, ) = 0. Stad v(l,s)=0. Wygodniej jest wyznaczyé wielkosé ¥ (1} dla
transformaty Laplace’a. Na podstawic tego warunku piszemy

& [ ) | Kl) 1
.11 K-”«fA (a, .s')"_ cos alda —|— (ﬁ—{- J_V?(; Tk f (o, 5) s 5% aldo

o)

4 Ef D(a, s) a2 cos alda + ¥ () = 0.
g .

Widzimy wiec, ze poszukiwana stala zalezy réwniez od parametru transformacji
Laplace’a, a wiec ¥ (1) = ¥ (l,s). Wyznaczong w ten sposéb funkeje ¥ (1,s)
dodajemy do prawe] strony wzoru (5.2) i w rezultacie otrzymujemy transformate
przemieszczenia wzglednego w postaci

o0

’ K Bk
(512) o= " K2 A(a, 8) 2 (Gos ax — cos al) do + VK, e B
b

x fA (a, s)%s(cos ax — cos al) da—l—Ef D{a, 5) o2 {cos ax — cos al) da.
b o

Nie bedziemy tutaj przytaczaé obliczen poszczegdlnych calek wehodzacych do
wzorn (5.12). Calkowanie ich nie jest skomplikowane i zostale wykonane przy
pomocy tablic [8, 6 i 16]. Tutaj zajmiemy si¢ jedynie przykladowo jedna catka,
ktdra z uwagi na koniecznosé rézniczkowania wzgledem parametru wymaga dowodu
jednostajnej zbieznodel. Rozpatrzymy mianowicie drugi skiadnik calki [, okreslonej
wzorem (5.1(}). Wrykonujemy nad ta calka calkowanie przez czgSci i znajdujemy

0Pt Z ~ ot sin_a_x sin al -
—e un(cosa:x—cosal)da-_— Ypete— — = do 4

sin ax | sin dl
f ( — )a’a].

Obliczenie pierwsze] calki nie nastrecza Zadnych trudnoéci. Na podstawie tablic
{por. [8], s. 73, poz. 18) mamy

2t [ . (S0 ax  sinal Aivat (1 -2 ix
e | g o = —-—:m—(**e b erf —== —
]/a& x* Zl/xt -

) 1 B g
S — g erf _)

2y/ui |

5 x {

0
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Natomiast druga catke musimy zrdzniczkowad wzgledem czasu, aby w ten sposéb
doprowadzi¢ ja do postaci, dla ktérej juz znamy rozwiazanie. Musimy wobec tego
stwierdzi¢, czy wolne nam w tym przypadku stosowal rdiniczkowanie wzgledem
czasu. Przytoczymy tu odpowiednie twierdzenie ([15] s. 311):

Zbiezng calke wla$ciwg lub niewlasciwg zaleing od parametru mozng zvézniczko-
waé pod znakiem calki wzgledem tegoz parametry, jezeli calka ofrzymana po zréznicz-
kowaniu bedzie jednostajnie zbieina w otoczeniu rozpatrywanej wartosci parametru,

Po zrézniczkowanin interesujacej nas catki wzgledem czasu ¢ otrzymujemy

: A ~ .. fsinax  sinal
(5.129 —— | e — da.
a x I
0

Celem zbadania, czy ta calka jest jednostainie zbieZna zastosujemy kryterium

Abela-Dirichleta:
[a.9]
fﬂ@w
]

Jezeli catka
Jest zbiezna, a funkcia g (a, t) jest monotoniczna wzgledem o i ograniczona, fo calka

ff@g@am

Jest jednostajnie zbieina wzgledem parametru t ([10], s. 589).
sinax  sinal

Przyjmujemy f (o) = . T gla, ) = e i stwierdzamy, Ze

co

' (Sin ax-  sin al)
f — da.
x )

. 0
jest zbiezna. Funkcja wykladnicza e " jest jednostajnie malejaca wzgledem «,

a wiec jest funkcia monotoniczng. Wykazaliémy w ten sposdb, Ze catka (5.127) jest
jednostajnie zbiezna wrzgledem parametru ¢ Mozemy ja teraz latwo obliczyé
w oparciu o poz 18 na s. 73, tablica [8].

‘Mamy mianowicie

sinax  sin of AiVn - :Tj, - ix
- — ff - da = f ( eff ——= —
i 2]/%3 g ]/r 2]/;:1:

-k
7 e "erf 2 l/ﬁ) dr.
Na podstawie podanego wyiej rozumowania mozemy obliczyé wszy§tkle catki
wymagajace rozniczkowania wrgledem parametru f. Catki takic wystgpuja we
wszystkich skladnikach wzoru (5.12).
Powrdémy do wyznaczenia rozwazanej funkcji osiadania.




156 ZOFIA SOBCZYNSKA

Po wykonaniu catkowania i redukcji wyrazed podobnych oraz po uwzglgdmemu
oznaczef {4.6), (4.7) i (5.5) otrzymujemy

P { X ( xZK)+ ( I2K)
(513) ——m Zln "l— '—:El - 4t Ej At
A[_(I -_%‘ftf.fx ——1_%fﬂ) _1— ]
L :]/__r_ xe T er 2]/x_t l.e erZ]/f z(a'v ar.)
T o : .
"‘B[]/t(‘;e 4merf2]/32""“78 erle/ﬁ (Im: Ial)]_
cK
T Vg ik [(1 — 2K) B (Ipy— Iyg) — (1 — BK) n(Tpes — Ibz)}
gdzie
2Vm Vr
= oV bk (a3 f+ayasx — aiag),
2i ]/nl/ﬁ
m(mar—asx—masﬁ)
i le_ il
= — 4»3’ f —— 4 orf _) dr,
, fyf(. R e
(5.14) - T

_ 7; : ix 1 _-4_‘?; " il )d
— erf —p— —— erf ——| dr
f]/r( ¢ rZI/E Ie r2]/94':

‘Z2E 2K
= A=Ky K] e 4[r(l—nK)-!-th1) dr.

K 2K
Tow — Ipp = f ( T POTARE _ [, AR mwm) s,
l/r l/‘r(l — BK)-pKt

Ibm Im f ]/_ ]/'L‘(l — xK)—i—th

W wyrazeniach (5.13) i (5.14) erf i jest funkcja blgdu Krampa-Laplace’a érgu—
menty Urojonego:

4

erf il = e fe_‘f“ dE
7

We wzorze (5.13) wystepuje jeszcze funkcja

o °°e—§
Ei(— ) = — ““g"dé'
/ ‘

nazywana funkcja wykladniczo-catkowa ([13], s. 39).
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Wykazemy, Ze wystgpujace we wzorze (5.13) catki fng — Fui, I, — Iy i Ty — I,
L, — Iy, sa zbicine dla ¢t = 0.

Zbadamy calke Ips — I Ré:ni sig ona od calki I, — I, wylacznic o wyste-
pujaey w argumencie funkeji podeatkowej staly wspdlezynnik.
~ Dla ulatwienia dowodu wykonamy podstawienie 1/)/7 = 4, ktére prowadzi
do wyniku

1We o

P W o ixA 1 ._gf ] {4 dx
ax — dgl = '—f 12( 6 S8 2]/E le er 2]/5) .

Do badania zbieznodci tej catki zastosujemy kryterium Cauchy’ego ([18] s. 253).
Jezeli w rozpatrywanej calce niewlasciwej

[ rna

Junkcja podeallowa f(A) jest ciggla przy X = a oraz

L
W< 5 Pl

to calka niewla$ciwa jest bezwzglednie zbiezna. L i p sa liczbami stalymi dodatnimi.
W zastosowaniach praktycznych czgsto zmieniamy postad tego kryterfum.
Jezell istnieje taka warto$é p > 1, dla kidrej iloczyn f (A) A* pozostaje ograniczony,
gdy A-»o00, to badana calka niewlasciwa jest bezwzglednie zbiezna ([18], s. 253).
Ten warunek na pewno jest spelniony, jeZeli istnieje skonczona granica

lim £ () ).P
) A>00
W naszym przypadku, jezeh przyjmiemy P = 2, to po pominigciu stalego mnoznika
otrzymujemy

— —e 4ﬁerf.___ .....

x 2y/B ! 2yB

lim

A—co

(1 _wae ixA ] b il )l
0,

a wigc calka jest bezwzglednie zbiezna.
Podobnie moiemy wykazad zbieznodé drugiej calki, Ipe — I, Wykonujemy
podstawienie 1/)/7 = 4 i otrzymujemy ,
E #K 3K
2 (= ﬁ5+ﬁKt 4= ﬁK-H?Kt
Ibm—szm—f — [e ( )*e ) da.

A2

Przyjmujemy' P — 2 i badamy, czy granica wyraZenia podeatkowego ma wartodé
skoficzona. Oczywisoie



158 ZOFIA SOBCZYNSKA

Y 3 K
2 1-8K s ) | =
lim - [e 4( )_e (AA 1=
A=00 }'2 ﬁK 5 " "
N :__,:(e apt __ , 413;)’
V BK

dla wszystkich warloci ¢. Ta calka jest wige réwniez bezwzglednie zbieZna.

Zajmiemy-'si¢ teraz rozwaZeniem wystgpujacych we wzorze (5.13) calek, dla
réznych wartoci zmiennej x. Rozpatrzymy caltke JIyx — In. Granica wyrazenia
podcatkowego

I. _L f;t ___I,x_ﬁ.]; _;;é .. __dm):

xl_]f:ol/‘ﬂ( e erle/E; ;€ elle/BTE
1 ( i1 “a% il )
#i/—r—— z_ﬁm —l—e erle/ﬁ—T < oo,

Podobnie zbadamy zachowanic si¢ calki fps — fp;. Granica wyraenia podeal-

kowego
1 K 2K

lim —— [ e AGO—PEYTARA _ , 4[:(1-ﬂK)+ﬁKt]] —
T+00 ]/1:’ ]/‘E’ (1 — ﬁK) + ﬁKt

2
1 2K

= 1 — - 4[7(1—,8K)+,3Ka]] < .
VeVed — BK) —;—‘ﬁKt[ ¢ °°

Dalsza analiza wzoru (5.13) pozwala stwierdzié, 7e dla x =0 wystepuje w nim
osobliwoé¢ typu logarytmicznego i funkeji wykladniczo-catkowej. Dla wartodel x
roznych od zera wszystkie catki maja wartosci skorczone.

Sprawdzimy, czy w chwili # = 0 osiadanie wyrazone wzorem (5.13) jest réwne
zeru zgodnie z warunkami poczatkowymi okreflonymi wzorem (1.7).

Wyzej wykazalismy, ze catki Toy — Tat, Ly — Ly, Tow — I i Loy — Iy dla £ =0
daza do zera. Do zera dazy rdéwniez wyraZenie

AL g L - ”)
]/t(xe elle/m- le eer]/ﬁ_t'

Wobec tego, aby @ (x, 0) bylo réwne zero, granica réznicy funkcji wykiadniczo-
catkowych wystepujacych we wzorze (5.13) musi dazy¢ do —21n |x//|. Udowodnimy,
Ze tak jest istotnie. Wykorzystamy definicje funkcji wykladniczo-catkowej i napiszemy

i [ - =)+ )=
r,f; — Ei ~ar “+ Ei Y =

oo [e4] 12K14¢

— 1 “ ) — i T
il e [T | e

2K 13K/48 : x2K[4t




OSIADANIE POLPRZESTRZENI KONSOLIDUJACES 159

Jezeli w tym wyrazeniu przedstawimy funkeje podcatkowa w postaci szeregu i wy-
odrgbnimy osobliwo$é, to otrzymamy

zzxm Kat &y
fim e+ f %dg] - lim[ﬂ 21In 1’ +
1‘54—0[ f ;: n! >0 !
a2Kj4t #2K[dp
12K[4¢ t
€3
2
-+ 2 T df].
askiae Y

Szereg pod znakiem calki jest bezwzglednie zbieZny i jego granica réwna jest zeru
przy n daZzacym do nieskoficzonodci ([18], s. 52 1 272, t. T), a wigc

o |- ) (- 5] -
lim { — Ei e + Ei I = —2In

>0
Stad przy ¢ = 0 osiadanie wyrazone wzorem (5.13) jest istotnie réwne zeru.
Zbadamy teraz przebicg osiadania wyraZonego wzorem (5.13) dla ¢ — oo,
W tym celu zndw przeanalizujemy kolejno wyrazenia wchodzgce w sklad fego
WZOTL.

Granice funkcji wykladniczo- caikowych zbadamy wykorzystujac podane preez
Ryzika i Gradszteina ([16], s. 338) przedstawienie catkowe tych funkcji. Napiszemy

o282

00

i
T.

22K PK
wx feos & ——sin é _nx Pfeosét - siné
{_ P th depe W f o 5]
e+ A 2t ( )

4t
Wyrazenie to przedstawimy w postaci jednej catki i funkeje podcatkows sprowadzimy
do wspdlnego mianownika. Otrzymamy

2K _

_ K K
3 B — g A il _ P
wl & cosf(e e 4t) —|—£cos§( P e A4 yy g 4

=

PR PR xR K x42K2 _EK x2/4K2 _ﬂ‘)

2K _BK PR W)

2 ¢ N T T i A — .
& sm&( te ar e )+sm§( can e 6

B i ey |

Podobnie do zera daZa wyraZenia podcatkowe calek Inz — Zar, I,;;p — 1,
Tpo — Iy i I;x — I;,;. :
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Granica wyraZenia

I [ 1 ::t £ ¥ 1 - 42:5 £ il ] 0
— — — — er ,
,;f:o]/t e | er 2/ 7e 2/ B ,
-co moZemy lhatwo. stherdzié stosuja¢ regule de L’Hospitala.

Tak wigc dla ¢ — oo osiadanie okrefla wzdr

P
imoy = ——=1In

x
fro0 2Nbm !

(5 15) -

Jezeh teraz przy]mlemy k = oo i uwzglednimy, ze M rowne jest stalej Lamego
l a N'='G, to otrzymamy wzdr na osiadanie powierzchni pdlprzestrzeni sprezystej
znany w teorii sprezystosci pod nazwa rozwigzania Flamanta (por. [11] s. 88)

{5.16) C lime=—_f 1 —w)n|-
o Gr

6. Przykiad liczbowy

Przeprowadzone w niniejszej pracy rozwazania zilustrujemy teraz przykladem
liczbowym. Zbadamy mianowicie przebieg osiadania . powierzchni polprzestrzeni
pod wplywem obciaZenia sity skupiona. Wykerzystujemy w tym celu wyprowadzony
w p. 5 wzér (5.13).. Wykresy wykonamy dla czasu ¢ -> oo, t = 1 sek., t = 1 godz.

Zanim jednak do tego przejdziemy, musimy jeszcze omoOwié wysigpujace we
wrzorze (5.13) stale N, M, R, 0, A i k. W p. 1 ograniczyliSmy si¢ do stwierdzenia,
e M jest odpowiednikiem stalej Lamégo A dla gruntdéw porowatych nasyconych
ciecza, a k wspolczynnikiem przepuszezalnoéci. Z pozostalych statych, ktore okresli-
lismy jako stale osrodka, N réwna sig modulowi odksztaleenia postaciowego. Stale
R, Qi Ame maja natomiast takich odpowiednikdéw z zakresn mechaniki gruntow
czy teoril sprezysioSci. Zajmiemy si¢ ustaleniem ich wartosel. Oprzemy sig w tym
celu na danych zawartych w. pracy [4] Brota i WILLISA oraz na pracy Fatra [9].

Jak wynika z przytoczonych przez Biota i Willisa rozwazas, interesujace nas
stale moZna wyznaczy¢ ze zwigzkow fizycznych, w ktorych odksztalcenia WYrazono
przez cztery wielkoSci pomiarowe: porowato$¢ f, wspolezynnik SciSliwoscl probki ,
wspGtezynnik rozszerzalnosci objgtosciowej 8, wspdlezynnik zawartosm wody w po-
rach y. W wyniku otrzymano nastepujace zwiazki [4]:

i) g
Q: . 62 3 R= 629
o . yHo——
y ' 8
) %+f2+(1f21)(1= %) 5
:A_. - 52 . _7—_—3~N,_ N=@G.

’})'1‘5—?
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Wartosci wspblezynnikow », d i v podaje FATT w pracy [9]. Zostaly one ustalone
dla piaskowca o porowatosci f = 0,26. Wspolczynmlﬂ Fatta zostaly rdwniez omo-
wione w pracy [20). W pracy [20] wyznaczono tak’e wielkosci liczbowe statych
0, RiN. Wynosza one: Q = 8479 kG/cm?, R — 3394 kGjem?2i N = 162 000 kG/cm2.
Wartos¢ wspélezynnika przeplywu przyjeto na podstawie pracy [17]: k' == 50m/do-
be. Te same wartobci stalych przyjmiemy réwniez w ninicjszym przykiadzie. Po
podstawieniu ich do wzoru (5.13) otrzymujemy

1
{6.1) 0= —P.041-.10- 6{2111|9| (—1408—) +Ez( 1,408—t)—~
' 2
I 2 121’941/? 2 :
— 27,186 ]/t 7 Sxpi— — 14,87 « 103— f e duy — Texp (»—- 14,87 x
Q 0
121,94 1

1 Vi . 1
x 103 = f € du + 13,593 (I, — 1;)+47,694 /T rh
;

1
69,65 2 68,65 —

02 0 1 i
x exp| — 4,852 . 103 —) f e du — 7 xp (— 4,852 - 103 T) f e du] —
8

0
— 23,847 (Iaa — Ia1) — 0,00042 (I, — I;)) + (Tng — Ing) » 0,0011},
gdzie

: i V QZ Ve .
Iaa:“-fa;-uf[]/% —exp —4352? f ¥ du —

t 21,94 2
;o 171 92 L
Iuo; —_ Iu! = f I}]/—_‘}: (Ql exp 14 &7-103 — f & dy —
0 0 -

121,94 1

1 1 Ve
—-jexp{— 14,87 . 103}— f e du)] dr,

0

. ( 1,408 g2 1408 \1
e ’_f V= V':—I—O 339 [eXp T+0, 339) eXp( ‘r:—|—0,339)] o

. 14osg2) ( 1,408 )]d_
bz "“f;/r V711,008 [GXP( v-+1,008/ ~ P\ 731,008/ | 4%

We wzorze (6.1) ¢ = x/I, I = 10,0 m.

Rozprawy Inzynierskie — J1
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Wystgpujace we wzorze (6.1) funkcje wyznaczamy za pomoca tablic [12, 21 i 22].
Przyjmujemy przy tym ¢ = 0;0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6;0,7; 0,8; 0,9, 1,0. Calki obli-
czemy numerycznie metoda trapezéw, przyjmujac dla ¢ = 1 sek. przedziat At = 0,1
sek, a dla ¢ = 1| godz. przedziat At = 360 sek.

Na rysunkach 2, 3 i 4 pokazano wykonane na podstawie powyZszych obliczett
wykresy: wzglednego osiadania powierzchni. Dla poréwnania na kazdym rysunku
podano analogiczny wykres dla przypadku powierzchni przepuszezalnej dla cieczy.
Jak wynika z analizy tych wykresow, krzywe osiadania w przypadku powierzchni
przepuszczalnej i nieprzepuszezalnej dla cieczy, réznia si¢ od siebie w sposob za-
sadniczy.

Uwagi koncowe

Na zakoficzenic niniejszej pracy zreasumujemy krétko przebieg rozwigzania
oraz wnioski jakie z niego wyplywaja. :
Rozwigzanie przeprowadzono dla przypadku obcigzenia polprzesirzeni sila
skupiong przy zaloZeniu, Ze powierzchnia tej polprzestrzeni jest nieprzepuszezalna
dla cieczy. Analogiczne zadanie, lecz przy zalozeniu, Ze powierzchnia polprzestrze-
1ni jest przepuszezalna dla cieczy wszedzie z wyjatkiem punktu przylozenia sily, bylo
przedmiotem pracy [20]. Takie rozwiazania, o ile wiadomo, nie zostaly do chwili
obecnej nigdzie podane. Oparto je na sformutowanej przez BIOTA teorii przeplywu
" cieczy przez porowate ofrodki odksztalcalne nie wprowadzajac Zadnych zalozen
upraszezajacych. Otrzymane rozwiazanie dla sily P =1 jest funkcja Greena dla
wzglednego osiadania powierzchni polprzestrzeni. W wyniku otrzymano wzér na
osiadanie powierzchni polprzestrzeni (wzér 5.13) o postaci zblizonej do wzoru
uzyskanego w pracy [20]. Na podstawie tego wzoru mozna wnioskowa¢ o zachowa-
nin si¢ obciazonej powierzchni w czasie. W p. 6 podano przyklad liczbowy oraz
wykresy obrazujace wzgledne osiadanie powierzchni w chwili czasu ¢ =1 sek,
t =1 godz i f = co. Obliczenia przeprowadzono przyjmujac jako podloZe piasko-
wiec. Wykresy dla poszczegdlnych czaséw poréwnano z analogicznymi wykresami
otrzymanymi w pracy [20] dla przypadku powierzchni przepuszezalnej. Na podstawie
analizy wzoru (5.13) i analizy wykreséw mozna stwierdzi¢, Ze wyrazone nimi osiada-
nie posiada w otoczeniu x = 0 osobliwo$é typu logarytmicznego oraz typu funkcji
wykladniczo-catkowe). Przy Tozpatrywaniu osiadania jako funkeji czasu osobliwosci
nie wystepuja. Wykazano, ze w chwili # = 0 osiadanie zgodnie = przyjetymi warun-
kami poczatkowymi jest réwne zeru. Dla t=oo osiadanie wyraza wzor (5.15). Ma
ono wielko§é skoficzong. Ten fakt sugeruge, Ze podane przez MCNAMEE i GIBSONA
rozwigzanie dla osrodkéw niedcisliwych [14] jest bledne. Podaja oni wyniki, w ktb-
rych wystepuja calki rozbieine przy ¢ — oo. :
Otrzymane rozwiazanie jako funkcja Greena moze shuzy¢ do budowy Trozwigzan
dla dowolnie roziozonego obciaZenia brzegu. Omébwiono to doktadniej w pracy {20].
Na zakoficzenie nalezy podkreslié, ze otrzymane rozwiazanie moze shuzy¢ do
jakociowej oceny zjawisk wystgpujacych w praktyce inZynierskiej. Nie moze by¢
brane za podstawg rozwazafl o charakterze iloSciowym, gdyz okresla wylacznie
wzgledne osiadanie powierzchni.
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PezoMme

OCEJAHKE KOHCOMUIUPYIOMETOCA IIOIVIIPOCTPAHCTRA
1101 BIKSAHHUEM COCPEZOTOYEHHOM HATPY3KHA
I7A CIIYVYAS HEINPOHWUIIAEMOM UL XIKOCTEN MOBEPXHOCTH

B pabore paccMATPEBACTCR CIIy9ail KORCONMIMDPYIOMETOCH IONYHPOCTPAHCTEA, 3ATPYREHHOTO
COCPENOTOYEHHON CHITOMH, Hi)momemofi K DoBCpXxHOCTH. IIpefmionaractes, YTO 3Ta MOBEPXHOCTE
COBCPINGHHO HEOPOHRIAEMA NIA XuMKocTH., B XauecTBe OCHOBLI PACCYKICHHE MpuHsTA TeopHs
TEYEHHA JKHAKOCTY, Yepe3 HOPHCTHIS, JedopMMpYyeMbie Cpeanf, ChHOpPMYIHpOBAHHAT BHOTOM.
B pesynmpTaTe peIICHM CUCTeMB! YDABREGHWE NWHEHHOH TEOPHMH KOHCOMMANAUMY, IonyueHa {Hop-
MyHa, MAaroas BOSMOMKHOCT: ONPENETHThR OTHOCHTEHBHOES OCEHAHAE ITOBEPXHOCTH LOIYIpO-
CTpaBcTsa BO BpemMeny, Peiierne, kax dynrinet I'puna, MmkeT DBITh MCIIOAB30BANE I HOCTPOS-
HUA PCINCHMH s OPOH3BONBHOM HATDYIKH Ha Kparo.
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B 3axioicnue, IAIOTCS MHATPAMMEL OTOBPAKAIOIHME OTHOCHTCIBLHOR OCCANNG HORCPXHOCTH
I7s OCHOBAHMS H3 NECYAHEXA B MOMEHT ¢ = 1 cek, £ = 1 9ac ¥ ¢ = 0. T3 HOCTENHIS MATPAMMA
COBOANAET G PesyNHTATAMY, H3BECTHOTO B TEOPHM YIODPYIOCTH, pemcsus ®namana Jurs ynpyroi
cpelml. _ '

JIoKaswIBAeT, TAKKS, YTO B MOMEHT ¢ = ) OCENANAE HE IPOMCXOFMT. DTO OmpoBepraeT GakxT,
TIpEBEACHEEH BROTOM ¥ APYFMMIE ABTOPAMH, CYIECTBOBAHNAA TaK HA3. ,,MTHOBEHHBIX OCCHAHMH",

Summary

SUBSIDENCE OF A CONSOLIDATING SEMI-INFINITE BODY
UNDER CONCENTRATED LOAD ASSUMING THE SURFACE
TO BE IMPERMEABLE TO LIQUIDS

The problem considered in the present paper is that of a consolidating semi-infinite body loaded
by a concentrated force acting on the sarface. It is assumed that this surface is absolutely impermeable
to liquids. The considerations are based on the theory of flow of liquids through porous deformable
bodies formulated by Biot. As a result of solution of the eguations of the linear consolidation
theory an equation is obtained enabling us to determine the relative subsidence of the surface in
the course of time. The solution obtained can be used as Green's function for the obtainment of
the solution for any load acting on the boundary. '

Einally, diagram of relative subsidence of the surface are presented for sandstone at the time
t =1sec, £ =1 h. and ¢ = co. The latter diagram coincides with the result known from theory of
elasticity under the name of Flamant’s solution for a elastic medium,

It is also shown that there is no subsidence at # = 0. This would contradict the suggestion
made by Biot and other authors, that there exists immediate subsidence.

POLITECHNIEA POZNANSKA
ZAXIAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH

Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 16 lipca 1966 r.





