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OBLICZANIE WSPOIRZEDNYCH SRODKA SCINANIA
DOWOLNEGO PRZEKROJU ASYMETRYCZNEGO O BRZEGU JEDNOSPOJNYM

R. EACZKOWSK! (ELBLAG)

1. Wstep

Srodkiem §cinania nazywamy punkt, lezacy w plaszezyZnie poprzecznego
przekroju preta, przez kiéry poprowadzona sita prostopadia do osi preta wywola
jego zginanie bez skrecania. Jezeli przekrdj posiada jedna of symettii, to Srodek
§cinania lezy na tej osi, ktora jest jednoczesnie gtéwna osia bezwladnodei przekroju.
Jezeli przekréj posiada dwie osie symetrii, to §rodek Scinania leZy w punkcie prze-
cigcia ghéwnych osi bezwladnosei 1 pokrywa sig ze Srodkiem cigzkodci przekroju.

Znajomoéé polozenia $rodka $cinania jest niezbedna przy dokiadnych oblicze-
niach wytrzymaloéciowych i wibracyjnych pretéw o przekrojach 7 jedna osia sy-
metrii lub asymetrycznych. W dostgpne] literaturze istnieja uproszczone metody
pozwalajace obliczyé polozenie érodka écinania dla przekrojéw cienkich i posiada-
jacych jedna of symetrii. Metod tych nie mozna stosowaé dla przekrojéw grubych
lub asymetrycznych, poniewaz bledy obliczeniowe sg wiedy duze.

W niniejszej pracy przedstawiono metodg obliczania potozenia $rodka Scinania
oraz sztywnosci skrecania dla dowolnego przekroju. Model matematyczny zbudo-
wano na podstawie podstawowych rownan teorii spreZystoSci. Rozwigzano go
przez wprowadzenie funkcji naprezen oraz zastosowanic rachunku wariacyjnego.
Dla przekrojéw o brzegu opisanym nieanalitycznie rozwigzanie podano w postaci
numerycznej osiggajac dokladno$é wystarczajgca dla praktycznych zastosowan.

2. Wainiejsze oznaczenia

X0, yo wspohrzedne §rodka cigikodel w skali rysunku w em,

wspoirzedne $rodka Scinania w skali rysunku w cm,

momenty bezwladnosci wzgledern glownych osi bezwladnodci w cm*,
biegunowy moment bezwladnoéci wzgledem drodka cigikosci w cm?,
biegunowy moment bezwladnoéci wegledem $rodka $cinania w cm?,
sztywnosé przekroju na skrecanie w kGem?/rd,

pole przekroju w cm?,

moment skrecajacy w kGem,

naprefenie normalne w kGjem?,

naprezenie styczne w kGfom?,

modut odkszialcenia postaciowego w kG/em?,

wspblczynnik Poissona.
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3. Model matematyczny

Do rozwazan przyjeto pret o stalym przekroju (rys. 1). W érodku cigzkodci
O (xg, yo) ntwierdzonego przekroju umieszezono poczgtek ukladu wspolrzednych
prostokatnych &, #, z. Osie £ i 7 sg gléwnymi osiami bezwladnosci przekroju. Wpro-
wadzono réwniez drugi uklad wspélrzednych prostokginych x, v, z, ktérego po-
czatek umieszezono w dowolnym punkcie 05, a osie x i y skiecrowano w dowolnym
kierunlu.
2 l

- -y -

a
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Rys. 1

Pret obciaZono na prawym brzegu silay P prostopadia do osi preta i zaczepiony
w $rodku Scinania § (xs, ys). Silg te rozlozono na dwie skladowe P’ i P/ drialajace
w kierunku gtéwnych osi bezwladnodci.

Z warunku réwnowagi momentéw obliczanych wzgledem érodka $cinania mozna
napisaé

‘ ff {(x - xS) Tyz — (y - ,Vs) Tmz} dxdy =0,
Stad
(3.1) M—xY+y,X=0,
gdzie
M= f f (xTys — yrz2) dx dy,

(3.2) Y= [[vedcdy,

j:—_'“ff'ﬂ'a;z dx dy.

Z rbéwnania (3.1) mozna obliczy¢ wspblrzgdne érodka Scinania, jezeli jest znany
rozklad naprezen stycznych powstatych przy zginaniu sitg P. Rozklad ten okre$lono
stosujgc metodg potodwrotng Saint-Venanta [1]. W tym celu zatozono, Ze napreze-
nia nermalie sg rozmieszczone tak samo, jak przy czystym zginaniu preta. Dla
przekroju poprzecznego okreslonego wspolrzedna z napreZenia te wyraZone sa

WZzorem

. PU—-2n¢& P'U—29
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Stosujac wzory na obrdét i przesunigeie uldadu wspdhrzednych powyisza zales-
nosé wyraZono za pomoca zmiennych x i y:

(3.3) oz = [a(x — x}+b(y — y)l1 (z — 1),
gdzie
a= T,,COS & — ~-gsm g,
b - Pf ) 8 Plf e
== };sm + _I?COS .

Przyjeto rownieZ, Ze oy = oy = Tzy = 0. Przy podanych zaloZeniach i pomi-
nigciu sit masowych réownania rdéwnowagi teorii sprezystoéci [1] majg postaé

0T gz 0 OTyz
oz 9z
3.4
373;3 aTyz
ax T oy 4+ a(x — xg)+b(y — yg) =0.

Jezeli warunki brzegowe teorii sprezystosci [l] zastosujemy do powierzchni
bocznej preta wolnej od s#f zewnetrznych, to zredukujg sie ome do réwnania

Txz l+7yzm = 0,

gdzie przez [ i m oznaczono kosinusy kierunkowe zewngtrznej normalnej N do

powierzchni bocznej preta (rys. 1). Po wprowadzeniu elementu ds krzywej ograni-
czajace] przekrdj poprzegzny mozna napisaé

! Ny) =2 N &

= ¢cos (Nx) = g5 M= cost ) = a5

Stad warunek brzegowy przyjmuje postaé

dy dx
(35) ‘ Taz E - TyzEg" =q.

Wrykorzystujac przyigte zatoZenia i zalezno$é (3.3) zredukowano sze$¢ rownan
nierozdzielnodei [1] do dwu réwnan o postaci

a

2 = —_—
. (36) vV Tyz I-I-'V’

—— 2 =
A 1 _{_v, Vatg,

- gdzie

o2 o2
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W ten sposdb rozwazane zagadnienie sprowadzono do znalezienia dla 7z i 7y
takich funkeji x 1 y, ktére beda spelnialy réwnania (3.4)-(3.6). Majac w ten sposéb
okreélony rozkiad naprezen stycznych z réwnan (3.1) i (3 2) obliczyé moina wspdl-
rzedne $rodka $cinania.

4, Funkcja napreden
Przedstawiony problem matematyczny rozwiazano przez wprowadzenie funkciji
naprezen @ (x, y) [1]. MozZna stwierdzié, ze réwnania rownowagi (3.4) beda spel-
nione, jezeli przyjmie sie nastgpujace zaleZnofci:
ot a S ]

b
4.1 T = -5;—_“(3\72“2.?60:6), wyz*—"‘—?x"g(yz-—i’fyey)-

Podsfziwiaj'ap (4.1) do warunku brzegowego (3.5} znajdziemy réwnanie

b  a dy b dx
a2 & 2xx) o 0% - )
Poniewaz

dx dx dy L dy

ds:FyE;:xE’

to ostatnie réwnanie przyjmigje postac

0P a , ly b R ,dy
e T OF = 2%x) T 0% - o) Xt
" xy=Ffy) . .
Z rownania tego mozna obliczy¢ warto$c
funkeji naprezefi @ wzdhuz brzegu przekro-
' s=, 1) ju poprzecznego.

Na rysunku 2 pokazano przykladowo
asymetryczny przekrd] poprzeczny Yopatki
 turbinowej. W przyjetym ukladzie wspOlrzed-
n Uk ?;_ nych gérny brzeg przekroju opisuje funkcja
Rys. 2 x =/f1(», a dolny xp=f>(y). Catkujac

ostatnie rownanie wzdtuz obu tych linii otrzy-
mano odpowiednie wartoei funkcji naprezen na gérnym i dolnym brzegu profilu:

@2)
Yy b

v
@=F1(v):af(% x%—xoxl)dyfb[(%yz—yoy).xl—f(ywyo)xidy],
X S

0
¥

1 1 -
D =F() = af(? x5 — xoxz) dy — b[(jyzﬁyoJ’) xz_f(y—yo) xzdy]-
) 0

0
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Funkcje F; i Fy okreSlaja warunek brzegowy, ki6ry moZna przedstawi¢ w postaci
jednorodnej jako funkejg

(Fy — F) x-+Fyxp — Fa x4

4, F‘; - ?
(4.3) (x, ) —

dla ktérej F= F; (¥), jeSli x == x| i F'= F;(y), jedli x = x;. Podobnie réwnanie
brzegu przekroju moina zapisa¢ w postaci jednorodnej

Fx = — x)(x— x) = 0.

Po wykorzystaniu zaleinosci (4.2) wzor (4.3) przedstawiono w postaci

@4 F = a(px-+y)--b (vx-+4q),
gdzie
1 . +
X X
@ = mf(xi x2) (%—2 - xo) dy,
v 2 E
I (x_z_ )d_ i (ﬁ_ )d
Yy X — %2 f P Xp X2t dy X1 — X 9 Xo X3} ay,
@.5) ¢ 0
yz
v = —(-Z—“yoy)+ f(y yo} (x1 — x2) dy,
g = ——f(y Yo} xpdy — f(y yo) x1dy.

Otrzymano w ten sposdb warunek brzegowy (4.4) na brzegu f(x,)) = 0.

5. Wariacyjne rownanié zginanego preta

Po podstawieniu zalezno$ci (4.1) do réwnan (3.6) otrzymamy

0 (62§D+ 62d5)_ ¥ a (6‘2@ 62@)_ ¥

x| a2l 1y ax\aw | a2) Tl
Stad mozna napisa¢ rownanie
2o 2o
dx2 dy2

v
(5.1) = 1% (ay — bx)+C.

Wedhug [1] stala catkowania C mozna okvedlié z zaloznodc

d _ 1 (32@ n 62@)
(5.2 ""a; Qe) = — E a2 a2 )
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gdzie w; oznacza obrdt elementu powierzchni w plaszezyZnie przekroju. Po podsta-
wieniu (3.1) do (5.2) znajdziemy

2G6wz P b c
oz - 1+v(ay— x)—C.

Poniewaz na wstepie przyjeto, 7e sila P jest zaczepiona w $rodku $cinania, stad
pret jest zginany bez skrgcania. Wiadomo z [1], ze wtedy dw,/dz = 0 dla clementow
polozonych w érodkn ciezkosci przekroju. Stad

v
(5.3) . _ C=— m(@’o — bxy).

Po podstawieniu (5.3) do (5.1) mamy

' a2e 2o
(5.4) 6—x2+6—yZ: — Q(x, ),
gdzie
(5.5 Q(x, y) = Tpg 20— o) — a(y - »)l.

Réwnanie (5.4) okresla jednoznacznie warunki nierozdzielnosci dla preta zginanego
bez skrecania, Jest to réwnanie Poissona, dia ktdrego nalezy znaleZé rozwiazanie
przy jednoczesnym spelnieniu warunku brzegowego (4.4). Wiadomo z [2], 7e zadanie
to mozna zastapi¢ zadaniem wariacyjnym na ekstremum funkcjonahy, dla kidrego
réwnanie (5.4) jest réwnaniem Ostrogradskiego. W rozpatrywanym przypadku
funkcjonal ten ma postaé

od\2  [od\2
N [ S O

Do dalszych rozwazan wprowadzimy nows funkcje
L(x, ) =P(x,3) — F(x, ),

ktéra na brzegu przekroju spelnia warunck 2 = 0. Podstawiajac do wzoru (5.6)
zaleznos$¢ @ = F1-Q otrzymujemy

NP (x, )] = ht2h+ 1 — 2 [ [ (F+9) Q(x. ) dxdy,

e ST e
o T

(R B

gdzie
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Za pomocy wzorn Greena mozna wykazaé' [3], Ze

j( BZF BZF
12 = QdS 6){2 dx dy:

gdzie n oznacza kierunek zewngtrznej normaluej N do brzegu przekroju. Ze wzgledu
na warunek brzegowy £2 = 0 mozZna napisaé

OF e D s == 0,
on § =

(BZF R2F
—ff 6_£;+—)dXdy

Funkcjonat (5.6) przyjmuje wéwezas postaé

S 1 R Py e
S 1 5 Py o

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcjonalu jest zerowanie si¢ jego
wariacii, czyli 8 = 0. Stad otrzymano wariacyjne rdwnanie zginanego preta o po-
staci

ez (882 2FE RE
6o o [+ EF|arar=2 [ [|20+ 25 + 0o n]soaxay.

Z rownania tego mozna okreslic funkeje 2, ktdéra spelni réwniez warnnek brzegowy
£ =0.

stad

6, Okreslenie funkeii 2 metoda Riefza

Przyjeto funkeje dopusmzalné W postaci
©.1) Q= D(x— x) (x — x3).

Spetnia ona warunek brzegowy 2 = 0. Parametr D nalezy okresli¢ z réwnania (5.7).
W tym celu obliczamy

Ye

ff [( )2 ( )2] dxdy—_;—pzf (%1 — %203 [14- ()2 +(33 )2 — x x5] ey,
by

a2F 2F

oz T g T AW YR e,
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Wykorzystujac ostatnie dwie zaleZno$ci i wzor (5.5) oraz réwnanie (5.7) otrzymamy

¥

1, f (t1 — % 12 ()? — ) 3] dy —
1]

Y 4
=ff{a|:q)”x+w”
0

+ b [w”x+q” T - xo)] [x2 — x(x1+x)+x; xz]} dx dy .

][x2 — x (xg+xp)+xq x2] -

Po wykonaniu calkowama prawej strony powyizszego réwnania i wykorzystaniu
faktu, ze dla y =0 i y = y jest x; = x,, Znajdziemy
{6.2) D= a——{-bT,
gdzie
yﬁ;

63) A= [ (0 — %P I4+GDPHE? — xSl dy,

9
yk

1, L
Y1 =f {5 9" [ @xrt+x0) — x(x1+2x9)] -

0

3 M ’ !
+ 2 ¥ X x) + Eﬁ(y — yo) (%1 — xz)} (%1 — X202 dy,

&
1 ’ 4
2 :f {z o' [ @xtx) — % (23] +
0

3 b
30 G~ 5 0 D — 2 — i} - 2y
Podstawiajac zaleznodci (4.5) do dwdch ostatnich réwnai otrzymujemy
e x;-{— JC2
(6.4) = f [ (1 — xz) (xi4x) (3 — xz)f(xl — xz)( — Xo|dy -+
) o
K . 3 d
+ 2(1+ )(y yo) (%1 xz)] Y,

T

u
69 n= [ |- it e - (o= mb-
[+

0

v
B 214 (v —

Po obliczeniu parametru D ze wzoru (6.2) funkcja £2 jest jednoznacznie okreélona
z zaleinosei (6.1).
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7. Wspélrzedne srodka $cinania

Po wstawienia wzoréw (4.1) do (3.2), wykorzystaniu zwigzku @ = F1+£) oraz
owzglednieniu przy calkowaniu warunku £ = 0 na brzegu profilu znajdziemy

b -
ff[ ——i—y————2£2~——2~y(x2_2xox) “F?x(yzéf’ayey)}dxﬂﬂfy,

ff[a;;* @2—2yoy)]dxdy,
I o

Podstawiajac funkaje (4.4) i (6.1) do powyzszych wzoréw oraz wykonujac catkowa-
nie wzgledem zmienne] x przekszialcono je do postaci nastepujacej:

Yy
; X%y X3
M= _f {?“Lﬁ(xrl-xz)-l-f,v'y(361'1‘352)‘1“2‘4“'5"_y—l~_i3_2—3 +

0

1
+ xo y(x1+ xz)} (x1—x) -+ 2 b[ﬁ’ (x1+x2)+yo" (%1t x0)-1-29" y1-

2 1
- (x1+x2) (%‘ — Yo J’)] (x) — x2) ?D(xl — x2)3} dy,

f [a<p+b( ——yoy)](m—xz)dy,
f{ [ (x1+x2)—}—21p -

. Xy4x1 X2+ 23

3 + g (xl+x2)] +b v’ (x1+xz)+2Q']} (x1 — xp)dy.

Wrykorzystanie wzordw (4.5) oraz calkcowanie przez czgfci doprowadza do zaleZznosci:

, ¥
(7 M= ““af {(x1+x2)f(x1 — X2) (xré
e §
1[(}% S (x1-2|-xz _ xg) n (_xl —6 xz)a]} &y —
oy, -

Hbf {(x1+xz)f(y yo)(xl—xz)d’JHL——(xZ 2)(y—yo)}dy“
0

X
z“xo)dy-l-

—*“f D (xy— x20 dy,
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(7.2) Y = — f e =3 (x1— xz)( +2 - xo) dy —

—bf Ge— 9 0 — 0 (1 — x2)dy,

1 2
1.3) _Xz—af [?(xi‘—xi)~xo(x2-—X§)}dy+
“bf (x1 — 22 (v — vy .

Jezeli zalezno$¢ (6 2) zostanie wstawiona do wzoru (7.1), to moment M bgdzne
jednoznacznie okre§lony. Wykorzysiujac zwiazki (7.1)-(7.3), z réwnania (3.1)
mozna okresli¢é wspdlrzedne $rodka Scinania xs 1 ys.

Funkcje x; i x, sa najczefcie] okreflone za pomoca rysunku przekroju wykireélo-
nego w skali &. Wtedy calki wystepujace w wyprowadzonych zaleinoéciach nalezy
-obliczaé¢ przyblizonymi metodami numerycznymi. W tym celu przedzial catkowania
{0, vx] dzieli si¢ na r czgéel. Wielokrotne obliczenia wykazaly, se podzial na 20 czedel
zapewnia doktadno§é wystarczajaca dla zastosowan praktycznych., Wowezas Ay =
= y2/20, a pochodne zastapiono ilorazami réinicowymi:

Ax; 20 Ax, 20

—Ax1, Xo=—=-—Ax,.
Ay  w! 2Ty w7

f

Xy 7

‘Po zastapienin calek oznaczonych sumami skoficzonymi i wprowadzenin wspoirzed.
nej bezwymiarowsj £ = yfyx 1 &g = yolve znajdziemy

- 2 (31 — x2) [(Ax1)2— (A x5 - 2 f (01 — x3) x

x4+ X
el x(__l__i—-%—xo)dc—l-mﬁzg—"i)(xlx2)3

2 {x1 — x)? [43(;?) + (Ax)2 - {(Ax2)? — dxy sz]
. ] . z
e D) (v — %) (A2 — (Ax2)21 2 f (€ — Lo) Grt — x) dl +
+
400 1 _T_ Z (x1 x2)3 (xl e "_" X{))

> — [400 + (@R A Ax, sz]

Y = Tk [ aykZ (L —0) () — x9) (x1+x2 — xo) _
— by} 2 (1—-0(¢— <o (xi—xz)],

Ed
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—_ ¥ 1 X, ¥ ‘
Y= Eoﬁ{“ 2 [‘“(ﬁ — )~ (- xz)] +b.—f P T (= gﬂ)},
+
M= J’k (2 (x1+x2)- 2f(*1 — Xx3) (x1 2 xo) d; +
xi-+x (x — X )3
+2§[(Y1 ( 1—‘2'_360)+ ! 3 2—]),...

4
2 . .
—p | Dotz [ = a6 - xade+
! 0

LRI EE Ol a,)] - —;DZ (e = X2)3I~
Podstawiajac ostatnie wzory do réwnania (3.1) mamy L
7.4) (ds+dy — X5 di+ys dy) aH{ds-+-ds — X5 dy+ys d) b = 0,
gdzie

““22(1—5)@1"*5*2)( —I—x;__ xo),
dy=—2p X (1= — L) (11 — x2)
1

. .
dy = r [? (x] - x3) — xp (3] — xg)] ,

di= D% =B € — o),
' 4
+
ds = — {Z (x1+x2)-2f(x1-—— xz)(x12 =

(1.5) | + 2 E[(xl 4 (fli]fE - xo)+(x1"6§3£]},

- xo) g -

ds = ﬁyk[Z(xﬁ—xz)-Q C—Lo)(xi— xz)dé'-{-z E(xF— 2D — Co)],

...]_
3 o1~ sl 2 f (o1 — xz)( e ) =
4?8 T Z (e é’n) (x; — X3
d7 = IS

3 Z (x; — x2)3 [400 T (AxPHAx)2 — Axy szJ

x Z (x1 — x2)%,

Rezprawy TnZynierskie — 12
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. L
e 3] (e — %) [(Ax)2 — @)+ 2 [ (€= o) (ey — wp) L +

Vi » X1+X2
H 2 S (P2 )
(15  dy= 52 ' |
fe. 41 3 ) G — ) [M + (Ax 2+ (Axp)2 — Axy sz]
% Z (xl — X2)3 .

d5+d7 — Xs d1+y3 dg =0 » d5+dg = X3 dg“f‘}’s d4 =0.

S

Rownanie (7.4) bedzie spetnione, jezeli

Rozwigzania powyzszego ukladu rownan maja postaé:

_ dy (ds+-dg) — dy (ds-dy) _ dy (ds+dg) — dp (ds+d7)
dyds — dy dy » s dods — dy dy ‘

(7.6) Xs

Poshigujac si¢ znanymi zaleZzno$ciami z geometrii mas moZna wyprowadzié naste-
pujace wzory na wspdlrzedne $rodka cigzkodci przekroju:
) y_ykZC(xl—xz)

23— x)” 0 Plu—x)

Wspdlrzedne §rodka Scinania oraz srodka ciggzkodol podano w skali rysunku przekro-
ju &. Rzeczywista odleglo$é miedzy tymi punktami wynosi

(77) X0

(7.8) h= }; Vs — xp)2+ (s — y0)*.
Biegunowy moment bezwladnoéei wzgledem $rodka $cinania mozna okreslic
wbwcezas z zaleinoscel
(7.9 Iy == Iy--Fi2,
gdzie
Iy =L+,

8. Sziywnoié skrecamia przekroju

Dla obliczenia sztywnosci skrecania dowolnego przekroju zalozono czyste
skrgcanie rozwazanego preta. W tym przypadku zagadnienie mozna sprowadzi¢
[1] do wyznaczenia funkcji naprezen @, dla ktérej istnieje ekstremum funkcjonatu

1 §/0dn2 o2 -
UID (x, )] — f f {7 [(5) +(~é;)]-—2G6@}dxdy.

Symbolem § oznaczono w tym wrorze kat skrecenia preta na jednostke dhugoSei.
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Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcjonalu jest zerowanie sig
jego wariagji

R () R o

Do okreslenia funkeji naprezen zastosowano metode Rietza. W tym celu przy-
jeto funkeje dopuszezalna w postaci

(82 P = Da(x — x1) (¥ — x2),

ktéra spetnia na brzegu przekro;u warunek @ = 0. Po podstawienin (8.2) do (8.1)
olrzymano
Y

[ u—xpdy

0

(8.3) D; = —6G v

[ G — %2 HAHGAP+H()? — % x;1 dy
]
Wielko$¢ momentu skrgcajacego wynosi [1]

Ms.:?.ff';ﬁdxdy.

Wykorzystujac zalezno$ci (8.2) i (8.3) ostatni wzdr priedsta.wiamy W postaci

[fyk (x1 — x2) d)’]z

G.. )

8

Yy, _ -
f (e1 = %20 [LH-(a)24-(0)? — x; %] dy

0
Poniewaz
M 8§ - EC,

to z pordwnania prawych stron ostatnich dwéch wzordw otrzymano wzor na sztyw-
nos¢ skrecania

Y 2
|/ =0 o]

0

C =

G
3 Y

I G — 3 [ (24 (ep)? — % x5 dy

0

Po zastapienin calek oznaczonych sumami skoficzonymi ostatni wzoér przedsta
wiamy w postaci

3 G —
B4) C=-F 1073 [> G — x .
Z(xime) [400 (A xy )2 (A x0)2 "Ax1ﬂxz] L
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9. Dokladno$é metody

Przedstawiona metoda zost.ala zaprogramowana dla elektronowej maszyny
cyfrowej UMC-1. Obliczenie jednego profilu na tej maszynie trwa okolo 20 minut.

« W wyniku obliczen otrzymuje sig wspéhrzedne

srodka Scinania i §rodka cigzkodei, odleglosé
migdzy nimi, biegunowy moment bezwladnosci
b \ wzgledem $rodka $cinania oraz sztywnosé skre-
15i0.a) . . cania. : ‘
a ¥ _ Dokladnosé¢ metody okreslono dla przekroju
‘ eliptycznego, ktéry pokazano na rys. 3. W ta- .
blicy 1 podano obliczone wspélrzedne $rodkow

cigzkoéei 1 $rodkdw Scinania dla kola i dwéeh
Rys. 3 ' roznych elips. Dokladnos¢ obliczenia tych wiel-

kofci jest bardzo dobra. W tablicy zestawiono
- rOéwniez sztywnosci skrgcania: Cp obliczono przedstawiona metoda oraz Co obli-
CZONO WZorem

gl b3
Co = bz

Blad wzgledny migdzy tymi wielkosciami roénie w miarg pogrubiania elipsy
i dla kola osiaga warto$¢ 3,1%. Blad taki jest dopuszczalny w wigkszodci praktycz-
nych obliczen wytrzymatosciowych.

Tabela 1

W skali rysunku & Wielkosdci naturalne |Cy—Chm 1009
e | a b X0 - Yo Xs Vs Cm Cy Ca ’
cm | cm cm cm, cm cm kG em?/rd kG cm?2/rd %,
2 4 4 0,00000 | 3,99954  0,00000 | 3,99952 [24,351 G | 25,132 G 3,1
2 4 2 0,00000 | 3,95966 | 0,00000 | 3,99964 | 4,964 G | 5,024 G 1,2
2 4 1,5 0,00000 | 3,999%6 | 0,00000 | 3,99964 | 2,306 G | 2,324 G 0,8

10, Przyklad zastosowania metody

Na rysunku 4 pokazano asymetryezny profil fopatki turbinowej, dla ktérego
wykonano obliczenia opisang metoda. W tym celu profil wykreslono w skali & — 5.
Cigeiwg profilu podzielono na 20 czgéci. W wyniku obliczefi otrzymano w skali
rysunku wspdlrzedne érodka ciezkodci

__ X = 4,76552 em,  yo = 6,16570 cm.
o e if'.wspéirzgdne $rodka §cinania:

o ¥ = 6,30141 om, y; = 6,27837 cm.
Rzeczymsta odleglo§é migdzy tyml punktami 4 = 0,30801 cm.
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xfeerlp

§ srodek scinania
0 srodek cezkosci

yfem]
Rys. 4

Rzeczywista sztywnodé skrecania profilu € = 0,152 G kG om2/rd, a moment
biegunowy wzgledem $rodka écinania Ip = 0,75030 cm*
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Pesiome

EVOHPEJIEJIEHI(IE I{OOPI{I’IHAT LEHTPA W3THUBA ITPOM3IBOJIBHOTO
ACUMMETPIYECKOI'O C OJHOCBA3HOM KPAEM CEURHIIA

B paboTe HmaeTcs METON BEMECNCHAA KOODAMHAT LOETPA H3rM0A CEYSHHAS M €T0 KECTKOCTH
#a KpyueHue, CrpOMICS MATEMATHYECKAN MONEIL ONMPANCH NA OCKOBHEIE YPYBHCHHS TCODHH
VOPYTOCTH, & €2 DONICHAA CBOHATCH K OIPejeNeHHIO PACHPENCICHAA KACATENLHEIX HAMpKeHR
HA TOBSPXHOCTR ceueHm. C 3Tol HeNbio BBOANTCH (HYHKINA HAUPDHKCHHH, AT KOTOPOH NONIYICHO
ypapeeHme IlyaccoHa ¢ KPACBEIME YCIOBHAME. 3ajiada PEMIACTCA ¢ NOMONIGIO BAPMANKOHHOIO
MCYHMCTCHA, CTAPANCh ONPCASHUTh XCTPEMYM, COOTBRTCTBYIOWETO (YHKHIMOHANA IPH HCIHONE~
soBapER Meroza Purma. Mms ceuemid ¢ xpaeM, OMECAHEBM HCAHANNIHYECKH, DASTCH DEINEHNS
B WHCIECEHOM BHEAES., TOUHOCTH METONA OUPSIEISeTCH MUIA MAHNTHYECKER H KPYrOBBIX COUCHHIM,

Summary

‘ f
COMPUTATION OF THE COORDINATES OF THE FLEXURAL CENTRE
OF ANY ASYMMETRIC SIMPLY CONNECTED PROFILE

The paper is concerned with a computation method of the fluxural centre and the torsional
rigid ity, The mathematical model is based on the fundamental equations of the theory of elasticity
and its solution is reduced to the determination of the distribution of the shear stress flexural over . .

)
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the surface. To do this a stress function is introduced, for which Poisson’s equation is obtained
together with appropriate boundary conditions. The problem is solved by means of the variational
calenlus, by seeking for the extremum value of the relevant functional by means of the Ritz method.
For profiles, the edge of which is described in a non-analytic manner solutions are givenin a numerical
form. The accuracy of the method is determined for elliptic and circular sections.

Praca zostaly zlozona w Redakeji dmia 12 maja 1966 r.






