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1. Wsigp

Warto$é oczekiwang 1 odchylenie standardowe moénoSci granicznej obiektu
z materialu odznaczajacego sie wyraing granica plastycznosei analizowaé bedziemy
w zaleZznofci od skali, w jakiej obiekt danego typu jest wykonany. Efektem skali
przyjeto sie nazywad wplyw rzeczywistych rozmiardw ciala na warto$é cech mecha-
nicznych materialy, w szczegOlnodel na wartos¢ granicy wytrzymalodei materiatu,
W. WeBULL [7), a nastgpnie inni autorzy {1, 2] wyjasnili efekt skali zakladajac
istnienie przypadkowych defektdédw materialu i stosujac rachunek prawdopodobierfi-
stwa. Prace te dotycza w zasadzie materialéw kruchych i opieraja sie na koncepcii
najstabszego ogniwa w lancuchu, czyli na pogladzie, Ze o wytrzymalosei calego ciala
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decyduje jego najslabszy clement. W wyniku tego rodzaju zalofeni ofrzymuje sie
wzory, z ktérych wynika, ze §rednia wytrzymalo$¢ jednostkowa materialu kruchego
jest malejacg funkcja objetodci ciala. Plerwszy z autordéw [3] rozwazal o$rodek
ciagliwy, elasto-plastyczny, o granicy plastycznodci bedacej stacjonarna funkcja
stochastyczna punktu i doszedl do wriosku, Ze warto$é érednia sily niszczacej dla
pretéw osiowo obcigzonych maleje wraz z ich diugoscia (rys. 1a), a'wariancja maleje
wraz z polem przekroju (rys. Ib). A wigc dla ofrodkow ciggliwych efekt skali ma
charakier «anizotropowy» w tym sensie, ze wymiary podtuzne 1 poprzeczne w sto-
sunku do kierunkn dziatania sily maja réZny wplyw na parametry rozkiadu granicy
plastyczno$ci. Wniosek ten jeszeze raz wyprowadzimy w tej pracy dla ofrodkéw
sztywno-plastycznych przy upraszezajacym sprawe zaloZeniu, e granica plastycz-
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nofci jest nieskorelowana funkcjs losowa mikroskopowych clementow ofrodka.
Ponadto powiazemy parametry rozkladu nofnosci graniczne] preta z praktyczng
baza statystyczng 1 vogdlnimy rozwiazanie efektu skali na bardziej skomplikowane
niz prosty pret rozeiagany uklady pretowe, ograniczajac sig jednakze do ustrojow
statycznie wyznaczalnych.

2. Pret pryzmatyczny w makroskopowo jednorodnym stanie maprezei

Rozwazamy pret pryzmatyczay (rys. 2) o przekroju A4 i dtugoécei L pod ustalona
sita podtuzng N, przy czym |N| = Ao. Symbolem o oznaczamy bezwzgledng warto$e
érednia (makroskopowa) naprezenia. Rozrdznianie znaku o jest tu nieistotne, bowiem
material posiada z zaloZenia jednakowa granicg plastycznosci przy rozcigganin
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i ciskaniu, a nwzglednia sic tylko mozliwo$¢ uplastycznienia (absirahuje sig¢ od
zagadnieh niestatecznoécl 1 peknied: rys. 3). A wiec pret jest badZz to w stanie
czystego rozciggania, badz sciskania sila N, a talZe moZemy wyprowadzone wzoty
latwo zastosowaé do czysiego zginania momentem |M|= Zog, gdzie symbol Z
oznacza wskaznik zginania plastycznego dla preta o przekroju A. W tych warun-
kach wartos$é érednia naprezenia ¢ = [N|/4 lub ¢ = |M|/Z jest oczywiscie jedna-
kowa, o (%) = const dla kazdego przekroju preta x;. Nie wynika z fego jednak,
ze rzeczywiste, mikroskopowe napr¢Zenia op maja rozkiad jednorodny. Azeby
moglo powsta¢ pole predkosci dajgce efekt plastycznego plynigcia preta, musi co
najmniej w jednym przekroju x; powstaé faki stan, e napreZenia oy osiagaja




wszgdZie warto$ci réwne mikroskopowej granicy plastycznodci g5, a ta ostatnia ma
przypadkowy, nieréwnomierny rozktad w przekroju preta, rys. 4. Zgodnie ze
sztywno-plastycznym schematem pracy -(rys. 3) Zadnych odksziatcen materiaty.
az do chwili powstania predkodci & w przekroju x; nie ma (ex = 0). Jesli

£ 2
- —F‘u =S 7M.'. -
Wl £ [

cheieliby§my uwogdlnié nasze rozwazania na materialy elasto-plastyczne, to najpro-
Sciej byloby zalozyé prawo plaskich przekrojéw i stad by wynikato pole od-
ksztalcen state wzgledem x (gx (x) == const) i towarzyszace mu pole naprezen

(2.1) or = min (E |ex|, gx).

Kinematyczny mechanizm zniszczenia preta ograniczamy do schematu uplastycz-
nienia w plaskim przekroju poprzecznym. MozZna jednak przypuscic, ze prawdo~
podobne sa tez inne schematy pél predkosci, np. posuniecie w plaszczyinie nachylo-
nej do osi pod katem 45° lub uplastycznienie ziaren wyznaczonych przez jakas
nieregularng zakrzywiona powierzchnie. Nie sadzimy, zeby tego rodzaju nogdlnie-
nie moglo wplynaé na jakosciowa strong efektu skali, jesli zag chodzi o aspekt ifoscio-
wy, tZn. wyznaczenie wartosci parametréw figurujacych w ostatecznych wzorach,
to 1 tak zaproponujemy.wyznaczenic ich metoda odwrotna z badaf fenomenolo-
gicznych. Dlatego rezygnujemy 7z uwzglednienia dowolnych powierzchni uplastycz-
nienia i ograniczamy si¢ do rozwazania jednoparametrowej rodziny przekrojdéw
plaskich, upraszczajac w ten sposdb znacznie rozwiazanie problemu.

Niechaj material pomySlanego preta ma strukture mikroskopowa, ziarnista,
tego muiej wigeej typu, co osrodki polikrystaliczne [4], tzn. jest spdinym konglo-
meratem mikro-elementéw 6z o objetosci 8¥% i granicy plastycznosei mikrosko-
powej g, k= 1,2,..., 1, liczba I réwna sie iloéci mikro-ziaren (krystalitéw) w ca-
tym ciele. Wartodci gz sg to realizacje zmiennej losowej o nieznanym z gdry, ale
tym samym dla wszystkich ziaren mikroskopowych 8; rozkladzie prawdopodo-
biefstw. Zakladamy, ze ziarna strukturalne 6 sa berdadnie wymieszane, tak Ze
granice mikro-plastycznoéei dla dwéch réznych mikro-ziaren Oy, 1 0, sa niezaleiny-
mi Zmiennymi losowymi gx, 1 g . Niechaj m bedzie liczebnodcia mikro-elemeniow
d; w dowolnym ustalonym przekroju preta x;, czyhi ilodcia elementarnych wilokien
preta o mikroskopowym przekroju 84y, j = 1, 2, ..., m. Niechaj n bedzie liczebnoécig
mikro-elementéw d; w dowolnym wustalonym widknie materialnym, czyli iloécig
clementarnych przekrojéw preta o mikroskopowej gruboéci 8L;, i—=1,2,...,n,
gdzie n = I/m. Liczby m i n sa wielkie, ale nie na tyle, aby stosowad twierdzenia
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graniczne rachunku prawdopodobieﬁstwa, co by strywializowalo nasze rozwazania
i nie pozwolito ujawnié efektu skali. Dlatego site N;, i = 1, 2, ..., #, jaka przenosi
przekr6] preta pryzmatycinego Ai = A w stanie granicznym, kiedy to mikro-
naprezenia osiagaja warto§¢ graniczng w kazdym z mikro-elementow dy,

E:

(22) ' 03 = qj

obliczamy jako sumeg skonczona
mw 7
23 Ni= > q;0d;=A Y q1p; = AQ1,
i=1 i=1

gdzie p; = 84;/A jest geometrycznym prawdopodobienstwem wartnkowym wyste-
powania naprezenia oy =gy g8dy @1 # 2 # 3 F .. F dm, 2 jeSli zdarzy sig, Ze
np. ¢, = gy, to pod oznaczeniem 84y nalezy rozumicé 64, -84, i odpowiednio
skorygowaé sumg (2.3), opuszczajac ji-szy albo jp-gi wyraz. Nazywajac p; prawdo-
podobiefistwem warunkowym mamy na mysli warunek ograniczenia pola zdarzed
elementarnych do zbiorn naprezen o; wystepujacych w jednym przekroju popreecz-
nym o wspdlrzédnej x;. Prawdopodobiefstwo warunkowe p; oczywiScie nie musi
sie réwnaé dokladnie prawdopodobiefistwu bezwarunkowemu py okreslonemu
dla wszystkich [ ziaren elementarnych. @; jest makroskopows granica plastycznodci
okreélong dla przekroju materialnego xi. Ze wzgledu na skoriczona moc zbioru j =
= 1,2, ..., m nie zachodzi prawo wielkich liczb i Q; podlega odchyleniom losowym
dla réznych przekrojéw xg, § = 1, 2, ..., n. Z uwagi na przyj¢te poprzednio zatozenia
0; jest nieskorelowanym stacjonarnym lancuchem losowym ciggu xi. Na podstawie
twierdzenia o warto$ci éredniej sumy zmiennych losowych mamy

e
@9 Qi - az‘ Z pi=q;= E;c = const ,
j=1

gdzie

=

13 1 n
pi==p ) ddr=1,
j=1 i=1
oraz gdzie g; jest wartodcia §rednia warunkows (w przekroju x), & gy wartodeia
érednia bezwarunkowa (w calym precie). Liczby te sa réwne ze wzgledu na stacjo-
narnoéé i niezalesno$é laficucha losowego g5 1 g dla 8; # Jy, a identyczno$é —
dla 5_:; = bp.
Na podstawie twierdzenia o wariancji sumy zmiennych losowych niezaleznych

mamy
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gdzie ui jest wafiancjac makroskopowej granicy plastycznoéci, ux wariancjg mikro-
skopowej granicy plastycznosei,

. 1 2 Ay
84: = Zg; o4y = —
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§rednim przekrojem ziarna milﬂ.‘oskopowego w przekloju X3, s jego wspolozynmni-
kiem zmiennoéci oraz

1 & -
b = 8di+ D84y — 54 = 6411 9 ~ S
i=1 :
jest zastgpezym przekrojem mikro-ziarna. Dla materiatébw quasi-jednorodnych

o ziarnach strukturalnych prawie niezmiennsj wielkodci (v; & 0) zastgpezy przekroj
84 w przyblizeniu réwna si¢ §redniemu 64z Wspdlezynniki zmienno$ci granicy

plastycznosci makroskopowej v; i mikroskopowej or sa proporcjonalne, jak wynika:

ze wzordw (2.4) 1 (2.5):

‘ s 34
(2.6) w=yg, =V 1

gdzie vg = ur/qr. ‘ _

Sita N, jaka przenosi pret pryzmatyczny w stanie granicznym, réwna jest noénosci
granicznej najslabszego z przekrojéw materialnych o polu 4 == 4 = const i gru-
bosci elementarnej

1 m
0Ly = Z&Ig; Vi, =12.,n,
(27) . N : min Qi A_i = A min (QI: QZ: ARRE Q’ﬂ)'

Dla populacji pretéow jednakowych pod wzgledem rozmiardw sila N jest zmienna
losows. Fenomenologiczna granica plastycznofci, oznaczona symbolem € bez
indeksu i, okresiona wzorem

N .
{2.8) . Q:I:,mei, i=12,..,n;

jest tez ona zmienna losowa i jej dystrybuanta dla stochastycznie mezaleznych O

w my$l prawa mnoZenia prawdopodobiefistw wynosi
n
@9 F@=1-PQ>a)=1—[[P(@i>0)=1-[l—FP,
‘ f=1

gdzie F;(Q:) jest dystrybuants makroskopowej granicy plastycznoéei dowolnego
przekroju elementarnego xi, i =1, 2, ..., #. Dystrybuante F(¢) w analogicznych
zagadnieniach z zakresu teorii efektu skali [2] wyznacza sig zazwyczaj w ten sposéb,
7¢ 2 gory zaklada si¢ funkcje rozkiadu F; (o) w formic statecznej ze wzgledu na
opisana powyZej operacje, tj. minimalizacie. Korzystajac z wynikéw wzyskanych
w rachunku prawdopodobiefistwa ekstreméw [6], w szezegdlnodei z wyprowadzenia
dystrybuanty minimalnego wyrazu szeregu rozdzielczego tzw. trzeciego typu,

oslabimy zalozenia. O zmiennej losowey Q; zalozymy tylko, Ze jest lewostronnic

ograniczona,

2.10) O = 0,-

Rozprawy Inzynierskie — 6
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RIS jest oczywiste 7 uwagi na modularny sens makroskopowej granicy plastycznodci,

i wyrazimy dystrybuantg Fi(Q:) wzorem

(2.11) ‘  FR(Q) =(c+A0) Y Ti,

gdzie ¢ i a sa to stale dodatnie, Ac jest za$ funkcja spetiajaca warunek graniczny
Ac (0 —0 dla @; — 0.

| ‘Stosujeﬁly schemat losowania «zadkich zdarzef», tzn. zakladamy, 7e dla n—o0

zmienna losowa zmierza do zera, _jak nastepuje:

a4 _
2.12) | Vo= 0, g=const.

A wiec w granicy mamy

. o A “
@13 P[Q<(§)]=1—[1—£‘f’i}1ﬁl@] Iy

Dla duzych n = L/6L;, co zachodzi dla materialdbw mikro-niejednorodnych,
dystrybuante fenomenologicznej granicy plastyczno$ci mozemy aproksymowac
wzorem asymptotycznym. .

_L s
(2.14) F(Q)z_1~,exp(—c°‘1/Q£)=1AeXp(— l/%—)

gdzie

SL\* - 1
:(-—), oL = hméLi—llm—ZéLi

cl. R+ 00 0O

Dochodzimy w ten §poséb do wzoru na dysirybuantg trzeciego typu rozkiadu
minimalnego wyrazn szeregu rozdzielczego, bardziej powszechnie nazywanego
rozkladem Weibulla [8] (rys. 5). Wa,rtosc srcdma fenomenologmznej granicy plastycz-
nodel wynosi

2.15) 0= meﬂNQ) ( )1%w+n-md@

gdzie I'(x) oznacﬁa funkcj@ Euiﬂ:ra gamma, a 7w (x) == I (x-4-1) vogdlnienie silni.
Wariancja wynosi '

@16 M=f@;QMHm=mwwwn—ﬂMHm

a wspolczynnlk zmiennosm (rys 6)
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Ze wzoréw (2.15) i (2.17) wynika, ze Srednia @ zalezy od dhugosci L, natomiast
zmienno$¢ v nie zalezy od L. Ze wzordw (2.6) i (2.8) wynikalo, Zze v zalezy tylko
od pola przekroju 4, a wigc wspdlezynniki zmiennosci makroskopowej #; 1 fenome-
nologicznej » granicy plastycznosci sg rdéwne:

(2 18) Vi — 7.

Ze wzoréw (2.15}1 (2.4) dla L — 0L oraz (2.6)1 (2.18) wynikaja nastepujace me-.
zmiennicze zwiazki:

(2.19) o)

gy = const

ca
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oraz
(2.20) 22 A = v2 84 = const.

Po prawej stronie tych réwnanh figuruja wielkosei zalezne od struktury mikrosko-
powej, a niezmiennicze wzgledem rozmiaréw preta. Wzdr (2.19) okresla ¢ jako
funkcje wykladnika « (rys. 7):

*/ m(a)
g

Wzor (2.20) moze byé wykorzystany jako sprawdzian stosowalnoéci tej teorii.
Ponadto wzory te razem ze wzorami (2.15) 1 (2.17) potraktujemy jako uklad réwnas,
z ktérych wyrugujemy parametry g, ¥k, 64 i 0L trudne do bezpoérednich pomiaréw.
Jako baze statystyczna przyjmujemy dwie serie probek o dhlugodci i przekroju
L*, A* oraz L** i A** odpowiednio. Moga to by¢ probki normowe, kidre w pra-
ktyce stosuje si¢ powszechnie dla potwierdzenia jakoSci materialu, np. dla stali
(rys. 8). Wazne jest, Zeby

221) : ¢=

(2.22) A¥ g AF*
006 G604 6,08 012 016 020 024 0,28 032 v
1
| b
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Rys. 7

Dla tych prébek droga doswiadezalna wyznaczamy Q%, o* i Q**, o**. Nastegpnie
ze wzoréw (2.17) i (2.15) obliczamy a* i Qg 6L*":
a(2a*)

= 2 —
72 (a*) 14v5 — a* = a(0¥),

(2.23%)

gdzie

8L S\
(2.15%) g* = (FL_*) 7(a¥) = Oy (:L*) ,
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edzie
7z (a¥)
0 — W‘-_ = gk,
a wiec
(2.24%) Oy 0LY = Q¥ LT,
AK
N* T ] . 4
x4 - N
- ——— 5 | —=
T
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Plem] |25 180 [40 | 50175 |100 |25

D¥fem] |05 |06 |08 | 10 |15 | 20 | 25 | we g’%
A*fem®] | 0198 0283 0,5 075| 1767] 3440| 4902

Rys. 8

a z analogicznych réwnan na mocy (2.19), (2.15%) i (2.24%) «** i Qg 6L™**. Biorac
jeszeze do obliczen réwnania

(2.20%) vi A% = % 04
oraz
(2.24) Q0L = QL%

otrzymujemy nast@ujqce wym'ki‘:'

A*
(2.25) v=v*}/ —,
A
. ﬂ‘ “Q"T L* o LG o
(2.26) 0=0q 0 L] = Qo Ak
(rys. 9 i 10), gdzie
[ ook A
_ o Q** L**)F:}T‘ ok O
e J— * [t — — r%®
Qﬂqu” ( Q* L* B LU““"‘ Q{JL ’

a wykladnik a jest pierwiastkiem réwnania

7(2a) A*

(2.23 =1+=02w-:1+fﬂ
23) 72 (a) ‘ * A 4’

gdzie Ay = o5 4%,
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Dla nieduzych warto$ci argumentu (z <« 1), moZna funkcje uwiklang ¢ = a (v)
z dobrym przyblizeniem zastapi¢ formula liniowa (rys. 6):

(2.27)

PrzZez co upraszcza Si¢ powyZsze obliczenia.

A.

a = 0,80 = 0,80% -
A
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.3, Pret pryzmatyczny ze zmienng sila wewnefrzna |

Wezmy pod uwage pret pryvzmatyczny o przekroju 4 pod dziataniem skokowo
#miennej sily podluznej Ny, r = 1, 2, ..., 5 (rys. 11). Naprezenia Srednie w przekroju
preta tworza lancuch losowy

6.1 ' Cep=i

Rys. 11

Niechaj miedzy warto$ciami naprezefh w poszezegdlnych odeinkach preta zacho-
dzg deterministyczne zwiazki, 1ak e z faficucha losowego daje sie wydzielié losowy
parametr obcigZenia oy, l

(3'2) oy =098, F= 17 2> sy Sy

gdzie s, jest ciagiem w peini okreflonym.
Dystrybuanta granicznego naprezemia dla r-tego odeinka wynosi wg (2.14)

(3.3) Fe(or) =1 — exp (m %1/ a“)

gdzie o, ¢ = const dla 4 = const,

Rys. 12

Dystrybuante granicznego naprezenia dla calego preta, czyli prawdopodobiefistwo
jego niezniszczenia, obliczamy wykorzystujac prawo mnozenia prawdopodobiefstw:

G4 Flo)=1—[[exw (— c? V aos}) =1 — exp (4 i/(f—ﬂ Z SrLr)-

11 oL

r=1

Wezmy teraz pod uwage sile podtuzng N (x) zmlemajacq 3163 w spos éb. Glﬁghf
na dlugosm preta (rys. 12). Naprezenia §rednie

35 - . e (X)) =N(@)/4
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tworzg funkcje losowa, ktora z zatozenia daje si¢ przedstawi¢ w formie iloczynu
losowego parametru obcigzenia i funkcji zwyczajnej,

(3.6 o (%) == g 5 (x).

Dystrybuantq fenomenologiczna granicy plastycznosci, czyli prawdopodobiefi-
stwo niezniszczenia, wyprowadza si¢ ze wzoru (3.4} przez zaggszezenie sicci prze-
dziatéw L, 1 przejscie graniczne Ly — dx tak, jak si¢ to robi w klasycznej definicji
catki:

N ”a/;“ fi/}fx—)d']=1—ﬁxp(—y]°/%ﬂ),
Q

gdzie

o— (25 5@ de a
. 2 s a — 5 N —_ —,
(3-8) CL) y=[Vs® E=

¥

10 .

Riwnowazne schematy sit wewnelrznych
| L o]
= i - oo fdy 1
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g2 P il
e
/] I
oy 004 0,08 o1z 016 020 0,24 0,28 1,32 036
o
Rys, 13

Wartoéé &rednia fenomenologicznej granicy plastycznodel wynosi
69 0 fm a7y = 2 r@i) — 0o a;L*)m 0 (L“)a
. = | dodF(og) = — ['(a = — — = —1,
¢ Y ”( Qo 7L vy
0

. & wspblczynnik zmienno$ci wyraza si¢ bez zmian dla A4 = const wzorem (2.17).
" Tormuta (3.9) réini sic od (2.26) wspdlezynnikiem korekcyjnym y, przez ktéry
mnozy sig rzeczywista dlugo$é preta L. Tloczyn pIL daje dlugos zastepeza uwzglednia-
jaca fakt nieréwnomiernego obcigZenia preta. W tablicy | zestawiono wzory do




=

CHARAKTERYSTYKA PRAWDOPODOBIENSTWA NOSNOSCI GRANICZNET 271

obliczania y jako funkcji o dla niektérych najezesciej spotykanych rozkladéw sity
wewnetrznej {sily podiuznej N (x) lub momentu zginajacego M (x)]. Dla belki
obciazonej jednostajnie na calej diugosci zalezno$é y od a przedstawiono wykreslnie
na rys. 13 ze wzgledu na stosunkowo duzg pracochlonno$é korzystania ze wzoru
wg tablicy 1.

4. Pr¢t o zmiennym przekroju w makroskopowo jednorodnym stanie napreienia

Rozwazamy najpierw pret o przekroju skokowo zmiennym A4y, r = 1,2, ..., 5,
pod stalym napreZeniem ¢, = o = const (rys. 14). Diugoéé r-tego odeinka oznacza-
my symbolem L, i obliczamy parametry a, i ¢, wg wzordw (2.23) i (2.21) dla prze-
kroju A, Dystrybuanta naprefenia granicznego o dla rtego odcinka wynosi

by o,
@.1) F,,(o.)zl#exp(,,__r U),

a dystrybuanta fenomenologicznej granicy plastycznoéci

i & [ F—
42) F(Q)—PH[lE(Q)]—l—exp( i > el Vo) =

gdzie

Rys. 14

Obliczenie $redniej fenomenologicznej granicy plastycznodcl z zaleZnofci

“»  o- deF(Q) fZ l/—exp( gji/g?)“@

Jest jednak daosy¢ trudne, natomiast stosunkowo latwiej moZna obliczyé mediang
0 z réwnania przestgpnego

@4 Z ]/— =h2




Tablica 1

Schemat obcigZenia

Wykresy momenidw
{ sit podfuzrych

Mp

T+30
3(1+c)

Senie )zm

r=(

o 'xr =
; 1/%5);(-4} (¥ )aﬁm

”’[ (7 Mz) ]

M1' Mz 1+0;

mf-(E)¥]

M1+M2 Y

j272]
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! C=br{x+1) AN
. 1 g=b-(n*2 , N
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O o 02 03 04 05 06 07 0.8 09
. o
Rys. 15

Tub modg Q z réwnania

@) Z—L(lﬁl) ’Q:(Zi% Q)

=1 Or \Qr " by 1 O by

Korzystanie ze wzorow (4.4).i (4.5) jest o tyle celowe, 7e dla rqzkladu Weibulla
przy nieduZym parametrze a warto$é érednia 0, mediana é i moda Q sa w przybli-
zeniu sobie réwne (rys. 15):

~

(@.6) Gr0~Q ~da ax< I
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Zatézmy teraz, e zmienno$¢ przekroju preta okreSlona jest funkcja ciagla
A (%) (rys. 16). Ze wzordw (2.23) 1 (2.21) okreslamy funkcje a (x) 1 ¢ (%) i formulujemy
wzdr na dystrybuante fenomenologicznej granicy plastycznoscei:

L
. 1 .
(4.7) F(Q):1Aexp[afc( Yo dx]
0 1 _—
L {2/ Qn(a) IL
lwexp['—Ef Zga df]_l—exp(“ﬂl)*

Dla malych wartodci a skorzystamy z przyblizenia liniowego w rozwinigeiu na
szereg potggowy

(4.8) V 7(a) =0,561+0,461a — ..,

a uwzglednigjac wzor (2.27) dostajemy

— ra
4.9) V(e ~ 0,561+0,369v*]/ 'i i

a wiec

1 _— 1 S

“/ Qm(a) kg VA®
4.10 = l/ a 0,56 1 : ( ) >
(4.10y I (f 0 dE ~ 0,5 1!( + Vi ® )exp ks d&

gdzie

. 087" y/ A%
ky = 0,658 2" |/A* , ko = —‘]Q—/————
111@
Jezeli zmiana przekroju wyraZa sig wzorem
(4.11) A = [P+ — d))E7?,
to mamy
1
4. 12)  I=0,561 { f /A dé =
o+ (% ) -
0,561 p-

= f (22~ 14ky 27-2) «:e‘y"lz dz.
Powyzsza catke moZna rozwiazywaé korzystajac ze wzoru rekurencyjnego
, _E_. . J
(413) . f(z?—l+k1 227—2) ekz dz =

Z . Z
ey (P14 72 e — f (p — 1) 2-2+(p — 2 iy 22-3] Pz
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Wyrazy d; i dy sa proporcjonalne do charakterystycznych wymiaréw poczatko-
wego i kofcowego przekroju preta, mianowicie dla prf;ta okraglego o zmiennej
$rednicy D (x)

Vr Vo

{414) dl = H——Z—DL 3 dg = TDZ »

. a dla preta o przekroju prostokatnym Bx H(x)

' B B
(4.15) d, = ]/fj; Hy, dy= l/Hz ;.

Wzdr na dystrybuante i dalsze wzory odnosza si¢ rowniez do przypadku preta
symetrycznego o dugosci .. Wowczas Dy i H, nalezy interpretowac jako Srednice
wrzglednie wysokodé przekroju w $rodku rozpigtosci (x = L/2). Wyniki obliczen
catki (4.12) dla kitku przyktadowych wartodci wykiadnika p przedstawiono w tabli-
¢y 2. Ze wegledu na duzy stopieni trudnosci obliczenia wartodci $redniej fenomeno-
logicznej granicy plastycznodci ze wzoru

(4.16) 0= [0dr @)
. 0

mozna ja z dobrym przyblizeniem [w my$l (4.6)] zastapié mediana, ktora latwiej
obliczyé z rownania przestephego

4.17 2 =In2
(4.17) oLl,_s= "2

Np. dla preta o liniowej zmianie przekroju (p = 2) i stosunku /oy = 0,050/0,025,
co odpowiada stosunkowi przekrojéw A4,/4, = 1/4, mamy rownanie

4.18 L1 (é)‘m 40 822 ! (é )20 20,822 !
“ oL ln—Q— = : DQ Do ’ n-é—
Qo Qo O
) . = 741,284,

co daje wyniki zestawione w poniZszej tablicy.

o L

Op ' oL

0,711 104

0,579 06

0,467 108

0,379 : 1010

5, Statycznie wyznaczalne uklady pretowe

Wyniki rozwazan przeprowadzonych nad pojedynczymi pretami w celu ustale-
nia zwigzkn miedzy ich wymiarami a fenomenologiczng granica plastycznosci
stosunkowo latwo dadzaz sic zastosowal do statycznie wyznaczalnych ukladow
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pretowych. Ustroje takie traktujemy jako zbidr pretéw polaczonych ze soba prze-
gubowo, w stosunku do ktorych stosuje si¢ uwogdlniong koncepcie najslabszego
ogniwa w laicuchu, poniewaz zniszczenie jednego preta burzy caly uklad. Jezeli
ponadto fenomenclogiczne granice plastycznodel poszezegdnych pretdéw uklady
potraktujemy jako nieskorelowane zmienne losowe, co jest tym bardziej uzasadnione,
ze mikroskopowe grapice plastycznofci przyjmowaliémy jako zmienne niezalezne,
to mozemy réwniez zastosowaé prawo mnozenia do okreslenia prawdopodobienstwa
niezniszczenia Zzadnego z pretow. W pracy ninigjszej ograniczamy sie do badania
nosnoéci granicznej przyktadowych, prostych ustrojéw statycznie wyznaczalnych,
takich jak belki ciagle przegubowe i kratownice jednoprzestowe.

i g o/
A= const g

{

a3 lss]
Sle ﬁ@mﬁm Xl | S
HH 1 H

&eo I_ﬂsx/a B

r
-1
¥

%

Rys. 17

W przypadku belki przegubowej (rys. 17) pod obciazeniem poprzecznym naleZa-
loby si¢ zastrzec, ze rozwiazanic nasze nie uwzglednia wplywu sil poprzecznych.
Jesli stosunek rozpigtodci przgset do wysokodci przekroju jest duzy, to wplyw sit
poprzecznych jak wiadomo jest nieduZy i moZe by¢ w praktyce pomijany. Dla belki
o stalym przekroju A stosujemy model preta pryzmatycznego pod ciggle zmienng
sita podtuzng. Wedlug wzora (3.9) mamy '

Q* L* o
5.1) o-a(}/5
gdzie y jest to wspblezynnik, ktéry dla najwazniejszych rozkladdow sit wewnetrznych
belek jednoprzestowych sformulowany jest w tablicy 1. Cheac skorzystaé z tych
danych w przypadiu belki wicloprzestowej nalezy jej calkowitq dtugodé podzielic

na s odcinkc')w o dhugodcel Ly, gdzie r = 1,2,...,5 i ZL, L..-Podziatu nalezy

tak dokonac, zeby rozklad momentéw zgmajqcych w kazdym z odecinkdw pokrywa}'
sie z ktérym$é ze schematow Z tabltcy 1. Wowazas

{5.2) : - . ‘y. E frg; _Lr 'Vr
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" Wzér powyzszy uzasadnia sig tym, ze we wzorze na dystrybuantg (3.7) caltke oznaczo-
na w wyktadnike moina obliczyé przez rozklad na catki po odcinkach L.

W przypadku kratownicy statycznie wyznaczalnej (rys. 18) o tegich pretach (wy-
miarowych z pominigciem zagadnien niestatecznosci) stosujemy nast¢pny z rozpatry-
wanych w tej pracy modeli preta, mianowicie pret o skokowo zmiennym przekroju
pod réwnomiernym obcigzeniem. Model taki uzasadnia sig¢ w sposdb nastepujacy.

-3,

L/2
Rys. 18

Przy obliczaniu dystrybuanty niezniszezenia ustroju

(5.3) Flog)=1—exp (~ j‘ V%: )

r=t
nieistotne jest utozenie pretéw. Wynik sie nie zmieni, je$li wyobrazimy sobie, e
wszystkie prety sg ulozone i potaczone wzdhuz jednej osi. Naprezenia o, sa stale
dla kazdego z pretow, r = 1, 2, ..., 8, jesli tylko obciazenia sa skupione w wezlach,
jak to sie 7 reguly zaklada przy obliczaniu kratownic. Przy wymiarowaniu prgtow
kratownicy staramy sig dobra¢ kazdy przekrdj 4, tak, by wykorzystad naprgzenia
dopuszczalne oqop. Wobec tego

54 Or = Gaop = const

i dla obliczenia $redniej wartoéci fenomenologicznej granicy plastycznosci stosujemy
wrzory (4.3), (4.4) i (4.5). Natomlast _]esh naprezenia o, nie sa wyréwnane, to wzory
na érednia @, mediane Q 1 modg Q nalezy unogdlni¢, jak nastgpuje:

(5.5) 0= f Z - Qbsr exp (-— Z QSY)dQ >
r F=1
o

r— ¥
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E I3 —
Ea S’n"
5.6 ]/ —1n2,
(5.6) 2 .

5 P 3 % S A2
(5.7 ‘ Z %(_1_ — 1) Q5 _ (Z i 8y ) ‘
: » \Qy by — G by

Przeniesienie rozwazan tej pracy na ustroje prgtowe statycznie miewyznaczalne
1 plyty oraz inne ustroje powierzchniowe wymaga osobnego opracowania. Uzyskane
rezultaty pozwalaja jednak na wyclagniccie wnioskow, ktdre maja w pewnym sensie
znaczenie ogodine. Mianowicie metoda postepowania przy obliczaniu fenomenolo-
gicznej granicy plastycznoici z uwzglednieniem efektu skali jest nastgpujaca. Bie-
rzemy pod uwage wszystkie niezalezne, kinematycznie dopuszezalne mechanizmy
zniszezenia, okreSlamy prawdopodobiefistwo kazdego z nich. przy wykorzystaniu
prawa Weibulla, a nastepnie obliczamy wartos¢ oczekiwang i wariancje obciaZenia
granicznego dla calego zbioru mechanizmdw zniszczenia. Ten mechanizm zniszcze-
nia, ktéry z deterministycznego punktu widzenia jest skuteczny i miarodajuy [5),
z probabilistycznego punktu widzenia jest tylko najbardziej prawdopodobny,
modalny. Znajgc zalezno$¢ funkeyjna migdzy nosnodeia graniczna ustroju i granica
plastycznosci materiaty oraz majgc obliczong &ednia warto$é noénosci granicznei
obliczyé moina $rednig wartodé granicy plastycznofci, nazywanej przez nas feno-
menologiczna, gdyz moze ona byé potwierdzona przez zjawiska realne przy prob-
nym zalamaniu wigkszej partii ustrojéw danego typu 1 statystycznym obliczeniu
$redniej noénodci. Na wartoéé $rednia fenomenologicznej granicy plastycznoscl
maja rézny wplyw poszezegdlne rozmiary obiektu, a takze schemat obciazenia,
a wiec jest to «efeki skali» w sensie uogdlnionym, a by¢ moZe nalezaloby tu to
hasto, dobre — dla cial kruchych [2] — zarzucié. Takie «koncepcja. najstabszego
ogniwa w laficuchu» traci raci¢ bytu dla ustrojow, ktdre ulegajg zniszczeniu poprzez
plynigcie plastyczne. Ia sprawa jest zresztq oczywista w deterministycznej teorii
plastycznodci 1 wyraznie odréznia metody wymiarowania na niej oparte od metod
tradycyjnych, opartych na teorii sprezystosci. JednakZe dla prgtowych, statycznie
wyznaczalnych ustrojoéw plasiycznych, stosowaliSmy t¢ nazwe i uwaramy, Ze wy-
jatkowo mozna to tak nazywad, rozumiejac te koncepcig w sensie uogblnionym, gdyz
uplastycznienie nic punktu, ale calego przekroju, w ktorymkolwiek z pretow jest
roéwnoznaczne z katastrofa calej konstrukefi. Przy podejéciu probabilistycznym
koncepcja najstabszego ogniwa tract swg ostro$¢ nawet dla ustrojéw statycznie
wyznaczalnych. Bowiem o parametrach rozkladu noénosci granicznej decyduja
pewne catki oznaczone na dlugosci wszystkich pretdw, a wiec wszystkie przekroje
materialne maja jakis udzial w ostatecznym wyniku, a nie tylko ten najniebezpiecz-
niejszy. -
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~ XAPAKTEPHUCTHUKA BEPOATHOCTH HECVIEIT CIIOCOBHOCT CHCTEMBI

W3 K_BABI/I-OD;HOPO,[[HOFO TATVUEI'O MATEPUATIA

MaTeMaTHIECKOE OMUAENS ANCIEPCHsE BecylIel CHoCOOROCTH NPOCTOTO CTEPMKHA # Gostee
OPOCTEIN CTEPXHEBBIX CHCTEM NOCTPOCHEELX W3 THCYYEFO, MHEKPOCKMIHYCCKH HEOIHOPOZHOTO
MaTepyala, anaH3UpPYeTCH B 3ABHCUMOCTH OT PasMCEPOB T.C. macmTaba, B KOTOPOM OHM Poau-
syrorcd. TIpH sTOM ﬂpmeﬂﬁej-cg  TCOPHA BEPOATHOCTEH KMHEMATHYCCKEH METOX HECYIeH cmo-
COGHOCTH - WECTKO-HALANBHO-IITACTHICCKIX CPeTl.

TlonpofuEdE amanus IPOBOKHTCA, CNEpEd, HIi npoci‘oro IPHE3MATHSECKOTO  CTEPIKHA,
TOHBEPracMOTO WACTOMY DACTSDKEHWIO HIE HW3rAGy. MUKpoCcKomyeckEl mpenen IIACTEEOSTH %

PACCMATDHBACTCH KAK CITyYaHHYHo, HE3ABHCHMYIO IEPEMCHEYSO AT MUKDO-3ICMCHTOB CTODXKHS S,

e k=1,2,3,..,1 Cuoazas, 970 HeCYIAL CTOCOGHOCTD CTEPIKHS PABHASTCA HeCymied.cnocob-

HOCTH CAMOTO CHaBoro. ero “MaTepHaJbHOIO Ceueminl’, (hEHOMERONOTHMECKHHE . ITpeLien INacThd-

HOCTH CTABITTCS () B 3aBHCAMOGTE OT MAKPOCKOMIIECKOTO Pe/iena IIacTH HOCTH @, C moMOTIHIO
dopmyx (2.8), rme i = 1,2, ..., 7 €CTH HOMED MaTepuéaihHoro CCUCHHA ¢ MAKPOCKOHMIECKOH TOJ-
upmol 6L ¥, MAKPOCKOIMYECKOH TOBEPRIOCTEIC A. TIpy oTHOCETENBHO CHAOLX npemwnomém,
KACAIOLIMKCS PacIpeNeTeHns MEKPOCKOIATECKOTO MPEENa INACTATHOCTH, BLIBOMATCA dopmyns
snT dyEkpy pacmpesexesns F(Q) (2.14), FIBECTHYIO IFOI HR3BAHWEM PACHPEIsHeHH TPETHCrO
A MHEMMATHHOTO BLIPAXCRRA DACIPSHCIMTCHEHONO, PA/I3 WITH HASBAHHEM DACIIPEZGHCHUS

Beiifysina.  JaTeM onpemenseIcs CpenEee JEaveHyMC (PCHOMCHOTO[MYECKOTO [PEAed TMACTHY-

HOCTH (J € IOMOUBIO dopuynst (2.15) 1 xoaddunmens MIMEHIMBOCTE ¥, C TOMOIOBIO {HOPMYIBL,

(2.17). C nomomwro Gopmyn (2.25) B (2.26) cr3an0 ) B v ¢ OpaKTHHeckol craTRcTHIEcKol Basol, -

Cobrosmei w3 mRYX ceprii 00pasos HIBECTHOTO PA3Mepd M C HCCHCAOBAHHBIX SUCIEPHMEHTARBHO

TIPEMETOB HIACTAYHOCTA B KO3 HIECHTOB HIMCTIHBOCTH. TIpK MATNRIX SHAYEHISX KoaphduupenTa
masmveREBOCTH (¢ <€ 1) TpUMEEOTCH mPHOMDKER A IHHGHHAT dopmyna (2.27), V3 amanusa

dopyya (2.23), (2.25) u (2.26) BHTEKAET, TT0 NPONONEHEE U MONCPCUHBIC pasMcprl {0 OTHOIIE-
HEIO HAITDABICHES HOHCTEMA CHIED) WMEIOT DA3IMYAOS BILIHNEC HA OAPpAMOTPLI pacnpefeneHus

HeHOMEBONIOTHYECKOTO TpeHena MIacTHIHOCTH, ’ o
PesyiIBTaTHI, IOMYYCHHBIC s CTEPIKHA B MAKPOCKOMMHECKH, OHOPOABOM HATPSDKCHHOM €O~

CTORHAY OGOBHIAIOTCA Ua CTEPHHY . ¢ ICpeMeHHON BHYTPOHHEH CHIEOH, ¢ [OMOINBIC KOPPEKTM--

PYIOINETO KosdMpHIEenTa ¥, KOTOPHLA ONPEAenaeres, B obmem, o doprayme (3.8), a mun ocobex
cmyuaes mo roroBsmd dopmymam (Tabi 1) yomr mo mmarpamme (prc. 13), Cpeguec 3HAYCHHME XIpE-
Kela IIIACTICIEOCTA () BRIDAXKACTCH, B OTOM CIyHac, dopmyoi (3.9), a xoxhdwimenT MIMEHTH-
BOCTH ® He iwemsercs (2.17).

3aTeM, PACOMATPHBAETCH CTEPIKEHD ICPCMCHHOTO CCUOIMA B MAKPOCKOIMAYECKA-OSHOPDOTHOM

HAOPMKCHEOM cOcTosHAM. B cyyae CKATKCOBPA3OTo E3MEHEHH] MOMKHO aFmpOKCHPOBATE CPETT-
Hee sHaueHye, ONPeNeNAd MEEHARY MIIH MOAY ¢ JHOMOTIHI0 dopmym (4.4) wam (4.5). Jna crepucaei:
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€ TIOCTOHHHO HEPCMCHHEIM CEYCHMCM, PACIET CPESAHETO 3HAYERMS () ABIFCTCH CLe Goree 3aTpym
HATEALHEIM H, HO3TOMY PEKOMEHAYETCS MCHONB30BAThL NHHeHHoe npprﬁnmeﬁnc (4.8), pemars
wurerpan (4.12) ¢ nOMOMIBIO PEKYPPEHTHEIX DOPMYISL B ONPEHENATE METHANY Q no ypaBHeHmo
@.17).

PeaynpTaTht pacCyKOCHME, KaCAIOMIAXCS ORMHAPHBEIX CTEPXKECH MCIONB3YIOTCA O ompe-
ACTICHUS IAPAMETPOR PACHPENCHCHNT HeCYmeH cnocobHOCTH Gogee MPOCTHIX CTATHYCCKH Ompe-
JeTMMEBIX CTEPXKHEBEX CHCTEM, 10 OTHOTICHHIO K XOTOPEIM ACHONB3YeTCS 0800Mmen as ORI
caMoro c1aboro 3BeHa LUenH, B TOM CMBICHS, YTO PA3PYIICHAS OZHOTO CEYEHMA BHCUCT 34 Coboili
paspyiienye Beell CHCTEMEL

Ja cnytas MEOTOOPONETHON MapHEpHOH Gankd (A3rmbaeMoi MONCPEYH0), TOCTOSHEOTO MOYe:
DEYHOTO CeYCHMS, NPHMEHASTCA MOMEHh NPH3MATHYECKOTO CTCPIKAS, 3ATPYKCHHOTO HONPEPHIBHO
TMPOAOABHCH TepeMeHHONH CHIOH, monyweno qopMyny (5.1) ja cpenuero sHAZeHAS PEHOMEHO~
JOTHYECKOTO TPEHEna DITACTHYHOCTH, COBIANANOULYIO ¢ (opmynol (3.9) npu oGobmeHEoM Icop-
PEXTAPYIOUEM KohduitnenTe 1.

Mopent CTepKAA CO CRAYKOOODAIHEIM NEPEMEHHEIM CEUCHAEM NOK DABHOMEDHOH HATPYZIKOL,
OpEMEHsSTCA K CTATHYCCKE onpedenmmoll depme, pacumTanxoll HAa HONHCS MCIOILIOBAHHE O~
TYCEKAEMBIX HAMpaAxenwi. EClK 5T0 DOCIeAHes YCHOBWE HE BERITIONEEHO — OPHMEHIOTCS tbopMym,I
(5.5),(5.6) = (5.7).

B zaxmovenye paroTes OOIME YEA3AUMA, KACAIOUMECH METOJA PACUCTA CPCIHErO EHOMEHO-
JIOTHYECKOTO TIPEfieNa MIACTRYHOCTH, C y9eToM 3ddekTa MacmTaba, CTATHIECKH HEOUPEHETAMEBIX
CHCTEM.

3aKTHOYCHIECM, BEITCKAIOMAM A3 RacTOAMEH paboThi, ABIACTCA TO, YTO HOPMATHEHELA npe,rgesf
IIACTHIHOCTH JOIDKCH, KaK HPABHIO, HOABCPTATECH WCIPABICHIIO, YTOOLI yYecTh 0CoOBIH, ‘‘He-

waorponaeii” addext macuryaba YOpyro-OnaCcTAYICCKUX TEN,

Summary

THE PROBABILITY CHARACTERISTIC OF THE LIMIT LOAD
OF A STRUCTURE MADE OF A QUASLHOMOGENEQUS DUCTILE MATERIAL

The expected value, and the variange of the limit load of a single bar or a simple bar system
made of a ductile material, microscopicafly nonhomogeneous is analysed depending on the size
of the structure that is the scale on which it has been made. The probability calculus and the kinematic
mcthod of limit analysis are used, the body being assumed to be a perfect rigid-plastic body.

Detailed analysis is first considered for a single prismatic bar loaded in pure tension or bending,
The microscopic yield limit g is considered to be a random independent variable for micro-elements
of the bar &z, where & = 1,2, ...l. Assuming that the load-carrying capacity of the bar is egual
to that cf the weakest of its “material” sections, the phenomenological yield limit O is related with
the macroscopic vield limit Q; by Eq. (2.8) where { = 1, 2, ... is the number of the maierial section
of microscopic thickness AL and macroscopic area 4. With some relatively weak assumptions
on the distribution of the microscopic yield limit the equation for probability distribution F(Q),
(2.14) is derived. The function is known as Weibull distribution. Next, the mean value of the
phenomenological yield limit Q is determined by Eq. (2.15) and the variability coefficient v — by
Fa. (2.17). By means of Eqgs, (2.25) and (2.26) § and o are related with the statistical basis composed
of two series of samples with known dimensions, the vield limits and variability coefficients being
determined experimentally. With smali values of the variability coefficient (v < 1) the approximate
linear formula (2.27) is vsed. From an analysis of Egs. (2.23), (2.25) and (2.26) it follows that the
longitudinal and transversal dimensions (in relation to the line of action of the force) have a
different influence on the parameters of distribulion of the phenomenological vield limit.

The results obtained for a bar in a macroscopically homogeneous state of stress are generalized
to bars with variable internal force by means of the correction coefficient ¢ which is calculated,
in general, from the formula (3.8) and in particular cases, from ready equations (Table 1) or a
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diagram (Fig. 13). The mean value of the phenomenologicat yield limit ¢ is expressed in this
case by Eq. 3.9 and the variability coefficient » remains unchanged (2.17).

_ Next is considered a bar with variable section in a macroscopically homogeneous state of’
stress. In the case of a jumplike variation the mean value can be approximated by caleulating the
median or the mode from Eqs. (4.4) or (4.5). For bars with cross-sections varying in & continuous
manner the computation of the mean value of ( is still more tedious, therefore it is recommended
to use the linear approximation (4.8) for the solution of the integral (4.12) by means of the recurrence
formula and to calculate the median ¢ from BEq. (4.17).

The results of the consideration of single bars are made use of for the computation of tha
distribution parameters of the limit load of simple, statically determinated bar systems, using the
generalized concept of the weakest link of a chain, which means that the failure of a single section
is equivalent to that of the entire sysfem.

In the case of a continuous articulated bar (subject to transversal bending) with constant cross-
secfion the model of & prismatic bar is used, loaded by a variable longitudinal force in a continucus
manner. Equation (5.1) is obtained for the mean value of the phenomeneclogical yield limit coincid-
ing with Eq. (3.9) for a generalized correction coefficient.

The model consisting of a bar with a jump-likeé variability of the cross-section under uniform
load is applied to a statically determinate truss, for the dimensions of which full use has been
made of the admissible stress. If the latter condition is not satisfied, Egs. (5.5), (5.6) and (5.7) are
applied.

In conclusion genera.l remerks are given on the procedure for computing the mean phenomeno-
logical yield limit, taking into consideration the size effect, of statically indeterminate systems.

1t is concluded that the traditional notion of the vield limit should as a rule be corrected to
account for the particular “anisotropic” size effect of elastic-plastic bodies,
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