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NIELINIOWE ZAGADNIENIA DEFORMACII SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH
T PELZANIA MEMBRAN KOLOWYCH

ZBIGNIEW BYCHAWSKI, HENRYK KOPECKZ (KRAKOW)

1. Wstep oraz podstawowe zwiazki fizykalne

Zagadnienie duzych ugieé sprezysto-pelzajacych membran kotowych byly przed-
miotem rozwazai jednego z autoréw w pracy [1]. W pracy tej zostata podana
efektywna metoda rozwigzania polegajaca na przedstawieniu rozwiazania dla
naprezen w postaci podwdjnego szercgu potegowego, zawierajacego «hizyczny»
maly parameir. Rozwigzanie odnosi si¢ do malego zaburzenia stanu rownowagi
sprezyste] wywolanego procesem pelzania. .

W niniejszej pracy zastosujemy te sams metode do problemu bardziej ogodlnego.
Przedmiotem rozwazan beda due ugiecia membrany kolowej wykonanej z materiatu,
dla ktorego spetniony jest nastepujacy zwiazek pomigdzy odksztatceniami i napre-
Feniami; '

(1.1) &i7 = L [511],

gdzie L jest operatorem calkowym o postaci
(1.2) Lsil = @5(0) siy + [ (o) s
[+

W powyZszych wzorach @5 oznacza funkcje nieliniowa dla stanu natychmiastowego,
zalezna od stanu naprezenia, @y cieklo&é, réwniez zalezng od stanu papreZenia,
gy skladows tensora odksztaleen, s;; skladowe dewiatora naprezen oraz foczas.

Przyjmujemy, Ze nicliniowe funkcje @, i D, charakteryzujace zachowanie sie
materiatu, wyrazaja si¢ przez intensywnosé napreZenia

3
(1.3) ot = DR

zalezno$é ta ma postaé funkcji potegowych

3 3
(1.4) @, = ?Ao’;n_l, D= '2—1'1'0'a -1

>

gdzie 4 i B oznaczaja stale fizyczne materiatu, a m i n liczby naturalne charaktery-
zujace stopied nicliniowolci zwiazkéw, przy czym m,n > 1.
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Z przyjetego prawa fizykalnego (1.1) mozemy wyprowadzi¢ wnioski dotyczace
przypadkéw szezegdlnych. Przypadki te zwiagzane sa z wielkoscia rozpatrywanego
przedziatu czasu. Dla matych wartosci czasu ¢ drugi wyraz w réwnaniu (1.2} moZna
pominaé, natomiast dla duzych przedziatéw czasu zaniedbaé mozna wyraz pierwszy.
Pierwszy przypadek odpowiada stanowi natychmiastowemu, drugi za$ stanowi
czystego pelzania, S o

W niniejszej pracy rozpattzymy stadium posrednie, w kidrym nalezy uwzglednié
obydwa efekty opisane réwnaniem (1.2).

Zaleanosé miedzy sktadowymi dewiatora napreZed i skladowymi tensora napre-

zef moZemy przedstawié w postaci
1

(1.5) Ak A “3—01#:5%;;,

gdzie d;; oznacza symbol Kroneckera. Infensywno$é napreZenia wyrazimy w formie
e _ or = C20,

gdzie C jest staly, ktorej znaczenie podane zostanie w p. 2.
Uwzgledniajac zaleznosé (1.6) funkeje (1.4) mozemy przedstawié w postaci

3 s _ 3 i1 e
(L.7) Oy = AR L, @g= o, BAATRC L

Jezeli réwnanie (1.1) zrézniczkujemy wzgledem czasu, otrzymamy nastqp__ujqcy
zwiazek (kropka oznacza pochodna wzglgdem czasu):

(1.8) &gy = L [517],

gdzie operator

, d
(1.9} L [sul = —; [P (00) sl + Po(00) Siie

2. Réwnania podstawowe

Rozpatrujemy kotowa membrang¢ jak w pracy [l], zamocowana na brzegu
o =1 (g = (/R?, R oznacza promien membrany) i obciaZona réwnomiernie
stalym cifnieniem o intensywnoécl p.

Predkoéci odksztalcefi w kierunkach promieniowym i obwodowym s odpowied~
nio réwne
) 2( du zdybdw) .1 ou
&y — E g =

@.n ]/ETQ‘FEQCTQ?Q , " 72“]75,

gdzie u, w oznaczaja odpowiednio przemieszezenie wzdiuz promienia oraz ugigcie.
Warunek niescisliwoSei materiatu wyrazamy przez sktadowe predkosci odksztal-
cenl: .

(2.2) | éz == (ér“l‘étp}
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Roéwnania réwnowagi dla elementu membrany -w. stanie odksztalconym spro-
wadzamy do nastepujacego uktadu:

. d dw L
ey 20 4, Ve — oy =0, o= —C
gdzie A jest gruboscia membrany, a
2.4) W=, C = 47 .

Do réwnafi réwnowagi oraz do zwiazkéw fizykalnych wprowadzamy bezwymia-
rowg funkcie naprezen o postaci
. Qb'r s
2.5 e Lz,
2-5) | i <
co pozwala wyrazi¢ naprezenia w formie

C : C -
2.6) w=TH = @z'e — 2),

gdzie 2’ = dz/dg, a téwnanie réwnowagi (2.3); oraz wystepujaca w zaleznosci (1.6)
funkeie 2 doprowadzamy do postaci
dw o

@ Q 3(2)2 e
. —— =, =3—] —o—+ 422
- do z 2 @
Zgodnie z zaleZnoScia (1.5) mamy

1 1 C: y
S = 20y — ay) = 55(-%% 20z"),
2.8) : -
X 1 C
S = ?(20‘@ — gp) = 35(492' — 3z).

Z réwnafh (2.1); i (2.1); otrzymujemy warunek nierozdzielnosci odksztalcen

2o 2dé¢,+, o p dw dw
2.9 Q‘JQ— (8p — &) = Cng &’

ktéry po podstawieniu zaleznoéci (2.7) i (2.8) przyjmuje Gstatecziie postad
-(2 ) 2 d'L[C (4z'p —3 )]J}l '{L{C (4 — 3 ')]' o
. - 2——L| (429 — 3z — — @z —32) —
do 13" ¢ e 3¢ '

- : C anE U P Z (Q )2
..~L_[39 (32292)]} = o \Z/ -
Réwnanie (2.10) wraz z réwnaniem réwnowagi (2.7); oraz odpowiednimi waruri-
" kami brzegowymi i poczatkowymi formqluje problem nieliniowo-spreZystej i pet-
zajace] membrany kolowej, rozpatrywanej w zakresie geometrycznej nieliniowosci.

Rozprawy Inzynlergkie — 3
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3. Warmki brzegowe i poczatkowe

Dla rozpatrywanej membrany przyjmujemy nastepujace warunki brzegowe
(spetnione dia dowolnego czasu f):

1. Przemieszczenia oraz predkosci przemieszczedi na brzegu membrany sa
réwne zeru, czyli

. .[C
GD  B@hi=0, [@l=0 b [L B (4z'@~3z)” =o.
=1

2. Ugiecie na brzegu membrany ‘

(3.2) [w (@)],—1 = O.

3. W frodkn membrany (o = 0) napreZeniz sa sobie réwne.

Przyjmujemy, ze stan poczatkowy dla procesu pelzania jest stanem natychmiasto-
wym, ktéry w- danym problemie moze by¢ traktowany jako 1) stan nicliniowo-
sprezysty, 2) stan sprezysto-plastyczny (nie Tozpatruje si¢ odcigZenia) lub 3) jako
stan przejéciowego pelzania. Dla dowolnego ¢ mamy wiec

[orkico = 0r, Tub [z(8),_ = 2,
(3.3) [opkico = 0y, Tub  [202" — 2], ¢ = 20z} — z,,
¥ ()0 = .

Stan natychmiastowy okreéla nastepujacy uklad réwnasi:

dwy 4
%" W
i [c | 1 fc |
(G4 2‘59' Ly [5 (4zg0 — 320)] + n {Lo [?Q‘ (4200 — 320)] -

— Ly *33(320—2209) =~ Taelz)
gdzie operator

(3.5) . Ly = [Lit—o.

4, Metoda .rozwizzania oraz pierwsze rozwinigcie réwnania podstawowego

Podobnie jak w pracy [1] rozwigzanie réwnania (2.10) przedstawiamy w postaci
podwojnego szeregu potegowego ‘

#.1) ) Z == Z Zix (1) aEQH"],
i=0 F

i

. ‘

L=3

gdzie a jest malym parametrem szeregu o postaci

4.2 = ”
= ——— —m
.2) a C ;
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Gdy a == 0, szereg powyzszy przedstawia rozwiazanie dla stanu natychmiasto-
Wego
. =)
(4.3) ' Zy = 2 zZi o't
: i=0
Przedstawiajac -w formie rozwinicte; operatory wystepujace w réwnaniu (2.10)
ofrzymujemy po przeksztalcemach

(@4d) 8 {2Q¥MD 17| [(m — 1) QM O 0QRE-D] gy |
+2(m — DD Q' (420 — 35)+-{(m — 1) Q¥ [(n — 3) Q" +
+ 200+ 20 (n — 1) P90} (g — 37) = Ay (%)3

gdzie y = p/ACm+1,

Aby unikna¢ podnoszenia do pot@gl podwdjnego szeregu potegowego, przedsta-
wimy poczatkowo rozwigzanie réwnania (4. 4) w postaci pojedynczego szeregu
potegowego

@.5) z= 2 z,0"*
Vel
gdzie
(4.6) z, = Zz,,ﬁ, () al.

Podstawiajac szereg (4.5) do réwnania (4.4) otrzymujemy nast¢pujacy warunek,
ktéry musi byc spelniony dla dowolnego e:

@) 2 {8Rav-H(m — 1) by+2aca] +2 (m — 1) dy-Gm — 1) (n — 3) €0 +
+20n — 1) fot 20 (2 — 1) g0 — dyhoe} @° = O.
Z powyzszego warunku znajdziemy nastepujace wzory na wspolczynniki:
ay == 2 v (v+1) 2,257, O =21
k
O = 222 2 [o(m-+1) — 2k] 2,021

k

Qp=3ay — 6a2+4a}, dl — Z ZpZp_p, % — 2 (v4+1) zp 28w,

B
&
@ = E @+ (k — 041 2y 25w, by = 2 @ (o-+1) z.,,Qk o
’l?.—l V=0

k
_ 3 I ___ -3 Imo._ _
- 2k] Q?)Q?gﬂ_zy;
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D= 38} — 6634435, = D @ (@+1) Zp L, QI — g
B=0
i &
Q= T 2 [0 (1 11) — 261 Rof%,,  di= D) (4o-+1) £ 200,
=1
O X QSmQ;;_,,, O = ks, e = D (4v+1) 20Qp—v,
£ PR
V= 0 : o ko . ¥ ,
= Z oo, Bi= Y00, o=@
=0 - =0 . o .
1 ¢ ) E _
W) R o o O S s
s Ug [0 (m — 3) — 2k] 2o 25" i fio= %’ (do+1) 2y Qi_o,

k k
CBe= O30, Q‘E:g‘ﬁ;%_ﬂ, 0 = k2,

k
g =Y (4v+1) Z.U.QZ* o = Z 0

1 N
Q=g O = o Y e = 1) — 241200,
g V2o 5y
(4.8) 1 k - 1 & G
. . 0
hy = —h—gh}c, hy, = v;ﬂ Zohg_ps hgs z, My = E{;U; (v — k) zohg_y,

Ho=1, W+ D =
051 .
Warunek (4.7) przedstawia rekurencyjny uktad liniowych réwnan rozaiczkowych
zawierajacy nieznane wspliczynniki zx (f), z ktérego po rozwinigeiu za pomocy

wzoréw (4.8) otrzymujemy kolejno

zl + (k() + k1 azo m’) zy = 8koy TOH:

2yt (lq) + kyazj m) Zy : Sk;;,y.

3 g3 Zg
. PO T
Zp 27 .
4.9) . — ky ke ksoz3 28",
. . . 0

4 5 BT Zozy
23+ ITC(] +k1azo 23:'})k2? Z.g,,_i_z_4 Zga+3+'2m+3 +

0
i 2 . ) T, ) B
g Zyzy k 2121 2122 37 20212y 2y
TwmEs | T KT m T R TRy T Ky — K3 —
7t : % . 20 s Zy z 2

R ‘ - a(knz BT fpzyzyZp Y,

......................................
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W powymzych réwnaniach przyy@to nast@pmacce oznaczenia;

a3 T (4m+zz)(m—1)'

o=m—L BTy kz:lﬁ(—m+3_>’ R TCTE R
L D@ 6m 1) (=D @nt2D) '
4 6 (m+3) - BT e mt3) ’
f o oD Um0 —33)  (n— D) Gmt17)
@10) Aty T T 2wy
 (m— 1) (Gm+-13) (- 1) (3m2 — m--2)
ST 2mys 0 T 2m+3y v
(m — 1) @m3+1Tm2 — 80m+123) - T
k1o = 3 (mt3) )
(n — 1) (4n2+25n — 20) 3(n — 1) (nt6)
= 2+ T T w0

5. Pierwsze i drugie rozwinigcie waruniiﬁw brzegowych

Dokonamy obecnie rozwinigcia warunku brzegoweéo (3.1). W tym celu rozwi-

jamy operator L wystepujacy w warunku (3 1), a nastgpnie podstawiamy. do mcgo
szereg {4.5). W ten sposGb ofrzymujemy najpicrw

=0,

e=1

. R l . . ' . N . i
(5.) 2Q3tn-h (4z 3 ?) [(m —1)9%@'"—3).Q+2am(“—‘>](4z'-— 3 "Z")

a nastepnie

5.2) . 2 2n3+(m - 1) m+2am =0,

gdzie

]I

® ) E
D @D 50", gl = D Uot o),
(5.3) "E "

D= N PO . = 2 Qu+1) 2o Q) .

—0 $=0
Warunek (5.2) przedstaWJa réwnanie rézniczkowe, ktére po rozwmrqczu przyj-
muje postaé (uwzglgdniono 3 ‘WYrazy rozwinigcia)

(5.4) 2 [(Zo-+521+925-1...) 20 =1 (295214 922+ ) azh ] +:
+ ky ko 2} 2o 25" 3+k202220 zp Phkyiy 242(20+221+32) 251 +
PR b 0 ) U6 25 AR = 0
gdzie wprowadzono oznaczenia

k= 4m24-Tm — 30, ki =6(m42), ki = (4m+15),

5.5
©-3) kg = 2 2m+3), k3 = 4n4-15.



A28 ZBIGNIEW BYCHAWSKI, HENRYK KOPECKI

Drugie rozwinigeie warunku brzegowego (3.1) polega na podstawieniu do réwna-

nia (5.4) szeregu potggowego (4 6). Aby tego dokonaé okreshmy nastepujace wy-

TaZenia; - ‘

m i | -
= D' g3, () al,

=0

. o]
Z;? = ( - E Zuq{lq)

k
D) Mg (i) — k) 200855

kz,, =i

(3.6)

0 m 0
o= Zop»  Euk

gdzie m jest liczba naturahlq

Po uwzglednienin zalesmosci 5. 6) warunek bxzegowy (5 2y mozemy przedstawié
w postaci

G723 et ler -Sei 98+ )1 (eh-+585+ 985+ )1 -+
g=0
+ ko Z q[zgq+4g§+6gq+k gq+kogq+2k3g3+k3g;°] +

. =0
+@— 1) 2 at+t [4gq+6gq+k3gg,‘+ 1=0,

- . - - . g=0

gdzie przyjeliSmy oznaczenia:

B k
g}a = Z gogm — 1) Zy 5. gi_= Z 8og(m — 1) 2, k—g>.
g=0 =0 .
' ) E
gi= N ghm— Dy gh= D 8,01z 1

)
1
=]
[~
i
o

ggq(n ﬁ 1) Zl, F—aqr ‘g]?.‘ ggg (n - 1) Z:Z,Ic—q9

e
I
Do

[}
I
=
<

4 .
gm =D Zu— D 8D i

=
I
N

)
i
o

69 _

gOQ(m — 2) 23, b—g 23— 2 Z()g 2, k—q

e
I
M =

)
I
]

B m—D I x gy 8= 2 80g(m — D Zo kg

i
g

£

: . i
2= Z Z1g%1, k—g Zop = E, Zog 1, k— g

g=0. ‘ g=0
ke k

11 0 - -
& = 2 g{)q(n — 2 Zy kg Zap= D1 2k~

(=1
-1

1

=
<

Jezeli w réwnanin (5.7) przyjmiemy a = 0 otrzymujemy warunek brzegowy
- dla stanu natychmiastowego. -
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6. Drugie rozwinigcie réwnai podstawowych

Okresflimy rozwiazanie rekurencyjnego ukladu réwnan (4.9) ?ods_tawiajac do
niego szereg potegowy (4.6). Ottzymujemy kolgjno

Z (g +kony+hy om?y — Blayny) af = 0,
q=0 o

oo

8
D) g thomy e any — = Koy 8koynhes +
g—0
6.1) +kani)Hhsang') e? =0,
4
Z D1 +Romg ey ot — < vlearif +HAyKamif+-aykyny

“Sszn sy +Rary ks s o2 kionBtalky 112 k1o 721 a?=0.

W powyzszych wzorach przyjeliémy nastepujace oznaczenia:

k
77(]]9 = 2 ggq(m+2) 21,k—g: ??15 - 2 go!l (m+1) Zo k—g

q=0 g=0
. k L k
Zop == zoq Zl:k—Q’ ﬂ%ﬁ = Z ggq (7’!+2) z’-: k—g>
g=0 g=0 :
. k
M = Zogs =3 804 (m+3) fpz g
- g4=0
k ] k
ng = 2 25, (m+2) Zl Eeg EE = Z Zog 22, lo—r
g=0 g=0
k" o k )
g = Z LogM+Dzp_g  Mi= Zog 21, k—g>
g=0 . g=0
) 6.2) 77%: = 2 Oqzl kE—g 77?:: = Uq (m-+2) Zy k—q>
g=0 g=90
. k . k -
Zop = Z iq Zl.k‘—qs 77;{:0 - ggg (m_l_l) ZS,k—gs
g=0 g=>0
. k k
= Y Qbore = D 01D el ),
o .20 g=0
E . K :
’7}«72 = Z Eog (m+4) Zs,kﬁqa 7?}53 = 2 g{)q (m+3) Z4 k—gs
g=0 g=0
. k &
2y = 2 4 0g %3, k—q 777104 = 2 gﬂq (FI-{-4) Z3, k—go

k

&
’7%:5 - Z g()q(z) ‘ZZ k—g ??%56 = 2 Zlqzﬁ_,k—q:

g=0 g=0
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& k

= N -
Zsp = E Zlqz() E—ge e = 2 229 Z6,k— g
g~0 . o a=0 . )
§? ‘ o8 N 0 e
zﬁk‘ _ Z()qzo k a e = 24 glq‘ (2) Z0,k—q»
q=0
. k .
= . - 0 . .
Wk = Z goa (m+2) Z7 E—g IR T 8142 2 b
g=0
k . - . k .
Z q(m+3} Zg k—g> 287{: - 2 ziqzz,k:fqa
. g=0" a=0
& - B - ]c . . ]g
(6.2} 'rhc = 2 goq (m+3) Zg F—g ok T E, szzl,k—q:
fe. d.] qﬁ Vo g—0
k
"?ic - 2 goq(m+2) Zi() k- el ZIO k= 2 Z@gzll k—q
qg= g=0
R.' . - .\: Vit k .
= 23 .
2T E, 2122, k—gs - /7 E g(sq(m‘|‘1)212,.rc_q,
Q‘ 0 h . . - g=0 ) L.
[ 24 LH 0 T
212 ET 2, 314(3) Zg, keq: Ng = 2 814(3) 80, k—¢ (n4-2),
q=0 ) '
25 2 - 7 pg
e = E gak(n+3) 213,;5_—;1': 23k = 2 1982,k
q:l] P o ﬂ'=0

W celu okreélenié wplywu ?ehaﬁia na. l;ozwiqzanie powrdcimy do ukladu réwnart
(6.1). Z pierwszego ukladu réwnan (6.1) otrzymujemy -kolejno ‘

1 D4
211 = (Skz'}' D.gb+2 — Iy _D )201 — kl Dy Dﬂ' ™

- :
1 : ko
Z1p — 8k2'}’73;)7ﬁ“_;§ Zoz — k%Dg’_m { f [211+(n+2) 201] dt} — E{Dl Zga —|—
) oL

-+ f[211201+(m+1)mzo1z01]dt} (m—I-Z)fZ”lzll da,

. Tt
i m42 ' m-+2 5 .
Zi3 = 8]‘:2sz03 TO_ Zo1 Z1p dt — —— [(m+1) L Zg1 £11 Jt -+
o . g D
’ t

ST . i : ’ .
. 1 " 1 -
S 202211 dil — ko - 201 212 dat -+ 2'{12'211 dt—l—_DlZ()_v, +
Do _ : . Dy . ,
] ] : :

¢ T

m--1 - miy 5
t D2 [f201211201df+D1 f_201z'ozdf“|:“ 2D f'zt)iz()l dt -
0 S 2D
2 0 0
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ot T : |3 t

-+D1f2022'01dt]} — kl {Dg—m f—ledf+(n+2) Dg'.%mﬁ,l f ZOI‘ZlI]_ dt -+
a1 o A E
i
A 5 Dgf”*—zbl[ f 75 dt-+-Dy f zm_dt]},
a o 0 ‘
gdzie .

(6.3) Dy = zpy, Py =210, D2 = 220, .

Z drugiego ukladu réwnaf (6.1) mamy
Cf8 1. D\ [ Dy D ' D
z = ?k”"W - kaa} Z11 koB; + k45% + S'ykzw Zo1 —
e | D}
X o M ' Dy (k1D2+k5——) t,
Dy
S S ¢
.. .8 1 ! _ 1 .
Iz fj;kzngrﬁ(zm +53fzo1.211 df) *,(m+3)D—0qu1Zz1 dr —
4] 0
i i
— ko {H[IZM zyy dt+Ds 2y —l—b*"' (m+2)f Zo1 201 d] } —
£ . : - 1}
0 ) 0
t

i e .
- kl Dg--m Zoy dt-Hu+3)=— | zpy dt]— SkZVT-i-s Zp1z11 4t +
Dy Dl
4] 0 4]

. ) PR , . £ .
. e D
+ Dy zop| — k3 Znzn dt+Dyzip+-(mA2) — } oz 2 dt]) —
DQ DU
ST : 0
&
1

1 D}
—,f%ng [Di‘%ofrszf z11 Zop At (m-‘;m])‘b_g f Zo1 Z01 di] -
0 : 0

¢ ¢
o 4 D
— ks {DiD,?gm“l [ f zi dt—Hn—i—Z)l% f Zp1 dt] }
0
' - & 0 .

Trzecie z réwnaft (6.1) dostarcza nam zaleinoei-

H

1 D\ 2

4 D D}
(6.5) 3] = ?'ykz W — kg D_[} Zop — 4}’]{2W - 8y/czwD0m+4 +

Dy DD, . Y Dy D} Dy
+ ky D_—D + kg—ﬁg— — kw}gg Zp1 T 4)’62'}'-:‘0?1—3 +k6D—% + key 5{; 71—

© — [ky D3 D™ kg DA DE™2 feyy Dy Dy DY L
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Wystepujace w powyzszych wspolezynnikach funkcje czasu zg, okredlamy z wa-
runku brzegowego (5.8). Funkcje te moZemy. wyznaczyé z dowolna dokladnodcia
w zaleznosci od przyjetej ilodci wyrazéw rozwinigeia warunku (5.8). Uwzgledniajac
dwa wyrazy rozwinigcia otrzymujemy kolejno:

13

zpy = Al, Zgp = f B(r) ds,

0
gdzie
4= ki k§Dy DT+ — 2D% — (dn4-1) DE1
66) 2mDy '8k ky D3 - ’

5 |18 (5827 gz — b0 )+ 242tk ) | )
-Dj b : Dy :
% {{_ ko [2m+(m K ]D”""Z-f—k‘*kg (m-+D) DI~ 31)1} Zo1 201 4
+ {— 2ko @m~-3) DF ™2k ko (m+2) DY~} 24y 200 +
* {r’q ko(m+2) Dy Dy~ - [2n+(n —1) (4ﬂ+1)%] DS”_‘} zo1 +

, + {1 kg — (4n-+1)] D5~ I} Z11+r’€0k4(1+D35 %) 211 20}
Rozquame dla funkql naprgzen mozemy Zatem przedstawié w postaci
6.7 z=[z0tazer (D+02z02 4.1 0 + [z10+Haz11 (D4 02 2i0 ()+ad 243 (1) +
’ + @2+ [z20Hazas (D02 23 (4. @3+ [z30°+ a2y ()+ -] 00+

Zgodnie z warunkiem poczatkowym (3.3); dia t = 0 otrzymujemy rozwiazanie
dla stanu natychmlastowego —

(6.8 oz =29 9+21092+220 03-+z3p0%...

7. Olaeslenie ugiecia w oraz wyznaczenie napreien op i o,

Majqc okreslonq funkcje napreZzen z przejdziemy obecnie do wyznaczenia
ugiecia w. -Funkej¢ te wyznaczymy catkujac réwnanie réwnowagi (2.7). Podstawia-
jac do réwnania (2.7); szereg potegowy (4.5) ofrzymujemy

dw |

1) L AN
dg Zp g .”Q
Wystepujace w tym wrorze symbole
1 m
(7.2) . ED = 1, Em + ? ZvEm-_'u == 0, " 2 ]_
0 .

sa wspblezynnikami odwréconego szeregu okreslonymi w p. 6.
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Calkujac réwnanie (7.1) mamy

(1.3) w=K@H—— ¥z ®

gdzie K jest staly calkowania (zalezna od czasu), ktéra okreS§imy z warunku
brzegowego (3.2). Podstawiajag do réwnania (7.3) ¢ = 1 otrzymyjemy

'74 ; K 1. oo..E'v
. f) = —
( ) . . ‘ () ZO?J:O 1_1_7))
gdzie _
~ w0 1 1=
T q;o‘ Zaga?, i ?0:;0; Zoaaq’
1.5 : - e S ome .
Zgo =1, zy, + %g; ZogZo,m-g = 0.

Ostatecznie funkcje ﬁgi‘qcia (7.3) moZemy- przedstawié w postaci

1 = I
(7.6) W= Z—Zé‘zoqaﬂ[z Zl—gzwa@a —Hg?’)].

Na podstawie warunky brzegowego (3.2) z powyZszego Wzoru moZemy okre§li¢
funkcje ugigcia dla stanu natychmiastowego przyjmujac e = 0. Otrzymujemy
wowezas

an ey 2 ] sz(l &)

Ze wzoru (7.6) mozemy réwnied okn'eshé ugiecie §rodka membrany, zaktadajac
e =10:

7.8 - [TV,(Q, f)]e=of'j‘zl“2 % (2 Z 'v—|—1 )

q()

Naprezema w membrame obhczamy ze WZOI‘OW (2 6)

(7.9) o = CZ Z z@gaqg s Oy = CZ 2 2o-+D zgqaqg ;

dla stanu natychmiastowego (& = 0) mamy
. o B < E -
(7.10) . Gy =C 2 Zp0® Oy =C 2 Q0:+1) 230",

. Dla dowelnej chwili ¢ naprgzema w srodku membrany sa soble rowne Zatem
z zalezmodci (7.9) dla ¢ = 0 otrzymujemy |

(7.11) Orp = Oy = C Y zgat .

g=4¢
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oraz dla stanu natychmiastowego

(7.12) h ors, = —(.)ii”fo = "CZP‘O:‘ oo

8. Liczhowe. okresleme wspolczynmkow plerwszego przybllzema

W celu okreslcma W]elk()SCl naprqzen W zaleznosm od czasu i bezwynuarowe}
wspohizedne] ¢ rozpatrzymy mozliwie najprostsze przybliZenie uwzngdmanCﬁ
obydwa efekty, przyjmujac rozwiazanie dla funkeji naprezefi w postaci

@) 'z = lztazo (et [zotaz (B @

Wspdlezynniki zgq i z{)z;' jak wyl_cazaliéniy, zalezne sa od wspdlezynnikdw zgp = Dy
1 249 = Dy. Te ostatnie jako funkcje .y i m zostaly okreSlone w pracy [2]. A
Okreflenie  wspdlczynnikow - réwﬁania' (8.1) wymaga -ustalenia liczbowych
wartoécl v, m i n, ktdre moga zmieniaé sie W szerokim zakresw Obllczema przepro-
wadzono dla nastepujgeych wariantéw: : e -

Dy=03-102  m=1, 'n':..l,

2)3/—03 10 12, ” :=3 n~“~3
3y e 0,3+ 10730, .-'ﬁs — 5.
- Wyniki obliczeft zamieszezamy poniZzej w tablicy 1.

Tablica -

Ly =03:10722 0 o |y =0310712 - |y =0,3-10730

m=1 m=3 m=25

n =1 . oo lar=3_ “im =35
Do = Zyp 9,8-1072 | 25724103 4o |- 3;83.1075
Dy =Zy —1,96.10—2 2,86-10—4 —2,95.106
Zy —2,082r . - .| -—32103¢... . - | —51212¢
Z11 —0,841¢ ) i —1,452¢ —3;022¢

‘9, Wrioski

Jak wykazaliémy, podana w- pracy [1] metoda rozwiazania ma zastosowanie
rownies w rozpatrzonym przypédku zlozonej deformacj'i membrany. Podstawowym.
rozw;aczamem jest rozwiazanic dla stanu natychrmastowego

Zalezmy od Cczasu stan napreZenia ' stan odksztalcema okreéla dwa wplywy:
pelzania przejéciowego i pelzania ustalonego z tym zZdstrzezeniem, Ze proces ‘ostatni
w zagadnieniach geometrycznie nieliniowych membran w zasadzie nie moze mieé
miejsca. Wynika to ze zmiennosci _ﬁa-prQZer’l!\i'f czasie. ‘
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'

Przedstawione rozwiazanie nalezy traktowaé jako odnoszace sie do stosunkowo
niedlugich okreséw czdsu. Wynika to stad, Ze rozwinigeie dla malego parametru
moze okreslaé jedynie poczatkowy zakres procesu nieliniowego pelzania.
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PeziowMme

HEJIMHENHBIE BOIIPOCE! YIIPYTOTLIACTHYECKON JIEGOPMALTAN
M HNOJB3YYECTA KPYTOBLIX MEMBPAH

B paGote aprophl chopMyMEpOBRAmM BOOPOC CHOKHON Xedopmaumy HENWHEHHOR ILIOCKOM
MeMOPAHEL KPYTOBOTO KOHTYPA, MPOSBILTFONMA MIHOBEHHES YIPYTO-IUIACTHYeCKkHe mediopMarimy
B ION3YUYeCTh.

OCHOBHAN CHCTEMA JABYX JHQQHEDSHIEATLHEK, BCIAECHERX YpaBucHul anus QyHKIAE sarps-
JKEHHS, 4 TaxKe, (PYHKOHA OporEda PentaroTcs OpY HCIIOMbIOBANMA METOHA CTEHEHWEIX MBOMHBIX
DPANOB, 3AKTIOYAFOHIAK MANEH du3uueckuil mapamerp.

DpdeKTHBHOCTE 3TOT0 MOTOEA WILIIOCTPUPYST YHCHOBOH TPMMED.

Summary

NONLINEAR PROBLEMS OF ELASTIC-PLASTIC DEFORMATION
AND CREEP OF A CIRCULAR MEMBRANE

The authors formulate the problem of combined nonlinear deformation of a plane circular
membrane showing instantancous clastic-plastic strain and creep.

The fundamental set of two nonlinear differential equations for the stress function and the
deflection function is solved by the method of double power series involving a small physical
quantity.

The efficacy of this method is illustrated by an example.

ZAKFAD MECHANIKY OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI
POLSKIET AKADEMII NAUK

Praca zostala zlozona w Redakeji dunia 21 paidziernika 1965 r.





