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DRGANIA USTALONE PRZESTRZENNYCH TRAS PRETOWYCH

MARIAN LUKOWIAK (£6DZ)

1. Wsiep

W pracy [1] podano metode obliczen statycznych przestrzennych tras pre-
towych, ktdérych schematy statyczne zbliZzone sa do schematdw statycznych przestrzen-
nych rurociagéw energetycznych. Trasy takie, dowolnie podparfe w przekrojach
skrajnych, posiadaja dodatkowo w punktach posrednich usztywnienia podporami
sprezystymi lub niespreZystymi oraz polacrzenia spreiyste w postaci przegubdw
iub kompensatoréw. W ponizszym opracowaniu przedstawiono sposob poszukiwa-
nia czestoSei drgan wlasnych takich tras pretowych oraz wyznaczania sil we-
wnetrznych wywolanych dziataniem: harmonicznych sit wymuszajacych.

RozwaZania dotycza tras, ktdre spelniaja warunki teorii pretdw cienkich, a ewen-
tualny przeplyw materiatn transportowanego taka trasa (w przypadku rerociagu)
ma charakter laminarny i nie powoduje dynamicznych zaburzen lokalnych. Ponadto
w rozwazaniach pominigto wplyw tlumienia oraz bezwladnoéé cbrotows. W poréw-
naniu do innych metod obliczania czestoscl drgaft wlasnych przestrzennych ustrojow
pretowych, omawianych w pracach [2, 3 lub 4], podany w pracy sposéb cechuje
duza ogdélnosdé rozwazan ujetych w zawartym schemacie obliczeniowym, a 7251050~
wany tutaj zapis macierzowy nadaje si¢ do programowania obliczent na maszynach
cyfrowych.

2. Podstawowe zaleinos$ci

Przedmiotem rozwazan bedzie trasa prgtowa dowolnie podparta w przekrojach
skrajnych, posiadajaca na swej dlugosci dowolne podparcia, przeguby, kompensa-
tory, masy skupione oraz skupione sity wymuszajace o charakterze harmonicznym
(rys. 1). Punkty te dalej nazywaé bedziemy punktami niecigglodci trasy.

Zakladamy, e wszystkie punkiy tej trasy nieograniczone zewnetrznymi wigzami
kinematycznymi znajduja si¢ w ruchu ustalonym. Przyczyna takiego ruchu moga
byé zewnetrzne sily wymuszajace o znanej czestodci wymuszania. W przypadku
braku sit wymuszajacych ustrdj wyprowadzony z polozenia réwnowagi znajduje si¢
w fazie drgan ustalonych (sily thumienia pomijamy). Ka#zdy punkt osi trasy przemiesz-
cza sig (przemieszezenie jest male w pordwnaniu z wymiarami poprzecznymi preta),
a kazdy z przekroj6w obraca si¢ (obrét jest maly w poréwnaniu z jednosciz). Ozna-
czajac przez f; skladowe wektora obrofu przekroju na osie ukladu odniesienia

Rozprawy Inzynierskie — 9



488 MARIAN LUKOWIAK.

& (1), przez w; skladowe wektora przemieszezenia oraz przez o czgstosé kolows
ruchu ustalonego, mozemy napisaé nastepujgce zaleinoéei:

2.1 Bi = Pi (&1, £a, E3) sinowt,  ws = i (£9, Ea, £3) sin ot

&

Rys. 1

Stan napiecia panujacy w poszezegblnych przekrojach preta redukuje sig réwniez
do wypadkowego momentu o trzech skltadowych M; oraz sily wypadkowej o sklado-
wych P

22 F= Mi(EL, by, E3) sinwt,  Pr= Pi(Ey, £, &) sin of.

Zewnetrzne yogolnione sity wymuszajace zredukujemy do przylozonych W poszZcze-
gblnych punktach trasy momentdw wypadkowych o skladowych Mi oraz sit o skla-
dowych

2.3) M = M{ sinwt, P;=P]sinot.

W ten sposdb ustalony charakter drgaf trasy pozwala mna okreslenic wszystkich
wprowadzonych tu wielkodei za pomocs amplitud. o

Oznaczmy jeden ze skrajnych przekrojéw trasy symbolem O, drugi — symbolem
K (Rys.-1). Podzielmy gataz przekrojami 1,2,3,...,z w kolejnoéci od 0 do K,
na z-+1 odeinkéw. Przekrojéw tych dokonujcmy przed wszystkimi podporami,
przegubami, kompensatorami, masami skupionymi oraz zewngtrznymi silami
wymuszajagcymi. Kazdy z otrzymanych w ten sposob odcinkdw, ktéry dalej repre-
zentowany bedzie przez odcinek N, N--1, nie posiada na swej dlugosci punktéw
wielokrotnych oraz wymienionych wyzej punktéow nieciaghosci. W poczatkowym
punkcie N kazdego z odcinkéw N, N--1, przyimiemy kartezjanski ukiad wspohrzed-
nych N, x1, Xo, X3 0 osiach rownoleglych do g]ownego ukiadu 0, &, &2, &3 przyictego
w punkcie poczatkowym trasy 0.

(1 Wszystkie wskazniki przyjmuja wartodei 1, 2, 3.
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Wprowadzajac szeSciowymiarowa przestrzefi uogdlnionych sit i przemieszezen
powiemy, Ze w skrajnych przekrojach odcinka N, N4-1 panuje stan uogodlnionego
przemieszczenia. gy, ; i gy oraz stan vogélnionego naprezenia Pyo1 1 Py, ktory
reprezentowany jest przez nasigpujace szeSciowyrazowe kolumny amplitud:

B1 B M, My
N . Nl N N+1
B2 B2 M, M,
N N+1 N N+1
' B3 B3 M; i‘rﬁ
— | N — [ N1 | N —
2.4 In = s Gy = s Py = s Py = P
H 241 Py 1
N N+1 N N+
19} 5] _Pz PZ
N N1 N . Nl
Uz 3 _P3 P3
_N _ _N+H1_ _ N _ NI

Znzjac réwnanie osi preta nieodkszialconego i korzystajac z réwnah réZzniczko-
wych drgan gietych, skretnych i podluznych, okreélié moZemy nastgpujace macierze
o wymiarach 6 X6 (por. [1 i 5]), ktérych elementy sg funkcjami czestosci kotowej w
(macierze te dla przypadkéw pretéw prostoliniowych podano w p. 5):

Ty 1, v — dynamiczna macierz przeniesienia przemieszczen, Wyznaczona przy
danym w N+1° jednostkowym stanie amplitud g, przy zaloZeniu py = 0;

TN-{-I,N — dynamiczna macierz przeniesienia sil, wyznaczona przy danym
w N+-1 jednostkowym stanie amplitud py,, przy zaloZeniu gy — 0;

W1y — dynamiczna macierz spreZystoéci odcinka N, N-+1 wyznaczona
przy danym w N jednostkowym stanie amplitud Py przy zaloZeniu, Ze gy, = 0;

WN+1, n — dynamiczna macierz podatnoéci odcinka N-1.1, N wyznaczona przy
danym w N jednostkowym stanic amplitud gy przy zalozeniu, Ze pyy, = 0.

Stan amplitud nogélnionych przemieszezet i sit w punkcie N--1 moZna wyrazié
przez stan uogdlnionych przemieszezen i sit w punkcie N za pomoca nastepujacych
wzoréw: ‘

@.5) N1 = ‘:-Z:NJrI,N[qON: WN+ID,NPN]5
Pyet = Tyyp,w [~ Wy v dut-pad

gdzie przez éN oraz EN oznaczono wypadkowy wektor uogélnionj(ch przemieszczeﬁ'
i sit wystepujacy w N otrzymamy w wyniku dodania wektora oddzialywania przekro-
jowego w N oraz wektora oddzialywania punktu nieciaglosei w N.

3. Charakterystyka punkiéw nieciagloééi trasy

Kazdy z wystgpujacych wzdhuz trasy punktéw nieciaglodci oddzialuje na trase
za postednictwem uogdlnionego wektora przemieszezeni (przegub, kompensator,
masa skupiona) lub vogdlnionego wektorem sit (podpora podatna, podpora nie-
podatna, sita wymuszajaca) dostarczajac jednoczesnie dodatkowych warunkéw,
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ktorych liczba jest réwna liczbie skladowych weklora oddziatywania. Oznaczajac
przez. gy uogolmony wektor amplitud przemieszczenia dla kompensatora lub prze-
gubu w N, przez py vogolniony wektor amplitud sit w podparciu w N oraz przez
Py uogdlniony wektor sit pochodzacych od masy skupionej wystepujacej w N —
dla punktéw tych mozemy napisa¢ nastgpujace réwnanie:
a) dla podpory niepodatnej
3.1 I;N 2PN+15N’ Iy = qy = qy = 0;
b) dla przegubu
(32 Gy = Q’N+éNs Pn=Py=pn=0;
¢) dla podpory sprezystel
33 13N = pN+ﬁN9 éN =gy= NNI;N’
gdzie Ayy jest co najwyzej macierza 6 X6 charakteryzujaca podatnosé podparcia w ¥
d) dia kompensatora '
(3.4) éN = QN+éN: .va =Py = —Swny QV’N’
gdzie Sy jest macierzg 66 charakteryzujacy sprezystoéé kompensatora w N
¢) dla masy skupionej ’
3.5 Py PN+PAN7 Py = My Iy = Mun dw»

gdzie M, jest macierza 6 %6, ktéra wyprowadzona zostata z zasady d’Alemberta

dla przestrzennego ruchu masy skupionej my pizylozonej w punkcie N, a macierz

podana oddzielnie na s. 491, gdzie r; (i=1,2,3) oznaczaja skladowe wektora

odlegloéci §rodka masy skupionej my od §rodka cigzkoSei przekroju w N oraz

gdzie EJ jest poréwnawcza sztywnofcia gigtna trasy, a I diugoScia poréwnawcza;
f) dla zewngtrznej sily wymuszajacej

(3.7 I;N = PN‘I‘P;n

gdzie pl reprezentuje szeSciowyrazowa kolumne dla zewngtrznej sily WYIIUSZajacej.

4. Rownania warunkowe

Nie precyzujac teraz rodzaju punktu niecigglosci Wyst@ujaccego w punkcie N,
do wystgpujacych we wzorach (2.5) oddziatywan dodajmy wszystkie wprowadzone
w (3.1)-(3.7) oddziatywania punktéw nieciagtosci:

vyl = TN+1,NI‘?N+QVN - WN+1,N(pN+PVN+ﬁN+p;I)]3

@.1)

Pyt = Tyyin[— T;VN—I-I,N(qN+éN)+va+PN+ﬁN+p:’]'
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Utwérzmy dwunastowyrazowe kolumny amplitud przemieszezenia i sily w prze-

kroju N:
N T — 19N F |9
H = ¥ II =1 3 H = E)
¥ [pN] N [PN] N [PN].

8 =['—TN—1—I,N W:N+1,N P;]
A+l TN+1,N Pwn

{4.2)

oraz macierze o wymiarach 1212

T, —T W, 0 o
(43) 0 = [ - N+1,N N-’tl,N - N+1,N:|, gﬁ = [ ]

NELNZ N Ty Whsrw Tysin MW | Myy O
Wprowadzenie oznaczen (4.2) i (4.3) do wzoréw (4.1) daje jedno zwarte réwnanie
macierzowe :

(44) HN+1 = N+I,NHN+‘QN+I,N]?N+'QN+1.NSUINNHN+BN+1'

Stosujac M-krotnie wzér (4.4) wyrazimy‘ amplitudy przemieszczen i sit w dowolnym
przekroju M (M = 1,2,3,...,K):

M—1 M—1

4.5 Iy, = Z ‘QMNH + 2 QMNSRNN N+wM

Macierz £2,,,, okreslona jest dla wszystkich M > N, a prosty rachunek prowadzi
do nastepujacych wzordw:

QMN_.=QM,N—IQN—1,N, . M >N,

{4.6)
Wy = Lagn Oy Hap 0= b1

Wz6r (4.5) pozwala okredli¢ amplitudy uogolnionych przemieszezen i sit w prze-
kroju M w zalefnosci od tych samych wielkosci wystgpujacych w przekrojach
0,1,2,.., M— 1. £2,,, jest macierza 12x12 charakteryzujaca dynamiczng sztyw-
noéé odcinka MN, 17, w oznacza kolumng dwunastowyrazowa uwzgledniajaca wplyw
wszystkich mas skupionych znajdujacych si¢ przed przekrojem M na ampli-
tudy jego przemieszczen i sil, w,, kolumng¢ dwunastowyrazowa uwzgledniajaca
wplyw wszystkich zewnetrznych sil wymuszajacych znajdujacych si¢ przed przekro-
jem N na amplitudy jego przemieszczen i sil.

W macierzach £2,,, wystepujacych w (4.5) zaznaczmy kolumny, ktére znajduja
SIQ na tych samych miejscach, na ktérych wystgpuja niezerowe wyrazy w kolumnach
I v Zaznaczmy nastgpnie wiersze, ktérym odpowiadaja znane wielko$ci w kolumnie
IT,,. Wyrazy macierzy £2,, znajdujace si¢ na przecigciu zaznaczonych kolumn
i wierszy tworza nowa macierz Gma. Oznaczajac przez £, kolumny nieznanych,
niezerowych wyrazéw kolumny I7,, przez &y kolumng nieznanych, niezerowych
wyrazéw w kolumnie [7n, a przez 7w kolumne znanych wielkosci w przekroju M,
ze wzoréw (4.5) wyodrebnimy nast¢pujace réwnania:

m—1 m—1

“7n Hm = Z Gonn En + Z GunMnnbn+on, m=1,2,..,k
=0 n=0
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Kolumny o, skladaja si¢ z wyrazéw kolumn s znajdujacych sig na tych sa-
mych miejscach, na ktérych wystgpuja znane wielkoéci kolumny I7,. Zaktadajac,
ze w skrajnych podporach trasy pretowej nie wystepuja masy skupione oraz ze Zaden
z oméwionych punktéw nieciaglosel nie wystepuje jednoczesnie, wzdr (4.7) moZna
napisa¢ w postaci macierzowej podanej na s. 494, gdzie I jest macierza jednostkowa.

Wartoéci podane w nawiasach wzoru (4.8) dotycza punktéw, w ktérych wystepuje
masa skupiona, gdy Iy = 0 (M7; = 0) nalezy braé wartoéci bez nawiaséw. W przy-
padku jednoczesnego wystepowania masy skupionej i innego rodzaju punktu nie- -
ciaglosci nalezy rozpatrywaé przypadek, gdy znajduja sie one kolejno po sobie
na nieskoniczenie krotkim odcinku N--1, N, dla ktorego macierz przeniesienia
L2541, jest macierza jednostkowa dwunastego stopnia.

Jezeli na danej trasie pretowej wystepuja zewngtrzne sily wymuszajace ( Py 7 0),
to czgstos¢ drgan jest znana i réwna czgstosci drgan sily wymuszajacej. Obliczenia
dynamiczne sprowadzaja si¢ wowczas do wykonania wykreséw amplitud dynamicz-
nych sil tngeych i normalnych oraz momentéw gnacych. W tym celu nalezy odwrécié
macierz gléwna ukladu rownan (4.8), a nastepnie z zaleznoéci odwrotnej do (4.8)
wyznaczy¢ nieznane wielkoSci &,. Wstawiajac uzyskane ta droga &, do réwnafh
{4.7) znajdziemy amplitudy wielkosci przypodporowych dla kazdego z odcinkéw.
W przypadku (py = 0) uklad réwnan (4.8) jest ukladem jednorodnym, a zerowanie
si¢ wyznacznika tego ukladu jest warunkiem dla poszukiwania kolejnych czestosci
drgan whasnych.

Jak latwo sprawdzié, rzad wyznacznika ukladu réwnan jest réwny sumie
liczby niewiadomych wystepujacych w : | Xk
posrednich punktach podparcia liczby
stopni swobody mas skupionych oraz
szefciu parametréw poczatkowych: tra-
sy bez wzgledu na sposéb jej podpar-
cia w punkcie O,

0 N . N+1

5. Macierze przeniesienia w przypadku
fras prostoliniowych

‘Wyznaczymy teraz macierz przenie- X,
sienia (zdefiniowana w p. 2) w przy-
padku, kiedy odcinki trasy pretowej Rys. 2
53 prostoliniowe (rys. 2).

Dla uzyskanmia ogdlnoci rozwazan osie ukladu (OZNACZMY Xy, Xz, X1; ZMiana
kotowa indekséw dotyczy¢ bedzie wigc wszystkich moZliwych przypadkéw poloze-
nia pretu w przestrzeni réwnoleglych do osi odniesienia. Na odeinku trasy N--1, N
moga pojawiaé si¢ drgania gietne w plaszezyZnie x; lub w p%aszczyzmc Xp Oraz
drgania skrgtne 1 podiuZne; rozpatrzmy je kolejno.

" Dia drgan gigtnych w plaszezyZnie x; rdéwnanie rézniczkowe ma postaé

Mg (g, 1) 2y (i, )
ot ¢ T

.1 EJ,
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gdzie ¢ oznacza masg przypadajaca na jednostke dlugosci, a EJ; sztywno$é preta
na zginanie.

W przypadku gdy spelnione sa wzory (2.1), (2.2) i (2.3), réwnanie (5.1) po wpro-
wadzenin oznaczenia

14 902
4 =
(5.2) _ "y 7,

przechodzi w zwyczajne réwnanie réiniczkowe czwartego stopnia

(5.3) uIV(x)—(ﬂr )—0
. _;g- i) 7 u]a(Xg,) .

Obroty oraz sity wewngtrzne mozna wyrazi¢ przez przemieszczenia w sposdb naste-
pujacy:

_ g (x:0) d3ug (xq)
B (eg) = Tae > Drow) =EA Tl
(5.4
M E7 d?uk (xe)
(i) = — IW .
Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (5.3) przedstawimy w postaci:
(5.5 wk (xi) = C1 S(m pa)+Ca T (i i)+ C3 T (my )+ Cy V7 (g ),

gdzie S(p), T, U i V() sa funkcjami Krylowa oraz gdzie ps — xi/l.
Wykonujac rézniczkowania (5.4) réwnania (5.5) otrzymamy pozostale wielkosci
wewnetrzne : ‘

m, _ _ - —
B () = —li [C1 V (e ) Co S (e ) + C3 T (g pra) +Cy U (i),
2
m _ _ _ _
56y Mi(x) = “Elal—; [Cy U pa) +Co V (1 )+ C3 8 (g ) -+ Ca T (g o))
3

‘ o B B -
Pr(x)) = EJ; l—; [Cy T (mz pr) -+ Co Uy )+ C5 V (1 ) -+ Cy S (m1z )]s

Dla drgafi podtuinych preta przedstawionego na rys. 2 mamy réwnanie rézniczkowe

A2 (i)
(5.7) Eds— 5— + pw2u;(x) =0
dx;
z warunkiem wigZacym przemieszezenia z sitami w postaci
duq‘, (xr;)
(5.8) _Pg(xz:) = — EA;‘, d .
1

Rozwiazujac réwnanie (5.7) przy uwzglednieniu (5.8) i wprowadzeniu oznaczenia

lZ sz
5.9 2 —
(5.9 | | " T,




496 MARTAN EUKCWIAK  °

otrzymamy

wi (1) = Cs cos (s pa)+Cg sin (s 1),

{5.10 o m
Pi(x;) = CsEAy Ti sin (ni pis) — CoEAs -£—cos (1 prg).

Ostatnimi z mozliwych drgah preta N-+1, N (rys. 2) sq drgania skretne opisane
nastepujacym réwnaniem réZniczkowym:

d2 B (x4)

5.11) G2

= Jow? fii(xi) = 0,

gdzie GC; oznacza sztywnoéé preta na skrecanie wokol osi x;, a J jest biegunowym
momentem bezwzglednoéci masy przypadajacym na ]ednostkg dlugosci preta.
Wprowadzajac oznaczenie

Ji2 w2
GO

(5.12) 2=

oraz wykorzystujac zaleinoéé miedzy momentem a katem skrecania

dﬁi (1)
d

(5.13) | Mi(x) = — GG

otrzymamy rozwigzanic réwnania (5.11):

Bi(x)) = C—,v cos (foq por)+ Cg sin (),

(5.14) ko 2
Mi(x;) = C:G C@ sin (kg pi) —C3 GGy 7 cos (ks g

Warunki brzegowe podane w deﬁmc_]l macierzy przeniesienia przemleszczen

Tyi,n
(5.15) () = gys1, PO)=0

napiszemy teraz po wprowadzeniu wspdinego oznaczenia dla wszystkich wielkosci
wewngtrznych w postaci

up () = ug, : i (1) = i,
N+ N+l
' 18: (1) = B, ) = B,
(5.16) - 41 B N+1
12 _ 12 P ‘
‘ *ﬁMi(O)ﬁﬂA{izO, E_fMl(o):?fl:O’

2 ' K
e —_ p— 0’ . p— 0 = = 0.
5 P:(0) l:ra: ol Pr(0) If;?c
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Te warunki pozwalaja wyznaczyé wszystkie stale wyst@pujacé w rdéwnaniach (5.5),
(5.6), (5.10) i (5.14):

S (ms) s — BT () fir o
= N+1 N+1 Ce = ”
1™ 2 (my) — wiy T (my) Vim)® 37 cosm Ned
b
m} V(m;) ﬂfs - '—‘S(mz) g}
(5.17) C, = L G =0
, 2 m T(mz) V(mz) —820m)” 07
C; =0, Cr == ]
3 o : T Tcosk Nefl
Cy =0, . G=0.

Wprowadzono tu oznaczenie b = //T oraz funkcje

Sm) = S(m) = ?(chm—f—cos my=1-+ T -+ m + ...,

1
T(m):-n;_f"(m) %(shm—l-smm)—l—i- —l— +
(5.18)
1 _ 1 1
U(m)=EU(m)=%é(chm cosm)~§-+"—+ia+
]. 1 m4 m6
V(m) ——V(m)%—(shm smm)m——l-%—l-"ﬁ—r-l—

Wstawxajac stale (5.17) do rdéwnan (5.5), (5.6), (5 10} i (5.14) otrzymamy naste-
pujace zaleznoéci na przemieszezenia:

up = S (my) uk+bT () ﬁz,

N+1

(5.19) , B =-— V(ml) urs-I-S (m1) 131,

N+1

Wi = cosmpth, fi=cosky ,‘35
N1 N N+1

Drgania gigine w plaszezyZnie xx daja réwniez dwa wzory na przemieszczenia:

4
(5.20)  w = S(m) = T (mx) Br, P = —— V(m;c) m—i—S(mk) ﬁk
N+1 N Nl
Wzory (5.19) i (5.20) pozwala}a: utworzyc dynarmcznac macierz przemesmma
przemieszezenh w postaci
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“cosks 0 0 0 0 o |8 | B

m‘!'.: N N+1

0 S (my) 0 0 0 — Vimg) || Br B

m N Nl

0 0 S (nm) 0 5 V (m1) 0 i’ Bi

(5.21) S

) 0 0 0 cOS s 0 0 i W

. N N1

0 0 pr(m;) O S{m) 0 Uk g

. N Nl

0 —BT(m) O 0 0 S (mz) w uy
~ Al | e

Wykorzystujac warunki brzegowe wynikajace z definicji macierzy przeniesienia
sit z réwnan (5.5), (5.6), (5.10) i (5.14) otrzymamy state Cy, Ca, C3, C4y -0, Cg, B 1€

wstawione ponownie do ftych réwnan dadza nam  zaleznoSol pomiedzy sitami
w punktach N+1i N w postaci

“cos ki o 0 0 0 o |M7| TM
N N+l
0 S (my) 0 0 0 BT (mz) || Mz My
N N1
0 0 S (mz) 0 —bT(my O M; M
5. Nof_| &t
(:22) 0 0 0 COS 4 0 0 P; P
mg N N+1
0 0 % Vim) O Sy 0 Py Py
mt N N1
0 —V(mz) 0 0 0 S{mx) P P
b _ N | LNt

Ten sam sposdb rozumowania prowadzi do macierzy spreZystoscl Wy, y O18Z
macierzy podatnosci Wyyq,n: (5:23) 1 (5.24). Podajemy je na s. 499.
Wprowadzono tu oznaczenia

._" EJ; _ EA; ) _GC-;;
i:,_ETf,‘ CI=EI7 ai = /=y

5.25

oraz ponizej zdefiniowane 1zw. funkcje Pragera

ch m sinm — sh mcosm

o'(n) = —m 1+chmcosm
o ) sh m sin m
() = —m 1-+ch mcosm’
ch m sin m--sh mcos m
y' ) = —m

14-chmcosm

stabelaryzowane np. w pracy [6].
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W przypadku gdy Kkierunek poruszania wzdiuz osi preta jest przeciwny do zwrotu
osi odniesienia, nalezy w macierzach przeniesienia przemieszezen Ty, y OTaZ W Ma-
cierzach przeniesienia sit Ty, v Zmienic znak wyrazow pozadiagonalnych na prze-
ciwny; pozostate dwie macierze podatnoéei i sprezystosci sa macierzami symetrycz-
nymi i nie zaleza od Kierunku poruszania si¢ wzdhuz osi preta. W przypadkach
granicznych, gdy ¢ = 0 (pret jest niewazki) fub & =0 (przypadek statyczny), macierze -
przeniesienia przemieszczen i sit sprowadzaja si¢ do macierzy statycznych podanych
np. w [1], macierz sprezystosci Ty, przechodzi w statyczna macierz wplywu
(por. [3]), a macierz podatnosci Wy 41, jest macierza Zerowa.

Na zakoficzenie rozwaZar nad wyprowadzonymi powyzej macierzami utworzmy
macierz 12 x12 zdefiniowana przez wzbr (4.3). Wykonujac mpoZenia Macierzowe
wg tego wzoru dochodzimy do macierzy przedstawionej w tablicy 1, ktora w pracy

" [1] otrzymano na drodze rozwiazania réwnania rézniczkowego drgan preta w me-
todzie parametréw poczatkowych.

6. Przykiad liczbowy

Dla .zobrazowania przedstawionej powyZzszej metody przeprowadzimy oblicze-
nia, w ktorych poszukiwaé bedziemy czestosci drgai wlasnych rurociaga o schemacie
przedstawionym na rys. 3.

&2

Rys. 3

Przekrdj rurociagu calej trasy jest staly, rurociag transportuje gaz ziemny,
a 7 zewnatrz jest ocieplony otulina izolacyjng Z waty szklanej grubogei 50 mm.
$rednica zewnetrzna rurociagu D = 426 mm, wewngtrzna d =400 mm. Dane
geometryczne i dynamiczne rurociagu sa nastgpujgce:

EJ = EJ — 7562,0Tm2, GC=13E], A= 0,0169m?2,
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T sek?2 Er
e=273-10"2 w2 FAC 2,13.10-2m2, _
EJ EA,;. ‘ . GG
almazzag,:ﬁ:l, Ci:?J:46’9m—2’ d_iinJﬁl,?’,

_ Tsek?
I =80m, J=623.10"4Tsek?, my=0,10 —.

Podatnosci podparé wynosza
A= 0,1667T—, 1y = 0,1560
1= VY, T ’ 2 = U . T . .
W punkcie czwartym trasy rurociagu wystepuje podpora w postaci stupa Zelbeto-
Wego:

‘ . kG
A=30m, F=004m2 R=I170 —
, . . cm’
T
Ep=1,6- 106@’ Jir=1,33-10-4m4,

Jako parametr poréwnawczy zaleiny od czestosci dla calej trasy przyjeto

pew?
6.1 m—28 —
{6.1) =

Calod¢ trasy podzielono przekrojami 1,2, 3, 4, na odcinki 1-0, 2-1, 3-2, 4-3,
K-4. Przyjmujac m = 0,5 na podstawie tablicy 1 zestawiono macierze przenie-
sienia £21q, £, 23, 243 1 L2344 (tablice 2-6). Korzystajac z zaleznobci rekurencyjnej
(4.6) wyliczono:

Lo = Q1 Do, 1= D33 oy, D39 = 023, 24,
Do =04303, Q41 = Qp 2y,  Qug= L4y Dy,
Oy = Oy Qa3,  Oup = a3 D35, iy = Ly Q9

. Qyo = 23 L1p
i zestawiono w tablicach 7-16. Macierz My dla r — 0 redukuje si¢ do postaci
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 ] 0 0
= g md
©2) My 0 0 0 — 0 0
lo "
o M
0 0 0 0 = 0
lo S
o
0 0 0 0 0 -
le
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W tablicy 17 podano macierz a3 a w tablicach 18 i 19 odpowiednio jej floczyny
Q43 W3 i Qa3 M3, Uwzgledniajac warunki brzegowe poszezegélnych odcinkow
trasy wedlug schematu opisanego w p. 4, w tablicach 2-16 oraz 18 i 19 zaznaczono
strzalkami odpowiednie wiersze i kolumny, a wyrazy lezace na ich przecigeiu wehodzg

w sklad macierzy zbiorczej sporzadzonej na podstawie (4.8) i przedstawionej w tablicy
20. Réwnania zbiorcze trasy pretowej maja w tym przypadku nastgpujaca budowg:

- — ¥ =

"G A O 0 0 &
Gap Gy 22 Y 0 &
63) Go Gun Ga —1 0 || H|=0
Gsp Gu Gz Gy 0 £3
G Gu G Oz G| &

Uklad réwnaf (6.3) jest ukladem jednorodnym, a wige warunkiem, Zeby trasa
pretowa znajdowala si¢ w fazie drgan ustalonych, jest, aby wyznacznik gléwny tego
A ukladu byl réwny zern. Warto$¢ wyznacznika ma-
cierzy zbiorczej z tablicy 20 wynosita f(0,5) =
— 1,03452, co oznacza, Ze prEyjeta przez nas

czestodé @ jest réZna od czestosci wlasnej.
Caloéé obliczen powtdrzono dla m = 1,0 oraz

m = 2,0 i otrzymano nastepujace wartodci:

£(1,0) = —0,36649, f(2,0) = 0,66644.

Wyniki tych obliczed przedstawiono na rys. 4

ag . . s £x
i odczytano, Ze pierwsza warto$¢ krytyczna m wy-

EL

nosi 1,30; stad wyznaczono
b JE] (}j)zl/ 7562
MTTV 8 2,73-10-2 -
= 13,9 sek.~1,
Wy 2z
Rys, 4 fi=—=221Hz, T, =— = 0,452 sek.
2m w

Dodatkowo przeprowadzono obliczenia dla tego samego schematu statycznego
przy zalogeniu A = Ay = A4 = 0 (podparcia niepodatne) i wuzyskano wyraZny
wzrost czgstosci drgan wlasnych:

@ = 102,0sek.-!, f=16,18 Hz, T =0,0616 sck.

Calo$é obliczeri zaprogramowano i obliczono na maszynie cyfrowej ZAM-2.
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Tablica 17 Tablica 18

Mz 43 M3
¥
0, B
0 0 0
—_— 0, C
0 0 0 D
1 1 0 1 0
0 - A ’ 3 E
1
Tablica 19
253 M3z
¥
0 0
1 1 0
—3 O F <
- 0¢ G <
0
0 H
i

Symbol 0 macierz zerowa o wyrniarach 6 %6, 0; macierz zerowa o wymiarach 3% 3 oraz

0,0286 0,0 0,0 0,0 0,0036 0,0

A= 00 0,0286 0,0 B= 00036 0,0 0,0
0,0 0.0 0,0286 0,0 0,0 0,0
0,0006 0,0 0,0 0,0 —0,0143 0,0
C= 00 0,0006 0,0 D= 00143 00 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,0286 0,0 0,0 0,0006 0,0 0,0
E= 00 0,0286 0,0 F= 00 0,0012 0,0
0,0 0,0 0,0286 0,0036 0,0 0,0006
0,0 0,0143 0,0 0,0002 0,0 0,0
G= 00143 0,0 0,0143 H= 00 0,0002 0,0
00143 | 00 0,0 0,0 - 0,0 0,0002

[512]
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Peswwme
YCTAHOBUBIVIECH KOJIEBAHW A HPOCI‘PAI—ICI'BEHHL_IX CTEPXXHEBLIX CUCTEM

B pabote [1] xarorcs METOHEL PACIETA CTATHYSCHX CTCPIKHEBEIX CHCTEM, CTATHUCCKHE CXEMEBI
KOTODEX: GIE3RH CTATHYCCKEM CXEMAM IHOPTETHICCKEX TPYGONposoHos,

Ilpusomurest cnocof OIpEmeNCHES. “acTOT co0CTBEHHEIX KOMCOAHMIL, CTEPKHEBLIX CHCTEM
¥ BHYTPEHHWX CHIL, BHI3BAHHELX. UDHIONCHHSM MEXAHUYECKIX rosgelicrayit. Cmocof ommpanus
CHCTEMEL HPOHIBOMBHEIN, Opy Y€M B HeH MOTYT CymIECTEOBATE IAGKEE Y351, B BYME MAPHAPOB MR
KOMICHCATOPOB., PaccyxeHis DPOBOISTCA B MATPHYHON 34IECH, MPUTOZHOH Mid mpOTpamMMu-
POBAIHT HA MUMPOBHIX MAIMMHAX. . : -

Sum mary
STATIONARY VIBRATIONS OF SPATIAL BAR SYSTEMS

In Ref. [1] were described computation methods of bar systems, the mechanical schemes
of which approach those of power pipelines. :

The author proposes a method for determining the frequency of natural vibration of a bar
system and the internal forces and moments produced by mechanical actions. The way in which
the bar system is supported is arbitrary and elastic elements may occur on its Iehgth in the form of
hinges or compensators. The matrix notation' is used thus facilitating computer progranuming.

POLITECHNIKA LODZKA

FPraca zostala zloiona w Redakcfi dnig 24 lstopada 1966 r.






