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1, Wstep

Praca niniejsza poswigcona jest plytom, dla ktérych przyjgto zaloZenia podane
przez. PRLUGERA [1]. Wedlug teorii PFLUGERA przyjmuje sie, Ze plyta gérna spelnia
wszystkie zatozZenia teorii plyt cienkich, natomiast Zebra bez sztywnoéci na skreca-
nie, o staltym przekroju poprzecznym, sg rozmieszczone w dwoch prostopadlych
do siebie kierunkach. Przyjmuje si¢ poza tym, Ze rozstaw Zeber jest nia tyle maly,
iz mozna poshuzyé si¢ modelem kontinuum. _

W pracy podamy w oparciu o pojecie rachunku wariacyjnego wyprowadzenie
podstawowych réwnan zagadnienia. Ta metoda zostanie wykorzystana do sformulo-
wania jednorodnych warunkéw brzegowych zagadnienia, a ponadto pozwoli na
wyprowadzenie twierdzenia o Wzajemnoécil Twierdzenie to ma szerokie zastosowanie
w teorii spreZystosei i w teorii plyt. Pozwala ono.na podanie na podstawie rozwia-
zania osobliwego rozwiazaf wielu zagadnied brzegowych, a takZe przydatne jest
do formulowania problemdéw z nieciaghymi warunkami brzegowymi,

W dalszym ciggn pracy podane zostana rozwigzania osobliwe plyt nieskonczo-
nych i péluieskoficzonych. Rozwiazania le razem z twmrdzemem o wzajemnosci
postuza nam do skonstruowania rozwiazafi pewnych probleniéw brzegowych teorii
omawianych plyt.

W pracy niniejszej oprzemy sie na oznaczeniach i zwigzkach podanych w pracach
Jednego z autoréw [2 i 3] dotyczacych omawianych plyt.

2. Podstawowe rdwnania

W omawianym - problemie jako niewiadome przyjmujemy przemieszczenia
u, v, w plaszczyzny $rodkowej plyty gérnej [2] (rys. 1). ,

Wielkosci statyczne (rys. 1), odniesione do paszezyzny Srodkowej plyty gdrnej,
zwigzane sg 7 przemieszczeniami z, v, w nastepujaco [2]:
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B Et (01;_{_6@)
Tz = 2(1+) \oy  ox =Tv,

E _ 2w 02 w _ ou
Mg :—:—;“2‘(‘“ Ia;T)xT— wi ayz +Sa;'a;),
' E S 02w 2w _ ov\
o Mﬁm(—fﬂﬁ“”s}ﬂ&sy)=
. EI 02w
Moy = =19y axay M
oMy My, oM,  OMauy
Q= - =

ox dy YT oy + ox
gdzie E oznacza staly materialows, ¢ grubo$é .plyty gbrnej oraz gdzie

ty — t-i—(l — '}'Z)Fg;, ty = t“!—(l - 'Vz)Fy,
—x:(l —‘1’2‘) Sg;, —Sy:—(l —_ ?)2) Sy, jg::l“l"(]. ""1’2) Ix,

- £
Iy=I+(—?h, I=1;.
&
NX
ufv}
A
Ny
< Yew) .
- Rys. 1 -

Symbole Fa, Fy oznaczaja sprowadzone pola powierzchni przekrojow zeber, Sy, Sy
momenty statyczne powierzchni przekrojéw zeber oraz I, Iy momenty bezwladnobci
powierzchni przekrojow Zeber wzgledem: osi przechodzacych przez powierzchnig
§rodkows plyty. ' '

Wprowadzmy do dalszych rozwazan wyraZenie na energie sprezysta zgromadzo-
na w elemencie plyty: '

@2 2y = 1{ u 2w i 2w 2w du
' R S Y oay2 - oxdy
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Po uwzglednieniu zaleznoSci (2.1) otrzymamy wyrazenic na calkowity energie
plyty uzalezniona od przemieszezen u, v, w: -

. ff [ (()ZW) 92w ()Zw_l_ﬁ (a2w)2
2.3) 20 =) Iz +2¢f o2 o2 I —éyz —+
( w)Z _0u E2w _ o 2w (()u)2+
+2(0 —wnI %D ——ZSmaﬁ ZSy—a—y“Tyz"*f-tw o

(()'v) du ov 11— (au)Z ) ou év+
+ 1y +2vr5;a + 2 z;}; +(—v)zay o

+Iﬁv (dv)z]d
> tbx_ xdy.

Obliczmy teraz pierwsza wariacje catkowite energii sprefystej plyty:

ff' [ﬁ 02w 028w I(bzw 028w ¥ dw dzw)
@ =) 15 ow M w e T om o2 | T
2w 025w 401 ; 2w 2éw (()u 92 dw
A=D1y s oxoy  “T\ox  ox?
ddu a2w) - (c)'v 2w ddw 02w) ou ddu
ox 0] TNy or Ty o) T oy ax
) dz ddp (67} du  ddv du) 1—» Jdu odu
"oy oy TNoy T T oy okl T TE Py oy

1 —w (dfa o6u odv 6u) 1—» 9v oddw
2 ox dy ox oy 2 tt)x

v

] dxdy. '

Zastosujmy do wyrazenia powyzszego przeksztalcenie Greena. Przykladowo wyko-
namy to przeksztalcenie do catki

(' ou 02 6w 6w
2.5) f f f T Owdx dy+ f ——cos? (n, x) ds -+

u 02y
—i_ . S _— N
[ 3[ % [ o €08 (1, X) cos (m, y)} Swds ;{ a3 008 (7, x) dw ds.

Postgpujac podobnie z pozostalymi skladnikami wzoru (2.4), otrzymamy

% u ()3"0_! (_ a4 . A +
~ S 0x3 Sy oy3 Im—f);’:+2 0x2 9y2

_ oo _ 02 lav 02
+I,— peyay w]dwdxdy - — gy sy 2 tﬁ u--

(2.6) OV =
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+1—|—v-. 229 _ a3w]6 Ivd ff[l-l-v f)zu ‘
2 Txay | OF o |V oxay T
T2 1y _ow
ey — + Sya3 S0 dxdy —

e T T2

E f[( 2w I()2w _ 6u) ) ( _ 02w
— s — " 2 +Sa:5; cos2 (n, x)+ —Iyﬁ—{—

11— wzi ox2
dzw _ 09 o0z w odw
- + Sy—=— 3 cos? (mn, ) —2(1 — v)Ia Py cos (n, X) cos (at, VY |———ds+
E {[ _ dw . Pw Ny
L "o ovap TS0 T

.,)3“] [ 03w Bw _ Po
—~ 1 —nI 0T a2 cos (i, x)-}- Iya 3 '_M@x2ay+sy 552 —

Bw ] L9 ] [( _ 0w IdZW _ oo
—(lﬁv)I COS(?’I,y) _Iy ayz — 7 EXE-—*—S@’S-—F

052 9
_ 2w 2w _au) 2w
Hlogg Pl Sagfeos(nncos ) — (A =N IG5

E | ou.. ov
x (cos? (n, x) — cos? (n, W) {( dwds+ T2 to s vt .
I

02 ou . Rw

w ov
—_— 2 - _ S 2
Sz ()xz) cos? (i, x)-+ (ty o 9t P Sy ayz)cos (n, V)

ou n ()7)) ] 5
+(1 — )t (a—y o) €08 {n, x) cos (n, y)}| duy ds+

E oo du 2w o 0 0w
+w

+T_;72ﬁ ta“SyEJ';_th—vt$+Sx‘a? ®
[ - ‘

1—v [ou oo '
* cos (n, x) cos (n, )+ 5t P + - (cos? (m, x) — cos? (1, y)) | Gue ds,

gdzie ‘
tn = nucos {n, x)+vcos (11, ¥),
©ug = —ucos(n, ¥)tocosin, x).

Korzystajac z formut (2.1) oraz biorac pod uwagg, ze wielkosci statyczne na brzegu C
mosemy przedstawic nastepujaco: '

My, = Mg cos? (n, x)-+-My cos? (1, ¥)-+2Mgycos (1, x) cos (1, ¥),
Mg = (My — My) cos (n, x) cos {n, y)+M@ [cos? (1, x) — cos? (n, »l
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Ny = Ny cos? (n, x}-+Ny cos? (n, y}--27% cos (n, x) cos (1, 1),

Tut = (Ny — Ny) cos (1, ¥) cos (n, W +Tz [cos? (m, x) — cos? (n, P)],
_ OM oyt

Qﬂ, = Qn+ 3 tﬂ >

On = Qz cos (n, x)-+Qy cos (n, ¥),

x

Rys, 2

otrzymamy na pierwszq wariacje energii sprezyste] wyrafenie
5 ff[ _a3u . 03w ( 04 o4 +
(.95 V= tﬁjﬁf Sx Sy};f Rl oy Oxch T2 0x2 dy2
+ )]w o e o e )
Iyay4 wdxdy — 15 t”axﬂ" 5 fﬁ U+
: B

1+» 229 ﬁa3w]6 ffl ¥ 62u+
+ 2 taxc)y S ox3 udxdy e 2 tdx()y

l—v ()2)
2 dx2

0w
- — Sy p Jéwdxdy—i—

f( Mn -i— Qn SW-+Np 6un—|—Tm 6u¢) ds.
¥

Zatozymy do dalszych rozwazan. Ze plyta rozpatrywana jest poddana dziataniu
obcigzenia normalnego g (x, ), prostopadle do jej powierzchni oraz dzialaniu
obcigzen tarczowych w plaszezyinie plyty gérnej n, (x, V) i ny (%, ). Przyjmiemy,
ze te ostatnie sa rozloZone réwnomiernie na gruboéei plyty gérnej (rys. 3} i dzia-
laja wewnatrz obszaru plyty rozpatrywane (rys. 2). .

Na zalozonych poprzednio wariacjach przemieszezen du, Jo, dw obcigZenia
q (x, ), nz(x, ), ny (x, ¥) wykonaja prace, ktéra przy liniowym ujecin problemu
przedstawimy nastepujaco:

2.8) 8L = ff[q (%, ¥) Sw+ng (x, ¥) Sutny (x, y) 6v] dxdy.
B .

Rozprawy Inzyniersiie — 11
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Jak wiadomo, w poloZeniu réwnowagi musi byé spelniony warunek

(2.9) 8U =8V — 6L =0.

A

/7
/ AN Aé/@ﬂ
M//////Y/./ '

Rys. 3

Z warunku powyZszego otrzymamy w oparciu o wzory (2.7) i (2.8) nastgpujace
Zwiazki:

(2.10)

2 11—y 2 14y 2o _ odw 192
(“‘E+ 2 "a;)” 2 Toxey ST om T eI
14+» 0%2u 02 1—» o2 _ Bw 1—2
5 t(—}"x"“é; (ty_a-y?+m5_ta_ﬂ-)ﬂ—SyO_J!?:_ny(x’y) 7
_ 0y Pw

o ® -34) - L —42

TS5 S”FJFJF(I‘”EEHIC)xzay_z“y"ayT W= g0 g

ow
2.11) f(— My o +0un SW-+Nu Stn~+ Tt éu;) ds = 0.
7

Zaleznofci (2.10) przedstawiaja ukiad réwnan zagadnienia, a zwiazek (2.11)
stuzy do wyznaczenia paturalnych warunkéw granicznych. Z tych ostatnich otrzy-
mamy 16 jednorodnych warunkéw brzegowych omawianych plyt.

Podamy przyklady:

1. M,=0, QW,:O, Np =10, Tt = 0,

2 Mﬂzos W:O, ano’ T‘ﬂ,t:O’
3 Ma=0, w=0, up=0, Typ=0,
4

M,=0,, w=0, wup=0, w, =0,

_a?zon Q’M:OJ ano, Tt :_05
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ow

6, — =0, w=0 N;=0, Twm=0,
on
ow

7. — =0, w=0, u,=0, Twu=0,
on
ow

8. -—=0, w=0, =0, u =0,
on

itd.

Zauwazmy, Ze wobec tego, iz wyprowadzajac powyzsze zaleznofci korzystalismy
z przeksztalcenia Greena; zwigzki te sa spelnione dla funkgji w claglych wraz z po-
chodnymi do czwartego rzedu w obszarze B i ciaglych wraz z pochodnymi do trze-
ciego rzedu na brzegu C oraz dla funkeji u, v ciaglych wraz z pochodnymi do trze-
ciego rzedu w obszarze B i ciaglych wraz z pochodnymi do drugiego r1zedu
na brzegu C. o

Uklad 1éwnan (2.10) mozna sprowadzié do trzech réwnah na trzy funkcje
przemieszezen. Nalezy tu postuZyé si¢ postgpowaniem znanym w literaturze (np.
[4]). Otrzymamy w tym przypadku

( 08 F; n o8 Fy b 08 F; . o8 F; dt)BF}; _
@) e g Tl iaa T naw T om
2(1+»
a4 3 N j = 1: 3 3 3
SN a5 T2
_ L2 Loa| . ilizins a Lia Ly
L3 La; L3y L IppLys|™ ™
Ly Lps Li1 Lys L11 L3
o= —1_" - — F3,
@13 Ly Lyg| 7" 1Lai Las LoiLoy| °
_ {EarLaz| (Ll Lulp|p
Ly L3 Lyt Lzt *" Ly Lap| -
gdzie _ .
= —na(%1), p=-mEy, p3=4q&¥,
2 (taty — ) Tyt (L — ) ity T — 1, 5
¢TU 0t Iyty — 8% ’
ey _ ity. _ o
, 20aty— ) I+ (=) S T =) 5 Lot (149) 152 5
b= = =
(1 —)¢ Iyty——Sz. y
c= = = ,
1=t Tyty — 82
te Iy — 85

Tty — 82
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Przez Lz = L oznaczono odpowiednie operatory rézniczkowe ukladu réwnan
(2.10), np.
14w 02

Lo =l = =515,

itd.

3. Twierdzenie o wzajemunodei

Wyprowadzenie tego twierdzenia podamy w oparciu o zaleZnosci olrzymane
w poprzednim punkcie,

Wprowadzmy do rozwaZan pewien funkcjomal zalesny od dwoch ukladdéw
funkeji, mianowicie od uldadu funkcji w;, vy, w1 i od uktadu funkcji up, v, wy.
Utworzymy ten funkcjonal z wyrazenia na pierwsza warlacje energii spreZystej
(2.4) w ten sposob, ze na miejsce funkeji u, @, w wstawimy funkcje #y, 1, w; a na miej-
sce wariacji du, dv, Sw wstawimy funkcje ukladu drugiego wy, vg, Wy, Otrzymamy
nastepujacy funkcjonal:

' E _ 02wy 2w,
G e{m, v, wisu, vy, wa) = Ty L walwaly
B

( 02 w1 a2 Wa 02 Wo 02 Wi ) _ 02 wp 92 Wo
"o o o o2 | T o
02 wq a2 Wa . ( aul 02 Wa auz 02 Wi )
20 =n1 dxdy Oxady Se\ 0w on ox ox2 |
R ' ()ul ()uz a'ZJl 3'02

_ [évy 02wy dwy 2wy
sl SR e e
ou; Oup .()‘1)2 oy 1—» oy Oup
”’(a—yﬁ "@a_x) 2 oy oy
1—v (00 oup 0wy omy 1 —v dv; 99y
2 ( ) g]xy

dx c)y_--d_;a_y 2 tdx ox

Latwo zauwazymy, Ze funkcjonat ten nie ulega zmianie przy przestawienin w nim
funkcji uktadu pierwszego z odpowiednimi funkcjami ukladu drugiego, tzn.

(32) ) € {ula Uy, Wy, U, U, wZ} =€ {uZ’ T, Wz.Q Uy, U1, Wl} .

Zalézmy teraz, ze funkcjo obu ukladéw spelniaja réwnania réwnowagi zagadnie-
nia (2.10) przy réimych dla kazdego z ukladéw obciaZeniach g, ns, ny.

Stan obcigZen odpowiadajacy przemieszezeniom uy, vy, w; okre§lmy symbolicz-
nie jako s (uy, v1, w;). Podobnie drugi stan oznaczmy jako s (i, V2, Wa).

Jezeli wykonamy teraz przeksztalcenia.funkcjonatu (3.1) podobnie jak przepro-
wadzilismy to w punkcie poprzednim dla wyraZenia na pierwsza wariacie (2.4) —
—(2.7), to z warunku symetrii (3.2) otrzymamy : '
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‘ ‘ ows
(3.3) ff (g1 wat-nat totnyr 02) dxdy-+ f [—“ M E;“z + Qnt wo-t-Nag ny +
B . C
+ Tnsy utz] ds = f f (g2 wi-Hnan ty+-1yg vy) dxdy -
_ B

dwy
T f[ My —— on +OQny Wi+Nug ttny-+ s uﬂ]ds
C

co przedstawia poszukiwang przez nas zasadg o wzajemnosci. W przypadku przez nas
omawianym zasada ta ma postaé twierdzenia o Wza_]emnosm prac.

Podane powyZe] twierdzenie zo-
stanie  wykorzystane w dalszym

ciagu pracy.

4, Obciazenie skupiong sila tarczowg

W punkcie ninigjszym zajmiemy
si¢ nieograniczona plyta obciaZzong
sity skupiona dzialajaca w plasg-

Wi
czyznie Srodkowej plyty gornej U/ /:V U/

(rys. 4).

Rozwiazanie tego problemu na- .
lezy do tak zwanych rozwigzan Rys. 4
podstawowych osobliwych. W za-
gadnieniu plyt przez nas omawianych istnieja trzy takie rozwiazania podstawowe.
W interpretagji fizycznej odpowiadajg one obeiazeniom nieograniczonej plyty sitami
skupionymi dziatajacymi kolejno w kierunku przemieszczef u, o, w.

" Rozwigzanie osobliwe dla sily dziatajacej w kierunku przemieszozenia w, tzn.
dla sily skupionej normalnej do powierzchni plyty, podano w pracy jednego z auto-
row [3].

W punkcie niniejszym podamy rozwiazanie dla sity skupionej dzialajacej w kie-
runku przemieszczenia v. Ostatnie za§ rozwiagzanie osobliwe otrzymaé bedzie mozna
latwo z oméwionego w punkcie niniejszym po obréceniu uvktadu wspdirzednych.

Wobec tego, Ze bgdziemy micli do czynienia z plyta nieograniczona, bedzie
interesowaé nas catka szczegdlna ukfadu réwnan (2.12) przy py == p; =0 oraz
P2 = — Py d(x)6(y). Przyjmiemy wi¢c F; = F3 — 0 i zajmiemy sie obliczeniem .
funkeji I, ktéra dla uproszezenia oznaczymy jako F, = F. Otrzymamy w tym przy-
padku jedno réwnanie: -

i1 08F+ o8 5 a8 F B F B F
@1 3y gx2 + oy4 dxt te 0y2 9x6 +dm5—3

2(1+9)
Pyﬁ(x)ﬁ(y)m.
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Natomiast przemieszczenia u, v, W WyZnaczymy Zz nastepujacych zaleznosci:

{ I+» _ 0 . ;53 06 4y _ 08 }F
=1 - 2_—1‘[:.*; x5 0y ‘[( +uyt '—-SmSy] 0x3 0y 5 tfy ox 0y

— J6

2 oxt 012
“2) ) : 26 I—» _ 0
+ [ta Iy (L —») ] 5}‘2—(1};—4 + T ty Ey_ﬁ} F
14+» _ 95 03 1—9» _ 0%
w = (” ) 1S~ ox 4() +t Syaxz ()y?’ + D) tSy—a;;) F

ktére wynikaja z zaleznosci (2.13) przy Fy — Fy =0 oraz Fp = F.
Zastosujmy teraz do réwnania (4.1) nieskonczona podwdina transformacje
Fouriera:

1
F#(a, ) = % f fF(x’ ) PAC g dxdy,

“.3) T

1

Fx) =5~ f f F* (a, f) €@ do df.
& —00 -0
Biorae pod uwage to, Ze Py = — Pyf2m 1 wykonujac transformacje odwrotna
otrzymujemy:
. ~ . o=zt )

@4 Flxy)= =3 231:1) f f 58 1 afS a2+ b4 at-Fcp? ab-| dab dadp,
gdzie

2(1+4»)
W celu przedstawienia funkecji przemieszczen w sposdb wyragny bedziemy
musieli. obliczyé catke wystepujaca po prawej sironie PpowyZszego wyrazenia.
Przeksztalémy teraz mianownik wyraZenia podcatkowego (4.4):

BE-+aps a2--bp4 at-}-cp? ab+-dad = of (18 +r ) (ﬁ2 -+ rz) ('82 + 13) (52 + r4).

Do dalszych rozwazaf przyjmiemy, Ze 1% (k=1,2,3,4) sa réinymi liczbami
rzeczywistymi. Yozeli weZmiemy pod uwage to, Ze wspolczynniki a, b, ¢ i d sq zawsze
dodatnie 2], to stwierdzimy, iZ 1% = z; sa réinymi, rzeczyw15tym1 dodatnimi
pierwiastkami réwnania charakterystycznego:

“.5) _ zh — @z b2 - cz--d = 0.
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Przypadek ten odpowiada przypadkowi 1 rozwiazan mozliwych ze wzgledu
na pierwiastki rownania charakterystycznego (4.5) (dyskusja nad réwnaniem cha-
rakterystycznym (4.5) i podzial na przypadki podane sa w pracy [2]).

Azeby nie rozszerzaé pracy, ograpiczymy sie poniZej tylko do przypadku, gdy
7% s rOInymi liczbami rzeczywistymi. Natomiast rozwiazania dla przypadkéw
pozostalych otrzymaé mozna latwo na drodze podobnej do podane_] nizej dla przy-
padku 1.

Rozlozymy teraz Wyrazeme podcatkowe (4.4) na ulamki proste

4.6 8 6 o2-1-hA4 gt cB2 ab--dadl-1 = Ce

(4.6) [ﬂwﬁa+ﬁa+¢ﬂ+al=}§@%f@-

Na obliczenie wspdlezynnikdéw Cy otrzymamy nastepujacy uklad rdéwnan:
¢, ¢ ¢ c 1 1
Attty T e EEay

@7 C+G+G+-C =0,

¢ "%'{‘Cz r%—I-CE r§+C4r§ =0,
C i Cyrg - Cyrih Cyrg =0,
po rozwigzaniu ktérego otrzymamy

1
Ck——ﬁck’ k:152’3349
o
1 o = 1
(ri — 13 (1} —"3) t1—r)’ 2 R e A L s
1 1

GG—m) =)0 —r)"

“4.8) C; = —

CTTEAG-AE-H T

Wrykorzystujac powyzsze zaleZnofel, funkcie przemieszczed (4 4} przedstawimy
nastgpujaco:

1 Py & _ f —i(am-+y)
“4.9) Flx,y) = — 2% oD 2 Cr f Wdadﬁ.
—00

Przeksztaiémy feraz caltke wystepujaca w powyiszym wyraZeniu:

cQ (o]

—t {ax- ) . e—iaa; cos ﬁy
— 2
(410)Ikm f fa6(52+a2 dadﬁ;zf — daofﬁzﬂ%dﬁ, 3 >0,

—00 —o0 —00

Biorac pod uwage to, Ze [5]
cos fy

= . — 15 le| ¥
‘82—|—a2r;%. - 2ry |a € » ¥>0,
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526
olrzymamy

27 j*oe—u(ixwk w
{4.11) Iy = ?'—I::re Tda'

0
Calka powyzsza nie istnieje jako catka niewlasciwa. Mozna jednak wydzieli¢ z niej
tzw. «ozesé skoficzona» 16, 7, 8 1 9]
Dla wydzielenia z catki (4.11) czgsci skoniczonej postuzymy si¢ wZorem podanym
przez jednego z autoréw w poprzednio cytowanej pracy [9]:

Co@ (— 1 ?
4.12) fp. f—aTa’a T B o S g f ¢ (o) In a da.
O

0

Wzor ten odnosi si¢ do funkcji ¢ () ograniczonej wraz z pochodna do rzedu p
dla « = 0 i spelniajacej warunek ¢ (a) << Afa? przy a —oco, I > 1.

Wobec tego, #e¢ funkcja wystgpujaca w liczniku wyraZenia (4.11) spelnia te
zalozenia, to wykorzystuiac wzér (4.12) otrzymamy [5],

2n
(4.13) fp I = — re z6 (Inz +C),

F];;G!

gdzie z = ix+rpy, a C jest stala Eulera.
Uwzgledniajac zalezno$é powyizsza otrzymamy szukana funkcje przemieszezen
F (4.9) dla przypadku obciazenia plyty nieograniczonej skupiong sita tarczowa Py:

Cr 28

(4.14) F(p) = (In z+C).

61 omD

Pozostale obliczenia sa bardzo fatwe. Przemieszezenia o, v, w otrzymamy wykotzystu-
jac rozwiazanie powyzsze 1 zaleZno$ci (4.2):

Py & 1w _ o 14y
U= 2 {—2— tly — [(1+9) eI — 8o Sy] 13+ - tly r‘;ﬂ}x
_ x
. x O erc ig P
4
k=1
: - 1—» _ _ x24riy2 1764
4.15). Hta B+ — ») 73 — 5 tly r;} Ch [ln ‘l/ ]'2k 1. b
o !
4 ) P R E—
I T Y L 1— v ]/x2+r%y2
w = 2“])]{%( 2 tS:c"i‘rwSyFk—TfSyT‘k)(FkyIn —;?m__
' x 1044 _
—xarctg—**“-f— rgy) Ck-
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W wyrazeniach powyiZszych opuszczono staly Fulera € oraz wprowadzono
jednostke dhugosci o, co nic wplywa na Tozwigzanie osobliwe.
. Natomiast wiclkoéci statyczne otrzymamy ze wroréw powyiszych (4.15)
1 zwigzkéw (2.1):

. PyEr 4 [ L, B N )
Ne = (FmymD P I — 8240t Ty — 215 Iy vt (ts Ty —

S S o4 s ¢l Curry

_2vtI+SxSy)Fk+‘VtIy?'k]m,

4

2(1;1)2)9:1)];

N I
Ny = — ty (tx Iz — S - 5 v12 fu+

— L 1 o
+ [ty (th I+ - 3 i tfm) — (149t — §5 8,) vt+ ’ AT Sy} % —

- v _ -
— [ry (ta Iy+(1 — ) tI) — V2 Jy — ty S@] M+
1—» ey

— a2y 60 =
+ 2 - f(Iy ty*Sy) rk}cfsx2+r%ﬂy2r

Py E 4 l_ — ] I+ Q-9 _
M, = m’g{‘ Sy Sy — tals) — *j_tISz—i-

-2 _ _ _ 4y
+ tIxSy+vthSy+”TtIy Sx Fﬁ; -

2
(4.16) ey .
— —z—vtISy Iy Ckm,
4
o - 14y
- l(Z — 'V) Iz ISy+ 2 fIy Sx+ tIm Sy] ?’]‘;jL'
(I—9Q2—) C‘;arky
) PyEI 4 1"%“')’ _
Myg = — My = Py 2 ( —— 185 — 1o Sy P2+
n 1—9 _ ) Crrpx
PR o e
P, Et 4 . _
k=1
C x

. _ . Cr
+Q@vid — by Iy — Se $y) 15 — vily 1] " x21r% y2
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_ L 1+4» -
0=~ Dy & e s St
1 _ 1/ _ gy o V],
-+ l—vthSV—I—-Et ImSy+meSm Fp—
i Crri xy
e 4y 7 v
p) tISy Fk} (x2—i—ri.y2)2’
= S I _M2 5 _
0=t 2{1— |3 s )

I — 1 L-+w 2
- I.—-?lerSg—I_E 15 Iny+IxSy et

(4.16) 1 e (2 — 12 39
fe. d.] B L N L LA
+ 9 ZISy I'k} Cr (xz—}—f‘% y2)2 N

_ . wyE “{_ 1 [1+v — —2—]
Qx_m(1+vﬁ2 —1—1»' ) viISs+(tolx — a:)Sy +

2—y _ 1 ide _ L
+ mthSy+_t "l":_‘;'Iy Sz+IwSy P%"‘

2
3
-7 N
— 5 IISy r%} CI;: (xz_i_r'])& y2)2 »
_ L [ e—n fzm]
Qv = T2 (l—l—v) aD Z{I —_— { -2 etz Ly — S3) Sy| —

9 _ 1 1 +
1 (22 — 1% 12)
(24 Y22
Mozna si¢ przekonaé, ze wielkosci statyczne podane powyzej spetniaja warunki
réwnowagi dla plyty wycietej 2 plyty nicograniczonej. Sprawdzimy to dla plyty

prostokatnej o wierzchotkach (—o0, b), (o0, b), (00, —b), (—o0, —b). Biorac pod
uwage (4 7, (4 8) i (4.16) otrzymamy

¥ . _
-+ - HSy rz} Cr

Py Py
Ng(x, bydx = — D Ny(x,—b)dx:T,

o

(4.17) f My (x, £ bydv =0, f Te(x,£b)dx =0

—_od

f@ﬂ(x’:tb)dxxos

gdzie odpowiednie catki nalezy rozumieé w sensie wartosci gléwnej wg Cauchy’ego.
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5. Zastosowania

Punkt niniejszy jest poswiecony wykorzystaniu wzordw otrzymanych w punktach
poprzednich pracy.

Zajmiemy si¢ pblplaszczyzng y > 0 ograniczona prosta y = 0 (rys. 5). Niech
na brzegu ograniczajacym beda dane nastgpujace wielkodei:
G0 wx, 0)=f1(x), Myx 0) =), y

Ny(x, 0 =f3(x), u(x,0)=f(x}. {x.y)

Celem naszym jest wyznaczenie przemieszczen
u(x, ), v(x, 3, wx,») (=0 da podanych
wyzej warunkéw brzegowych. Zajmijmy sig Rys. 5
na razie wyznaczeniew przemieszezen o (x, y).

Zalozymy, e znamy rozwiazanie poiplaszczyzny y > 0 obciaZone] w punkcie
{x, y) sita skupiona Ny (x, ¥, x1, 1) = 8 (x — x1) 8 (v — y1); rozwiazanie to speinia
nastepujace warunki na brzegu: y; = 0:

=

5.2) wi(x, ¥, x1,0) = MY (x, ¥, x1, 0) = Ngjy (x, ¥, %1, 0) = u§ (x, », %1, 0) = 0.

- Powyigj oraz w dalszym ciagu pracy indeksami ¥ oznaczaé bedziemy wielkodci
zwigzane Z obciazeniem pdtplasrezyzny sita skupiona Ny = 6 (x — x1) 6 (y — p1)-
Zastosujmy teraz do obu oméwionych standw twierdzenie o wzajemnoscl.
Zauwazmy tylko przedtem, Ze dla stanu obciazefi brzegowych (5.1) obciazenia
g, He, Ny WEWNatrz obszaru omawianego ¥ > 0 sg réwne zeru, a dla stanu obcigzen
‘sity skupiona gg = nz = 0, natomiast nyy = 6 (x — 2 (y — ).
Wrykorzystujac zaleznosci powyisze oraz wzor (3.3) otrzymamy

e
(5.3) f[— Mn% + Ny ugo] ds = ffa (x —x) 8 — y1) v dB+
C r:

+ | (@ wHT i i) ds.
c
Biorge pod uwagg to, 7e na brzegu y; = 0 mamy

My = My (x1) = fo(x1), No=Ny(x)=fi(x), w=w(x)=s1{x1,
ow - ow

w=u{x))=fy(x), ds=dxy, —a“;‘f":ma, On = — 0y,

Tnt = — Ty thy = — Uy = — 0,

wzdr (5.3) przeksztaleimy nastepijaco:

awg (xs ya X1, 0)
a1

- f3 (xi) ‘Z)g (xa Py X1, 0)+

—0

6o own= [ |nw

-+f1 (1) Ofo (%, ¥, %1, 04T (v, 3, %1, 0) fo (xl)] dx; .
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Zadanie bedzie rozwiazane, jeZeli bedziemy znali funkcje

ﬁ_(_x, ¥, X1, 0)

(5.5) 3

» ‘U(g; (x, y, x1, 0), ng (x, », %1, 0), Tgo(x’ Vs X1s 0)'
Funkcje te latwo otrzymad z rozwiazania podanego w p. 4 niniejszej pracy dla
przypadku plyty nieograniczonej obcigZone] sify skupiona ny = 6 (x) 6 (0). JeZeli
plyte nieograniczona obciazymy dwoma sitami skupionymi ny antysymetrycznie
wegledem osi y = 0, to na osi tej beda spelnione warunki (5.2), a odpowiadajace
temu obciaZeniu wielkodci (5.5) wladnie nas interesujs.
Po wykonaniu odpowiednich dzialan- otrzymamy

owd (x, ¥, x1,0) l—i—v _ -
oy " 27D 2 182 tta Sy T —
l—» _ _ X — xRy 2-1044
- 1Sy f‘?c) Cr Fx {1}1 (1 x)z 24 |- 2ry -1 e ?‘]c]
2 e 6!
y — L ¢ { | 1—» _ ) '
vq(x, ¥, x1, 0) = ~2?E—D]§ (tyTp — &2 P 2 I+ — tha|ri -t
. _ —y _ (x — x)z—i-rzyz
+[t$ Iy+(1 -— 'V) tI] ]‘?y - 2 t[y I‘;} C]:,‘ 111 ! rz ¥ »
1] .
E 4 : 1 l(i—{—v)(Z—'u) _
5.6 —y -
( ) Qy() (x, ¥, X1, 0) (l—i—i’) 2D g 1 > ) tISx+
e 1 {14y >
+(ta Is — 82 Sy| — rwthSth*t\I InyJrIxSy -

(1 — x)2 — ri 32
[Ger — x)2+r 2R
Bt

4
k=1

P —
+ E tISy I‘k} Crvr

(x4 — x)
(%1 — x24rg 2 "

- " Cr
+@utl — tu Iy — Sz Sy) rh — wtly 1§ | — p
*

Rozwiazanie szczegdtowe znajdziemy dla przypadku

M £ '
G fiE)=HG) =60 =0 hw == g >0
Odpowiada to obciazeniu krawedzi polplaszezyzny momentami zginajacymi. Prze-
mieszczenie o (x, y) odpowiadajqce temu obcigZeniu wyznaczymy z¢ WZoru

L —» _ .
(58) W(x:y) "_" —2 2D fz( tS't+t;gSyf"c 5 tSyr‘ak) C]Grkx

22 2 1044 s dx
R R B

— -
e 6! /i xits
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Jexeli we wzorze powyZszym wykonamy przejécie graniczne i zauwazymy to,
Ze [10]

y
:j’ﬁ w24 x2 s
M :
to ofrzymamy przemieszczenie dla przypadku —— e /2 -
dzialania momentu skupionego w poczatku ﬁ *
vkladu wspdlrzednych (rys. 6): Rys. 6

M
2nD

4 i—[—v B _ 1—v _ _
(359 vixy = — Z ( 5 Satts Sy e — —5 18y r;) CrFr %
Fo1

X252 2 1044
X[ln i +2rk(I+T)].

0

Problem wyznaczenia pozostalych przemieszezeti, tzn. u (x, ) i w(x, ¥) rozwia-
zaé mozemy podobnie, jak to wykazano przy budowanin zaleznodci (5.4). Azeby
nie rozszerzaé pracy podamy jedynie zasadnicze zalefmodci.

Przemieszezenia u (x, ¥) i w (x, ) odpowiadajace wielko$ciom brzegowym (5.1)
wyznaczyé mozemy ze wzordw

[eo]

a o E 2 Ll 0
wen= [ |aeo PRERID o s 0
+/1 (1) Qo (%, 3, %1, )T (x, 3, x1,0) f4 (x1)] dxy, -
(5.10) N
OB px,0)
ven= | e S 0 9B 0, 0

+f1 (xl) Qﬁo (x) J-;: X1, O)+T£0 (x: Y. JCI,O)f4 (xi)] dxl -

We wzorach powyzszych indeksami 0 1*3 oznaczono wielkodcl zwiazane z rozwia-

zaniem pélplaszezyzny y > 0 obciazonej w punkcie (¥, ¥} kolejno sila skupiona
Ny = 8(x — x) 8 () — y1) réwnolegly do osi x i sifa skupiona pionows, przy czym
oba te rozwigzania spelniaja dla brzegu y, = 0 warunki (5.2).
Rozwigzania dla tak obciazonej polplaszezyzny otrzymaé tatwo z rozwiazania
plyly nieograniczonej obcigZonej antysymetrycznie wzgledem osi ¥y = 0.
Postepujac podobnie jak przy uzyskanin wielkodci (5.6) otrzymamy przyktadowo
dla przypadku obciazenia polplaszczyzny y > 0 sita Py = 8 (x — x1) 8 (y — 1))

owy (x, ¥, x1, 0) 1 A 11y '
G1y k=Y 8y 1ty Sa e —
oy D “ 2
1—» _ ) _ X1 —Xx
— 3 18] Cr arc tg ey
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1 AH{l1+y _ _
o5 (%, 3, %15 0):*52{ 5 thyrh — [(A-49) # = S Syl rik
. k=1
| A Xy — X
-+ tl.( Cyarctg—,
Fpy
4 ¥
- _
Qyu (x: J’»xl,o) (}.—i—‘l’) aD 2{1 —’V[ VtISy+
2— F{_ _
55531) 4ty Iy — S S|t — |7 Set Iy St
1+v _ ] _} Cr (X1 — X}y
+ 1 oy I:t: y [(xl )z_l_r?‘:yz]z >

Et _
To (52,510 = 56075 7D 2 l — ty Ty +-52) r§+Qty I — v ty) rie+
k=1
Cirx y

+Qotl — tyIs — SuSu) 1% — WIW]( — X2y

Podamy jeszcze przemieszczenie u (X, y) dla przypadku obciaZenia polplasz-
czyzny y > 0 momentem skupionym (rys. 6):

: M 4 _ . _ 1—» _ %\ _ X
(5.12) u(x.y) =-;5£ 5 1Sy re+ty Sz i‘kﬁ—‘z——l'Sa; Cg arc tg@.

Wyrazenie to uzyskano na drodze podobne; jak wzor (5.9).

Literatura cytowana w tekécie

1. A. PeriiGer, Zum Beulproblem der anisotropen Rechteckplatte, ing. Archiv., 1947, 5. 111.
2. R, GaNnowicz, Pasmo plytowe z- Zebrami Jjednostronnymi, Rozpr. InZyn., 2, 8 (1960).

3. R, Ganowicz, Rezwigzawia osoblive plyt wzmocnionych Zebrami jednostronnymi, Rozpr.
Inzyn,, 4, 9 (1961).

4. 8. Kauvski, Pewne prablemy brzegowe dynamicznej teorii sprefystosei i clal niesprezystych,
WAT, Warszawa 1957,

5. M. M. Proxux, W. C. Tpamurretin, Tafauipst uHInezpaios, cym, pados it npouzcederiii,
Mocksa 1962,

6. J. HapamarD, Lectures on Cauchy's Problem in Linear Partial Differential Equations,
Yale Univ. Press, 1923,

7. W. Nowackl, Zagadnienia termosprezystosci, PWN, Warszawa 1960.

8. . Zorskl, Plates with discontinuous supports, Arch, Mech. Stos., 10 (1958).

9, R. Ganowicz, Wybrane zagaduienia teorii plyt Reissnera i teorii plyt tréjwarstwowych,
Mech. Teor. i Stos., 3, 4 (1966).

10, 1. M. Tensdang, I E. Hlunos, Qdcbuenie Gyrryi u deiicmaun nad numy, Toc. H3p,.
@us.-Mar. JTur., Mocksa 1959.




PEWNE PROBLEMY TECRII PLYT Z ZEBRAMI JEDNOSTRONNYMI 533
PesmwmMme
HEKOTOPBIE 3ATAYY TEQOPHHU TINACTHMHOK C OJTHOCTOPOOHLBIMIA PEEPAMIT

Ha 0cHOBS BApHAIMOHHOTO UCHMCICHES B paGoTe maeTcy BRISCACHAES OCHOBHBIX YDaBHEHWIE
3agayd, PacCMATPHBATOICH INACTUHKY, YXOBIETBOPSIOMIME IPEFIONOINSHIAM, NPABSHEHHBIM
Idmorepom [1]. BriBogmres TeopeMa O BIaHMHOCTH, Hasorcs cHErym#pOnie pemienus nus O66c-
KOHGYARX ¥ HONYGECKOHSWHIX INIACTHHOK B IUTOCKOM HAIIPHMCHHEOM COCTONEAY, BLI3BAHHOM
COCPCOTOUENHOR CHMOM Py A Py.

OTC peImende COBMECTHO € TEOPeMOH B3AMMHOCTH HCCIH30BAT0CH JUIR COCTRBIICHUS Po~
INERE HEKOTOPEIX KPASBEIX 33KAY TEOPMY, ODCYXTACMBIX TWIACTHHOR.

Summary

SOME PROBLEMS OF THE THEORY OF PLATES
WITH RIBS ON ONE SIDE

The fundamental equations of the problem are derived by means of the variational caleulus.
The plates under consideration satisfy the Pfliiger assumptions [1]. A theorem on the reciprocity
of works is derived. This is completed by singular solutions for infinite and semi-infinite plates
loaded in their planes by a concentrated force Py, Py,

These solutions, together with the reciprecity theorem are made use of for the construction
of certain solutions of boundary-value problems for the plates under consideration.

f

Proca zostala zloiona w Redalcfi dnia 6 gruduia 1966 r.






