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OBLICZANIE PLYT SIATKOWYCH NA PODSTAVVIE TEORII EFEXTU BRZEGOWEGO

- SYLWESTER KONIECZNY (LOD7), CZESEAW WOZNIAK (WARSZAWA)

1. Wstep

Plytami o strukturze siatkowej nazywamy plyty, ktdrych struktura geometryczna
jest opisana pewna ciagla siatka. Sa to plyty o geste] 1 regularnej perforacji, geste
i regularne siatki rusztowe uiworzone z dwéch lub trzech rodzin belek oraz plyty
zbrojone gestymi siatkami. W pracy [1] zostaly wyprowadzone podstawowe réwna-
nia liniowej teorii spreZystych plyt o strukturze siatkowej, oparte na cigglym
modelu takich plyt. Parametryzujac plaszczyzne Srodkowa micodksztatconej plyty
dowolnymi uktadami wspéhzednych krzywoliniowych {x*} (wskaZniki oznaczone
maitymi literami alfabetu greckiego przebiegaja wartosci 1,2), oirZymano w pracy
[11 nastepujacy liniowy uktad trzech réwnan réZniczkowych czastkowych dla funkcji
ugigcia w = w(xl, x2) oraz funkeji Y* =" (x, ¥ (1) bedacych skladowymi
tzw. «niezaleinego obrotu» (pominicto wyrazy Inercyjne, wstgpne napigcia i obcig-

" Zenia momentowe):

(1.1 e et =0,
' BID (W, ), 1] o — AP, = 0.

- W réwnaniach (1.1) wielkosei D*** oraz ‘AP* sg tensorami sztywnofci sprezystej
phyly i wyrazaja sie ‘wzorami
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Siatkowa struktura plyty jest opisana dwoma lub irzema rodzinami krzywych
- (widknami) (4) (wskazniki A, A przybieraja warto§é I, I1 lub 1, II, 11 w zaleznosci
~ad tego czy siatka skiada sig z dwoch, czy tez z trzech rodzin krzywych) lezacych
na plaszezy’nie 7. Wielkosci 1% 1 1% sp skladowymi kontrawariantnymi wektoréw
ednostkowych kolejno stycznych i normalnych do krzywych (4). Dla plyt perfo-

(1) Dla wskagnikéw greckich stosujemy konwencje sumacying: przecinek oznacza pochodng
owariantna. ‘
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rowanych o perforacji prostokatnej, kidrej schemat przedstawia rys. 1, nalezy przy-
jaé (wskazniki A, A przybieraja wartosci T, II):

S3 W E @, a,
) = | S I S
120 — vy lrefr Ey I L4
(.3 E, 8 a E,S3
a ~
Sd:__"_ﬁ(l_ojﬂ_"), Fi=0, Re =17
6{1+») Iy . I, — a,P

W powyzszych wzorach », E sa stalymi materialowymi (zakladamy jednorodnosé
i izotropi¢ sprezystego materiatu plyty), S jest gruboscig plyty a parametry as il
zaznaczono na rys. 1. 'W cytowanej
pracy [1] podano réwniez odpo-
wiednie wyrazenia 4, §* i R? dla
bardziej zlozonych przypadkow per-
foracji plyty (otwory réwnolegto-
boczne, tréjkatne, szefciokatne etc.)
oraz dla gestych siatek utworzonych
z dwéch lub trzech rodzin belek.
Symbol ! wystepuiacy w (1.1) jest
parametrem o wymiarze dlugosci.
Parametr fen jest wiclkodcia rzedu
odleglodci sasiednich weztdw rusztu
Iub odlegloéci sasiednich otworéw
plyty. Skladowe fizykalne tensorow
‘A= § D maja ten sam wymiar
Rys. 1 i sa wielko$ciami tego samego rzedu,

co wykazano w [1]. Kontynualny model plyt
o strukturze siatkowej moZe byé stosowany
w tych wszystkich przypadkach, w kidrych
I < 1, gdzie L jest wymiarem charakterystycz-
nym plyty lub dlugoscig «fali» obcigZenia.

Stan napiecia w plytach o strukturze siat- y2-pner
kowej jest okreSlony tensorami me? napigéﬁ
momentowych oraz wektorem p* sit tnacych,
analogicznie do klasycznej teorii plyt (rys. 2)
skladowe stanu napiecia moina wyznaczy¢
ZE WZOrow

m® = CP e (W L — Va s s
(1.4) ' ' Rys. 2
= A%y, '
tj. sa one jednoznacznie okreflone skladowymi stanu przemicszezenia w = w (x1, x2)
i vp = v, (x1, x2). Na brzegu obszaru = moZemy ustali¢ trzy warunki brzegowe.
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Dla brzegu niepodpartego maja one postad
(1.5) mEn ty = me, WMPn.ng=inn, ptng=Dp,

w ktérej e, min, p sa danymi obciaZeniami brzegu plyty oraz n, i ¢; sa sktadowymi
jednostkowego wektora kolejno normalnego i stycznego do brzegu. Dla brzegu
doskonale sztywno ulwierdzonego spelnione sg warunki

(e _ w=0, & Wy =0.

Dla brzegu swobodnie podpartego lecz obciaZonego momentami zginajacymi e
i skrecajacymi ma mamy

(1.7) w=0, m® nutﬁamt, m“ﬂnanﬁrr?m.

~ Sciste rozwigzanie zagadnienia brzegowego w teorii plyt o strukturze siatkowej
jest bardzo ztozone poza pewnymi przypadkami osiowo-symetrycznymi [2]. Wyko-
rzystaé jednak mozna fakt, ze w ukladzie réwnan (1.1) przy operatorze rézniczko-
wym najwyzszego rzedu wystgpuje maty parametr /2. Umozliwia to zastosowanie
metody asymptotycznej do zagadnienia, ktérego najprostszy wariant przedstawiono
w dalszej czeScl niniejsze] pracy.

2. Anizoiropia konstrukcyina

Piyty o strukturze siatkowej moina rozpatrywaé réwniez korzystajac z teorii
przyblizonej, ktéra otrzymamy przyjmujac /2 ->0. Wtedy ze wzgledu na (1.1),
zachodzi y, = 0 (tensor o skladowych "A* zgodnie 7 (1.2); tworzy bowiem macierz
nieosobliwa), a rownanie (1.1); sprowadzi si¢ do postaci

@ 0wt =0,

Roéwnanie (2.1) z punktu widzenia formalnego jest podobne do rdwnania ugigcia
plyty anizotropowej. Model ciagly plyt o strukturze siatkowej, otrzymany z ogdlniej-
szego modelu przedstawionego w punkeie 1 przyjeciem /2 — 0, nazywamy anizotro-
pia konstrukeyjng plyt [2-5]. Uklad réwnad (1.1) jest ukladem réwnan rézniczko-
wych szostego rzedu, typu eliptycznego, natomiast rownanie (2.1) jest réwnaniem
eliptycznym rz¢du czwartego. Tym samym spelnienie wszystkich trzech warunkéw
brzegowych (1.5) [wzglednie warunkow (1.6) lub (1.7} w oparciu o model konstruk-
cyjnej anizotropii nie jest na ogdl mozliwe. Korzystaé wtedy musimy ze «zreduko-
wanej» postaci tych warunkow, kidre (przy danych obciaZeniach brzegu) wyrazaig
sic wzorami znanymi z teorii plyt Kirchhoffa:

(2.2) P ts = me, pruat(mPagng), i =p.

Wielkodci miz oraz p oznaczaja kolejno gestosé obcigzenia brzegu plyty momentami
gnacymi oraz sitami tnacymi. Momenty gnace m*® oraz sily tnace p* wystepujace
w warunkach (2.2) sa okreflone wzorami analogicznymi do wzordw z teorii plyt
Kirchhoffa:

(2.3) m® = CP T, ey Pt =, W,
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Po rozwigzaniu zagadnienia brzegowego opisywanego réwnaniami (2.1)-(2.3)
mozna dodatkowo obliczyé wielkosel y,., nie wystepujace w anizotropii konstrukeyi-
nej plyt (a Sciflej méwiac przyjmowane « priori jako réwne zeru). Wykorzystac
nalezy w tym celu rownanie {1.4);. Oznaczajgc przez d,. tensor odwrotny do
A (@, A = 38 otrzymamy wiedy

2.4 Vo = Quap™ = Qg &M,

przy czym momenty m*" nalezy obliczy¢ przy pomocy (2.3);. JeZeli obliczone
ze wzorn (2.4) wielkosci y, (to jest niezalezne od ugigcia obroty elementéw ofrodka)
sa bardzo niewielkie wobec pochodnych ugi¢eia, tj. gdy w obszarze plyty (fecz
niekoniecznie w poblizu brzegdw) zachodzi

-

(2.5) Ve €W  Var W, 0

wtedy model konstrukcyjnej anizotropii moze stanowié przyblizony model oblicze-
niowy plyt o strukturze siatkowej [rownanie (1.1); zastapi¢ wiedy mozna réwnaniem
(2.1)]. Niemniej jednak w otoczeniu brzegu plyty moZemy otrzymaé zasadnicze
rozbicinodel pomicdzy wielkosciami m*?, p* obliczonymi wedlug modelu opisywane-
go ukladem réwnan szostego rzedu (1.1) oraz wedtug modelu anizotropii konstruk-
cyinei, korzysiajac z rownania rzedu czwartego (2.1). Model anizotropii konstruk-
cyjnej nie pozwala bowiem na jednoczesne spelnienie wszystkich trzech warunkéw
_br_z.egowych (1.5) (lub (1.6} Iub tez (1.7)). Niedogodno$é t¢ moZna jednak usunaé
stosujac dodatkowo przyblizona teorig «efektu brzegowegon», podobnie jak w teorii
tarcz o strukturze siatkowej [6 1 7] '

3. Efekt brzegowy

Efekt brzegowy tak w plytach jak i w tarczach o strukturze siatkowej jest zja-
wiskiem asymptotycznym zwigzanym z faktem, Ze warunki (2.5) z reguly nie sg
spelhione w bezposredniej bliskoéci brzegu obszaru. W ramach anizotropii konstruk-
cyjnej nie jeste§my bowiem w stanie spetni¢ wszystkich trzech warunkéw brzegowych
(1.5) [tub (1.6) tub tex (1.7], lecz tylko dwa. Redukcja rzgdn uktadu réwnan (z szoste-
go do czwartego) wraz z utrata jednego warunku brzegowego przy przejcin do mo-
delu anizotropii konstrukcyjnej jest cecha charakterystyczng zjawiska asympto-
tycznego [8]. Pomijajac dokladna teorie efekiu brzegowego w plytach i tarczach
siatkowych, ktéra zostala osobno oméwiona w {9], ograniczymy sié tylko do naj-
prostszego przyblizonego wariantu tej teorii, majacego jednak znaczenie praktyczne.

Zaléimy, Ze brzeg plyty pokrywa si¢ z linia parametryczng x! = x%m = const
oraz, e w obszarze |x! — x(lo)E < § przyleglym do brzegu linie porametryczne
x2 == const sa prostymi normalaymi do brzegu. Przyjmujac &1 = x1 — Xy jako
odleglosé linii parametrycznej x1 = const od brzegu, otrzymamy dla skladowych
tensora metrycznego £.5 oraz symboli Christoffela tak przyjetego ukladu wspol-
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rzednych (tzw. wspolrzedne normalne) nast@pu;acce wyrazenia (k jest krzywizna linii
¥l = x(o))

G.1) sigaﬁu=”é | {212}=k(1—k51),

2 ___k
12t - 1 — g1’

przy czym pozostale symbole Christoffela sa réwne zern.

Wszystkie dalsze rozwazania, dotyczace obszaru |xI — x(lo)l < 8§ preyleglego
do brzegu beda prawdziwe tylko w powyiszym ukladzie wspélrzednych. Przyjmu-
jemy jednoczednie, ze k~1 jest wielkodcia rzedu wyZszego niz I (k—1 < I). Zalézmy
nastepnie, ze dla |x! — x(In)I <. S mamy A!12= A% =0 orazg ("% = PP —
= CPff — e — 0 dla a # B (nie sumowaé podiug Y, tj. linie parametryczne
%% = const s3 jednoczeénie gléwnymi kierunkami ortotropii w plycie (w szczegdl-
nym przypadku plyta moze byé izotropowa) (2).

Przyblizona teoria efektu brzegowego w plytach siatkowych polegaé bedzie na
nzupekieniu funkeji w (x1, x2) stanowiacej catke ogélna réwnania (2.1) takimi dwo-
ma funkcjami y, (x1, x2), ktére by spelnialy nastepujacce warunki:

1) na brzegu obszaru razem z funkcja w (x1, x2) spe]:ma}y wszystkie trzy warunkl
brzegowe (1.5) (lub (1.6) Iub tez (1.7));

2) spetniaty warunki (2.5), tj. przyjmowaly wartofci dowolnie bliskie zeru
we WSZySﬂ(ICh punktach obszaru z wyjatkiem jego czesci |xl — x(o)l <8 przylega.—
jacej bezposrednio do brzegu;

3) bylyby ciagle wraz ze swoimi pochodnymi do drugiego rzedu wlacznie.

Funkcje y, (x1, x2) beda spelnia¢ warunki 2 i 3, gdy przyjmiemy

(3.2) Pyuir~bur~y. dla |xt- x(10)| <8,

przy czym symbol ~ oznacza, Ze wiclkosci po obu jego stronach posiadaja ten sam
1z3d (to jest jedna z nich nie moZe byé w rozwazaniach ogélnych pominieta jako mala
wobec drugiej). W przypadku gdy funkcje v, przyjmuja dla x! = x4 dane skon-
czone wartosci, warunek (3.2) oznacza, Ze wartosci bezwzgledne tych funkeji w oto-
czeniu Ix1 — xjy| << S brzegu x1 = x(lo) gwaltownie maleja (tym predzej, im mniej-
sza jest warto$¢ malego parametru 7). N

Zatozmy, e wszystkie obcigzenia brzegu plyty oraz obciaZenie phyty f(xl, x2)
zmieniaja si¢ wzdhuz brzegu w sposéb lagodny, tj.

az(j;};s??!t’ nﬁ'\lﬂ),ZZ ~ a(f,.E, 7?339 7’7:‘?1),2 ~ (fs}?s -'??ta ??in):

gdzie a jest parametrem o wymiarze dlugosci i wielkoscia o rzad wyZsza niz maty
parametr /. W bezposrednim otoczeniu brzegu przyjaé wtedy mozemy

(3'3) ‘12?’;1‘22 ~ a?’mz ~ Yas a<l. .

(2) Pojgcia anizotropii, ortotropii i izotropii nie dotycza materiahs plyty siatkowej (zaloZono,
Ze jest on zawsze fzotropowy) lecz budowy tensoréw Cufe¥ (ub DoBnv) oraz Ae#,
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W celu poréwnania rzedu wielkodei funkeji 1 1 5 w otoczeniu brzegu zauwazmy
najpierw, ze zgodnie z (1.1) :

(A% )5 == —f.

Powyzsze réwnanie dla prayjetej ortotropii plyty i przy wykorzystaniun (3.2) przedsta-
wi¢ moZemy rdwniex w posiaci

(34)  Allyg | = —A22yp, 5 — A22 399 — f ~ — (A22+aA?23) 0,0 — f .

Wynika stztd'(np. po przyjeein f=0), Ze y1,1 ~ ya,2. Korzystajac z (3.2) i (3.1)
otrzymamy

a
Yo o~ Ay, 2~ 4y, NTM s

co wobec g » [ oznacza, Ze 5 jest wielkodceia o jeden rzad wyZsza niz y; (y1 moZemy
pomijaé jako mate wobec y2):

(3.5} V2 ® Y1

Funkcje y, (x1, x2) wystgpuja W warunkach brzegowych wraz z funkcjy ugiecia
w (x1, x2) w postaci wyrazefi y,,» — W, w luby, —w, ,, . Poniewaz funkcje v, (a co naj-
mniej jedna z nich) powinny mie¢ wplyw na warunki brzegowe, przeto musi by¢
prawdziwa alternatywa :

Vo1~ W lub ya1 % W
lub alfernatywa

Yo~ W o lub o yam W

Gdyby obie powyzsze alternatywy byly nieprawdziwe, wtedy funkcja 1, (a wiec
takze i funkcja 44, por. (3.5)) jako wielkod¢ rzedu niZszego nie moglaby sig pojawic
w warunkach brzegowych (co jest sprzeczne z postulowanym uprzednio warunkiem
1). Poniewa# jednoczesnie funkcja ugiecia w(xl, x2), jako catka réwnania (2.1)
nie wrzrasta gwaltownie przy rézniczkowanin (rozwigzanie odpowiadajace anizo-
iropii konstrukcyjnej nie ma cech asymptotycznych), przeto zawsze spelniony jest
warunek. '

(3.6) Y211 > W, -

Przyimiemy, #e warunek {3.6) spelniony na brzegu xl1 = x}o) plyty pozostaje
réwniez spelniony w obszarze |x! — xipl < S plyty. Wiedy wzory (3.2), (3.3),
(3.5) i (3.6) charakteryzujg co do 1zedu wiclkosci funkcji w(x1, x2), y, (a1, x2)
i pochodne tych funkcji w obszarze |x! — xg| << S przylegajacym do brzegu phyty.
Poza tym obszarem stosowaé moZemy model konstrukcyjnej anizotropii, to jest
przyjmowaé w przyblizeniu y, = 0 (por. warunek 2).
~ Rozwinmy réwnania (1.1) w przyjetym ukladzie wspdrzednych i przy zaloZonej
ortotropii obszaru [x! — x| << S plyty siatkowej. Przyjmujac § = 2 po pominieciu
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wielkoéci rzedu nizszego zgodnie z (3.2), (3.3), (3.5) 1 (3.6) otrzymamy nastgpujace
rownanie ,,efektu brzegowego™.

' 1 1422 A22
Iz pziz — piziz

3.7 'y?'“ —a2=0, a=a(lx2)= >0.
Calke tego réwnania po pominigciu wielkoéei rzedu niZszego mozna przyjac w posta-
ci(3)

xL

a1l
(3.8) 2 =g exp (#f Vel x2) dC) + 5 (x2) exp ( f Va@, x2) dC) ,
_ 20 #0)
przy czym dla x! > x(lo) nalezy przyjaé g (x2) = 0 oraz dla x! < x%[,) nalezy przyjaé
@ (x2) = 0, bowiem poza obszarem |x1 — Xl < 8 przylegajacym do brzegu plyty,
funkcja ¥2 powinpa przyjmowaé wartosci dowolnie bliskie zeru [tj. przy addaleniu
sie od brzegu powinna byé funkcja bardzo predko malejaca, por. (3.2)]. Napiszmy
w postaci rozwinigtej réwnanie (1.1); dla § = 1. Pozostawiajac w tym roéwnaniu
tylko wyrazy najwyzszego rzedu zgodnie z (3.2) (3.3), (3.5) 1 (3.6), ofrzymamy

1
(3.9 Y1 = o (DM 1+ D2y, 0),1 — (D1 W, 0p), o] -

Korzystajac jednoczesnie z (3.4) mozemy za pomocg wzoru (3.9) okredli¢ jednoznacz-
nie funkeje y1 (x1, x2), gdy znane sa funkcje pp (x1, x2) i w (x1, x2). Zaznaczmy jeszcze,
ie w przyjetym przez nas ukladzie wspéhrzednych o metryce (3.1) oraz zgodnie
ze wzorem (3.5) pochodne kowariantne wektora y, w réwnaniu. (3.9) po pominigciu
wyrazow rzedu nizszego sprowadzaja si¢ do pochodnych czastkowych. Gdy af 1 ~ f.
to przy obliczaniu funkeji y; z (3.9) i (3.4) mozna réwniez pominaé funkcje 7, x2)
wystepujaca w (3.4).

4. Przyb]iiony’ sposéb obliczania plyt siatkowych

Przyblizony sposéb obliczania plyt siatkowych, oparty pa przyblizonej teorii
efektu brzegowego podanej w punkcie poprzednim, polega na zastapieniu ukiadu
réwnaft (1.1) ukladem réwnaf (2.1), (3.7) i (3.8). Rzad ukladu réwnaf nie ulega
tu zmianie (wyiniosi nadal sze$6), co pozwala na éciste spelnienie wszystkich trzech
warunkéw brzegowych (1.5) lub (1.6), lub tez (1.7). Otrzymane rozwigzanie zagadnie-
nia brzegowego stanowi dostateczne przyblizenie, jezeli sa spelnione zatoZenia teorii
efekiu brzegowego, to jest gdy wplyw funkeji y, (x1, x2) na stan napiecia jest pomi-
jalnie maly [por. (2.5) i (1.4)] z wyjatkiem obszaru przylegajacego bezposrednio
do brzegu plyty. Wystgpowanie efektu brzegowego jest zwigzane 7 wystgpowaniem
malego parametru ! w ukladzie réwnan (1.1); im wartos¢ tego parametru jest mniej-
sza wobec wymiaréw obszaru i dlugo$ei «fali» obciazenia, tym przybliZony sposdb
obliczania plyt siatkowych przedstawiony powyzej jest bardziej dokiadny. Ponize)
przedstawimy przyklad obliczenia plyty siatkowej ilustrujacy wyloZong teorig.

(3) Przy obliczaniu calki réwnania (3.7) funkcje «(x!, x?) mozna rowniei traktowad jakby
byvla niezaleina od xi. '
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- 5, Przyklad

Rozpatrzmy perforowana plyte kolowa pod wplywém obciaZenia liniowo zmien-
nego Z nastepujgeymi warunkami brzegowymi: :

w=~0 dia Qégo, 0 = 01;
mily =0 dla =00, 0= 01

Schemat statyczny takiej plyty oraz
jej fragment przedstawia rys. 3.
Otwory w plycie zostaly obrane
w ten sposéb, aby byt spetiony
warunek

4

52) —= A const
' L Iy .

Ze wzgledu na przyjety ortogonal-
ny uklad otwordw w plycie mamy

fl:in: 71:1'11,

ap=dy, dg=4a. '

Zgodnie z warunkiem (5.2} odpo-
wiednie stale sprezyste Ey, w1 By,
7 okreslone wzorem (1.3) dla kie-
runku promieniowego i obwodowe-
go sa sobie réwne. W ukladzie bie-
gunowym, w ktdrym [2]

. . 1
=0, #=0, =0, -t%=?,
- -
tIlI — 0, t?l = E, t_‘[li - 41,
iz=0,

skladowe tensoréw sztywnoSci spreZystej plyty Co@e, D« i A4P4 (po wyliczeniu
ze wzorow (1.2)) maja postaci nastgpujace:

21 SII I
Cu1l — &7 Ol = — 2121 =
_ 4 7 02’ . 2
1 Ly - ) 111
(5.3) 2222 —= _SII, €212 = — —— 1221 = — ——
ot ¢? e
18 ‘SI

1111 = g1! 1122 — —— 1212 = —
D S > D 92 2 D Qz H
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il d1T qx

D2l = — D221 = —— D222 =
(5.3) ¢ 0z o’
[e. d.] R p2 gl

Al = R'=d —=const, A22= =1

‘ . g 2
gdzie
_ Fay 83 Ea I 83

—_— e 2‘:‘——‘—-_=
152 const, & P25, — const .

Pozostale skiadowe tensoréw sztywnosci sprezyste] sa réowne zeru. Ze wrzordw
(1.3) i (5.2) wynika

(54) S'=8"=const, ST gUT_ const, S™— g _ const .

Rys, 4

Podstawiajac sktadowe tensoréw sztywnosci sprezystej ze wzoréw (5.3) do réwnania
(2.1} i rozwijajac to réwnanie w uktadzie biegunowym otrzymamy B

55 STy L gy ggm S¥ L ST

‘ ot 2 007062 T 3 o
2y 4 (281281042, 5H) 2 +
dg0f2 " g , 063

ST w28 By ST g2y

_E'T‘ A g 93 02 0g2

+ ;3(—231 — 2,81

Calke ogélna réwnania (5.5) mozna przyja¢ w postaci sumy
. (5.6) : W= Wy-+wy,
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gdzie wy oznacza catke szczegdlng réwnania (5.5), a wy catke réwnania jednorodnego

4wy ST owy

_ 1l IIN_. - o
(2S+2S )62()02+ e ag-

04 Wl
i
6N ST

+ QT (—28" — 25" H) o (2SI+2S”1+2SH)

do 682 ()62
SII o4 Wi ZSH o3 Wy St oz Wi

Pz + g 003 g? 092

Ta ostatnia catka moZe byé przedstawiona w postaci szeregu
’ [es] e:]

(5.8) wy = Ry + 2 Ry cosnl + Z R, sinnf,
=i | =1

gdzie Rq, Ry, ..., R}, ... oznaczaja funkcje samej tylko wspolrzednej o Podstawiajac
powyzszy szereg do réwnania (5.7) otrzymujemy dla kazdej z tych funkeji jedno
zwyczajne rédwnanie réZniczkowe:

d*Ry 28" B3Ry SH d2Ry  S™ dRy
T +

do* e dod @& do2 | @ dp ’
5o L@ Ry 28" d3 Re 2 (28"28h 1 ST d2 Ry
6y 8 do* * o  do 02 dg2
ST 2m2 (ST ST R, S mt — 202 (SN STTAST)
—_ Ry =0,
o3 do ot

Identyczne réwnanic moZna napisaé dla funkeji R;,. Rozwigzanie Ry, kiore nie
zalezy od kata 6 dotyczy zagadnienia osiowo-symetrycznego. Ze wzgledu na przy-
jety liniowo zmienny charakter obcigzenia w naszych rozwazaniach pozostanie
tylko funkcja Ry. Réwnanie (5.9) jest réwnaniem Eulera, ktérego rozwiazanie dla
n = 1 mozemy przedstawi¢ w postaci

(5.10) Ry = C1o+Co g+ Cr o4 Cy o+ Caelng,
gdzie -

’ S1s T g sy Sy §it
Ilgl—i—}/ (1+ SII ), tg==1— 21+—Sff .

Znajac funkcje Ry ogdlne rozwiazanie réwnania (5.7) moina przedstawi¢ nastepuja-
<o:
{5.11) wy = (Cy g+ C2 0" +C3 0%+Ciolng)cos B.

Gestosé obciazenia f w punkcie plyty o wspéirzednych ¢ i # wynosi

__ pocos 7

(3.12) . o
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Calke szezeglng réwnania (5.5) mozemy w zwiazku z tym przyjaé w postaci

Jcos @
(5.13) ' e pREET
. ’ 21

Po podstawieniu jej do réwnania (5.5) otrzymujemy

1 .
B AT 3t gt
stad
(5.14) pedcos b

M0 o (22455 3257 3051 ¢

Po podstawieniu (5.11) i (5.14) do (5.6) réwnanie powierzchni odksztalconej plyty
przybiera postac

(5.15) w = (lg>+C) e+ Ca @"--C3 6"+ Cy g ln ) cos 6,
édzie

P
o1 (2248 — 328% — 32811 *

W celu wyznaczenia napieé momentowych mﬁ% odpowiadajacych powyzszej funkeii
ugiecia przedstawimy w postaci rozwinietej zwiazki fizyczne w ukladzie biegunowym:

St fozw 1 ow Stioy, 1
= ogen T w0l e Vae T e 7P
e 4 e e e ¢
o ST a2 SIH(azw N aw) Sm(ayz N ) ST oy
T T e e T T Vol TR0 e Nae T T T g
ST 192 ow\ ST ozw
@3\ of2 dg g do
SH(ay2 ) 1 Iy
Y I N 51 Sl
o3 \ oo ten g § oo’
’s SI(BZW 1 c)w) SI(c)y1 | )
e 03 \0pdd o o8] o3\ o8 ?‘)/z,

1
pl=dy, pP=BRS .

Podstawiajac (5.15) do (5.16) oraz zgodnie z przyjeta metoda przyjmujac na razie
¥ =0 (a=1,2) otrzymamy nastepujace wzory na skladowe kontrawariantne
: napigé momentowych:
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T . £—2 o 2 _ G4l .
gy = 8| =40+ Co (L )" Gy (1 g~ = sin
mh = 4162 (55T — SL.C,(1 — 1) (6 S5 g
- .
o+ C3 (1 . tz) (fz SII+SIH) 953—3 o __:;(SII_I_. SIII)] COSB,
-17) 21 11T 1T, oTTL .y fy—3

+ C3(tz — (S8 1) 42 + (S” SIH)] cos 0,

meg = S [4JQ—I—C2(t1 — D" Ci(t — Dl + ]sin 6.

Skladowe stanu napigcia we wzorach (5.17) zostaly obliczone przy zalozeniu,
ze skladowe wektora niezaleZnego obrotu y, sa réwne zeru. W rzeczywistodel skla-
dowe y, s3 réine od zera. W celu obliczenia tych skladowych wykorzystamy teorie
efektu brzegowego, ktdra' zostata omowiona w p. 3. Oddzielnie rozpatrzymy efekt
brzegowy na brzegu wewnetrznym i zewngtrznym. Zalézmy najpierw, e wystepuje
efekt brzegowy na brzegu wewnetrznym. Zgodnie z réwnaniem (3.8) sktadowa V2
wektora niezaleznego obrotu wynosi

‘ . A22
(5.18) y2 :Lsmﬁexp(f D7z dé)
2o
w ktérym L jest dowolng staly.
Podstawiajac 'za 422 i D1212 odpowiednie wyraZenie zgodnie ze wzorem (5.3)
po wyliczeniu powyZszej calki otrzymamy

sin 0

(5.19) =1L
gdzie
L = Lo¥ = const .

W celu otrzymania skladowej kowariantnej wektora niezileznego obrotu nalezy
nasunaé tensor metycziy g,; na wyrazenie (5.19) i po wykonamu kontrakeji otrzy-
mamy

: sin §
(5.20) y2 =1L 2

Podstawiajac (3.4) (przyjmujac f = 0), (5.15) i (5.20) do wzoru (3.9) otrzymamy
nastgpujacy wzor na A;:

Rt my
(5.21) gy = [L1 (W + W) +my 12 Cymy gf %
‘ 1
+CS m4 Qfs‘_'3+c4 ms ‘9—2‘] COS8 6,
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przy czym
B2 (S (b+2) S _ o 768™ 168
=TT e e m=— F my = — 4
- |
my = — E[SH .t — 1) (1 — 2441 (1 — 1) (ST (SH-ST) (1 — 1)),

1
my = = — [T (2 — D (6 2+ 15 () — 1) (STHSH (S5 (1 1)],
ST ‘

mSEj.

Podstawm;@c (3.15), (5:20) i (5.21) do (5.16) otrzymamy nastepujace funkcje
na skladowe mm 1 pfy stanu napiecia zwiazanego z efektem brzegowym:

(5.22)
SLi(b—1)

miy = m(l(,l) + —_‘—“@b sin 0,
ST Sy — ST (B-1-3) S Tmy — STy (B+1)
mi2 = ms - {Ll [Qb“ + P + R +

+ mp L (STTH28N) - Cy [my STUHSTmy (1 — 3)] 020

1
+Cy [my STHS% my (12 — 3)] =34 Cyms (S — 28™) —( cos 6,
Q4

SII mSIII (b+3) o mSH my (b+1) SIII —m SII]

m2l = m(zﬂl)fi' =LI [ﬁ ot + P + PO

= LS 28" — o [y ST (2 — 3) 4y ST gBS —
. i
1
— C3 [mg S* (ty — 3)+my S o3 4+-Cy ms (28T — ST “EF} cos 8@,
1
nlzzﬁm(o) SI[LI(Qbiz—l_ b+6+ b+4) +m21?+

1
+ Comy @28 1-Cy g 084 Cyms _9_5] sin 6,

m my ) . ) L
Py = d[Ll ( R T Qb+1)+m2 Ig? + Cy m3 g"34-Cy my o+ Cy s 92] cos @,

sin 6
ob+2

.p?l) = bz SIL}_

Rozpatrzmy przypadek wystapienia efektu brzegowego na brzegun zewnetrznym.
Na fonkcie 32 zgodnie ze wzorem (3.8) otrzymamy nastepujace wyraZenie:

_ : V A22
(5.23) . y2 == Lsin f bz %
L3
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Podstawiajac za 4221 DI212 zgodnie ze wzorem (5.3) i calkujac wyraZenie (5.23)
otrzymujemy

G244 y2=1I;o"sin0,

gdzie
1= Loy = const.

Skladowa kowariantna wektora niczaleZnego obrotu dla rozwazanego przypadku
wynosi

(5.25) vy = Ly 0" sin 6.
W celu otrzymania sktadowej y; nalezy podstawié (3.4) (przyjmujac f =0), (5.15)
1 (5.25) do wzoru (3.9) i po wykonaniu prostych przeksztalcen otrzymamy
(5260) y1= [il (m 0" my 0"~ )y Ip2+Cy my ph=34-
1
+ Cymy 034 Cy s 9—2] cos 6,

Przy czym :
_ (SH2p2(h —2) SIH p
m= T’ m = 4 = my.

Po podstawienin (5.15), (5.25) i (5.26) do wzoréw (5.16) otrzymamy nastepujace
funkcje na kontrawariantne sktadowe napigcia m% 1 p, powstate wskutek istnienia.
efektu na brzegu zewnetrznym:

mpy = mi — S Ly (5+1) ¢ sin 6,

m(lgi — m(lg) + {El [SIII Qb-—1+(SIII n_iJ,—SH n“% (b _ 3)) Qbﬁ5+
+ (S my -8 my (b — 1) 014y 1(STE428™) +
+ Coms (S-S (1 — 3)) @1 54+Cy my (ST SR (1 — 3)) 054

1
- (527 . | + Cyms (ST — 28™ ?} cos 0,

,m(zg-)= m%(}l)__ {El [SIIQb—1+(SII ?Tﬂ_i_E’ISIII (b . 3)) Qb—-s_i_
+ (ST S g (b — 1)) 0" 2] mp 1(S™H25T T 4
+Camy (STHST (11 — 3)) o'+ Cy my (STH-ST (1, — 3)) o5+

1
+ Cyms (ST — 2511 _97} cos 6,
L - 1
gy = mig, — " [L1 (m 0" Stmy @" 40" 2 tmy 1 rs 1 Co my gh 5

1
-+ Cimg Q33_6+C4 s _Q?] sin 0,
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Py =d [E1 ("> Fimy 0" Y)-bmy lo24 Cy my g3+ Cy my o'~

(5.27) 1
Ic. d.] _ + Cyms —2J cos 0,
: 14

Doy =02 S L; " 2sin 6,
Podstawiajac do prawych stron (5.22) i (5.23) wzory (5.17), a nastepnie dodajac je,

otrzymamy ostateczne wzory na kontrawariantne skladowe stanu napigeia m* i p*
W rozpatrywanej plycie:

2C.
mit — S}[— 8Ip3+2 (1 — 1) Co 0" 242 (1 — #) Cy 052 — T“ +

+Li(hb—1)p~"— L (b+1) Qb] sinf,
mi2 = [erf—ez P +Cr(es 0" ey 0794 Cs (e 0P eg %) +

€g €10

111
+ Cyler072+eg o) +Ly (Qaﬂ + PEE + Qb-H) T

+L; (S " eyy 00 epp Qb—s)] cos B,

S [6"314"732 02-Ca (e3 0" 24 077+ Ca (5 0465 0% %) +

- St ey €10
(5.28) T Calen e e YL\ T s T )
+ L (— ST P ey Qb"5+512 96‘3)] cos f,
m22 == St {819 — 2mp lp~14+-Co [2 (1) — 1) o' ™* — 2my g€
+ G20 — 1 e — 2my g Cy (2073 — 2ms5 075
1 n e T b6 b4y bbb
— Ly "‘éi;;aJFWJr?a — Ly (mp®®4amy 0® *4o" ) sin b,
pl=d [2m2 Ig24-2m3 Cy ¢ *+2my C; "2 +-2ms Cy 02+
m ny Foo— b3 | = Bt
+ 1Ly g + o1 +Ly(me”  Fmye® ) |cos B,
1N
p2 = h2 8§t Ll"“é;;;—z +L; 0°7%)sin0,
gdzie
e; = my 1 (28™M+48™), g1 = ~2my I (SY--28T),
e, = 81 (58T — s, e = 40187

ey = 2(1 —ty) (1, S5, ey = 2(t — 1) (S"4zy ST,
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ey = 2my STT425%T my (1) — 3), 21 = — 2my ST - 2my S (1 — 3),
es = 2(1 — 1) (6 S5, es=2( — 1) (S"+58,

g = 2my STH-28 my (f, — 3), o5 = — 2my ST (ty — 3) — 2my ST,
eg = — 2 (ST — 28T, e7 = — e,

eg = 2ms (ST — 25T, es = 2mg (28T — SH,

eo = ST m — S m (b+3), e = mS" L (b-3) — mS™,

eip = S my — S%my (b+1), 20 = my (1) ST — my S,

e11 = ST m+STm (b — 3), ey = — S%m—mS™ (B - 3),

ey = ST my+S5Tmy (b — 1), ep= — STm — 80— 1)

Korzystajac z powyzszych ogdlnych wyrazef dla m*® i w, mofna wyznaczyé stale
Cy, Cy, Cs, Cy, Ly i I, wystepujace we wzorach (5.15) 1 (5.28) z warunkow brzego-
wych (5.1).
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PeswomMe
PACYET CETUYATHIX IHIACTHHOK HA OCHORE TEOPHUY KPAEBOT'O DODEKTA

B ypapReRMSX EOHTHHYANLHOH TECODHH INIACTHHOK CETYaTOH CTPYRTYPH! [1] cymecreyer Ma-
DRI mapaMTep, KOTOPHIH B CHCTCME YDRBHEHH B IICPeMeILERaX TOMRILICTCR HPH Aabdepennaans-
HOM OICpPATOPe BHICHIETre HOPSEKA. DTO YXA3EBAET BOZMOXHOCTE ACHMOTOTHICCKOTO MOMXOAA
K PElSHMIO KPAacBuX saxav. B pabore mpepnaraercsi NpocTedmmuil BapHAHT TAXOTO HOUXOMA,
B KOTOPOM TOYHAH cHCTeMa NUMIepeaIHANDbYED YpapHeHyll 3aMEHAeTCH CHCTeMOH, cocrosmeit
¥3 YPABHEHHS YETBEPTOre IOPAAKA H HEKOTOPOTO Anrelpagyeckoro YpasHoHd. TlopsLKoX CHCTEMEL
YpaBHeyHE Hé HOMBEPraeTcs TOrNAd H3IMEHEHHIO, 91O [€T PO3MOKHOCTE, TOUHO YHOBIETBOPUTH
BCEM TPeM XpaeBbM yorowmam. B pabore paercs, TAOke, NPEMEP pacueTa ceT4ATON INACTHHER,
HITIOCTPEPYIOMETO OPUBEISHHYIO TCOPHIO,
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Summary

COMPUTATION OF LATTICE-TYPE PLATES ON THE BASIS
OF THE THEORY OF THE EDGE EFFECT

In the equations of the continual theory of lattice-type plates [1] a small parameter is involved.
In the displacements equations the differential operator of a higher order appears. This shows
the possibility of an asymptotic treatment of boundary-value problems. This paper discusses the
simplest varfant of such an approach, in which the accurate set of differential equations is replaced
by a system composed of a fourth order equation and a certain algebraic equation. Then, the
order of the set of equalions remains unchanged, which enables accurate satisfaction of all
the three boundary conditions. The paper contains also a computation example of a lattice-type
plate, illustrating the theory presented.
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