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1, Wsiep

W pracy zajmujemy si¢ wyznaczeniem naprezen cieplnych w nieskoficzenie
dhugim walcn kolowym, wywolanych dziatapiem zmieniajacej si¢ harmonicznie
temperatury na pobocznicy. Rozwiazujemy zagadnienie dynamiczne uwzgledniajac
sity bezwladnoéci. Przyjmujemy, %e material walca jest doskonale spreZysty 1 Ze jego
parametry fizyczne nie zaleza od temperatury. Dla rozwazanego przypadku zaréwno .
pole temperatury, jak i pole naprezen sa funkcjami miejsca i czasu. ’

Postawimy sobie pytanie, dla jakiej cz¢stotliwoSei zmian temperatury na pobocz-
nicy walca wystapi rezonans. W pracach [1, 2i 6] nie znajdujemy rozwiazania takiego
zagadnienia.

W pierwsze] kolejnodci zajmiemy si¢ wyznaczeniem pola temperatury w walcu.

2. Pole temperatury

Z uwagi na to, Ze rozwiazujemy plaskie zagadnienie obrotowo-symetryczne,
wygodnie bedzie postuzyé si¢ biegunowym ukladem wspélrzednych. Punktem wyjécia
naszych rozwaZafi jest réwnanie przewodnictwa cieplaego [[7], str. 147, wzér (14.1)}

2.1 | ' VZT'—IOT
2.1) T ot
przy czym

02 1 0

2= b —,
v or2 FooF

gdzie T' = T'(r, t) oznacza temperaturg stanu beznapreZeniowego, ¢ czas oraz ¥

wspolezynnik przewodzenia temperatury.
Rozwiazanie réwnania (2.1) musi spelniaé warunek poczatkowy:

(2:2) T@E0) =0
oraz dwa warunki brzegowe

(2.3) T(a, f) = Tycoswt, T(0,1) < oo,
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przy czym a jest promieniem walca, T oznacza amplitudg temperatury na po-
wierzchni, & @ jest jej czestofcia zmian.
Celem rozwigzania réwnania (2.1) postugujemy si¢ transformacja Laplace’a.
Po prrzetransformowaniu réwnanie przyjmuje postac
a2fF 1 dF s

@4 S R AR

Rozwiazanie tego Téwnania ma nasigpujaca budowe:
o~ s
2.5 T= Al () +BEy (),  PP=—

gdzie Iy (x} oraz Ko (x) sa zmodyfikowanymi funkcjamni Bessela odpowiednio
plerwszego 1 drugiego rodzaju rzgdun zerowego
Biorac pod uwage, 7e

lim Kp (x) - o0,

&0
musimy ze wzgledu na konieczno$é spelnienia drugiego z warunkéw brzegowych
(2.3) przyjaé staty B = 0. Wykorzystu}qc przetransformowany pierwszy warunek
brzegowy

T(F:a,S):T{jm .
wyznaczany stata A:
A

A4 =T 70 o)

i ofrzymujemy poszukiwana transformate¢ femperatury
sh{ln)
To e
Iy ({a) (32-+w?)

Pole temperatory wyznaczymy wykonujac odwrotna fransformacje Laplace’a,
okrestona wzorem ([8], str. 103, wzér (3-72))
. 1 atio
" [ p— e 8t
2.7 ) T - f T(r,s)yestds.

a—iwo

26 T =

Obliczenie tej calki sprowadza sig do Wyznaézaﬁia residudéw w biegunach funkeji
podcatkowej. Funkcja ta ma dwa bieguny urojone’

L5 =im,  §) = —io

oraz nieskoficzonyg ilo§é biegundw rzeczywistych ujemnych w punktach s, =
. = —=xal. Warto$ci a, sa okreSlone réwnaniem przestepnym

2.8) Jy (on @) = 0,

gdzie Jy (ay @) jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu zerowego.
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Wiszystkie bieguny funkcji podeatkowej sa jednokrotng, a residua w tych punktach
obliczymy za pomoca wzoru ([8], str. 185, wzér (4-60%)

n
L (S}a)
2.9 res [T {r, 5) 5] == = &,
( ) §s=sk[ ( ) ] ;N (Sk) _
przy czym L (s) i N(5) sa odpowiednio licznikiem i mianownikiem wzoru (2.6).
Po wykonaniu odpowiednich dziataf, ktérych technika jest dobrze znana [4] otrzy-
“majemy wzér okreSlajacy tfemperature w dowolnym punkcic walca w postaci:

ber Ar ber Aa-+bei Ar bei Aa
ber? Aa-t-bei? Ag

T(r,{) =Ton (z){ cos wf -+

ber Ar bei Aa — bei ir ber da

(2.10) ber2 Aa-+bei2 Aa

sin wf —
2 & T (o r) et o
_—2 n40(ﬂ) }, A= —.
¢ 3= (ag+A0 J) (an a) %
We wzorze tym 7 (f) oznacza funkcje Heaviside’a, a ber (x) oraz bei (x) sa
funkcjami Kelvina-Thompsona ([5], str. 193, wzory 2 i @3-

W dalszym ciggu zajmiemy si¢ wyznaczeniem pola przemieszozeit 1 naprezefl.

3. Pole przemieszezen i naprezen

W przypadku plaskiego, osiowo-symetrycznego zagadnienia termosprezystodci
“réwnania ruchu redukuja sie do jednego réwnania [[9], str. 148, wzér (5.48)]

0% g 1" ou u 1 aZuh oT ‘ 149
- AT TR e wm Tk R Y

gdzie u = u (r, ) oznacza przemieszczenie promieniowe,

]/ 2G (1 — %)
TV a2
Jest predkoécig fali podiuznej, G modulem odksztalcenia postaciowego, v wspdlezyn-
nikiem Poissona, ¢ gestofcia materiatu walca oraz o wspolczynnikiem liniowej

rozszerzalno$ci térmicznej. .
Réwnanie (3.1) rozwiazujemy dla praypadku plaskiego stanu odksztakeenia, tzn

e, =0 oraz wu,=0.

Przemieszczenie okreslone réwnaniem (3.1) musi spelniaé dwa warunki poczatko-
we:

[
6y u(r, t=0) =0, W=
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oraz warunek brzegowy _

(3.3) . O'r (ﬂ, t) = 0,

przy czym oy jest napreZeniem radialnym i wyraza sie wzorem ([7), str. 19, wzér
@.11))

2G
1.2

Oy =

[1 VLAY ]
(—v}ar v {1 —»)kTq.
Ponadto, z uwagi na osiowa symetrie, musi byé
(3.3 ' # (0,9 =0,
Postugujac si¢ transformacja Laplace’a, ma co pozwalaja warunki poczatkowe
(3.2), réwnanie (3.1) przyjmie postaé
g 1 di & s dr

(3.4) T + - @ _. 2 ?z_ﬁ = k-—E:

gdzie @ = i”c(r, 5} oznacza transformate Laplace’a przemieszczenia. (

Rozwiazania réwnania (3.4) bedziemy poszukiwaé w postaci sumy # = i,
przy czym i jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego: : :
35 dzﬁl +1 dﬁl (S2+1)~ 0
@3 dr? rodr 2 )T

a fiy jest calky szozegdlna réwnania:

B2iy, 1 dip (sz 1) stIy (1)
2

@9 e il VR L AR OO

_ Rozwiazanie rownania (3.5) ma postaé
i = Al (g)+BKy (@), ¢ =sle

Poniewaz prawa strona réwnania (3.6} jest wyraZona przez zmodyfikowang
funkcje Bessela pierwszego rodzaju rzedu pierwszego, zatem catke szezegolng 1OW-
nania (3.6) przyjmiemy w postaci.

ﬁg = CI 1 (li‘)

Podstawiamy to wyraZenie do réwnania (3.6) i po prostych przeksztalceniach

znajdujemy, Ze _
kTo c2 wnl

(s24-02) (s — )l (o)

Transformate przemieszezenia # moZemy teraz zapisaé nastgpujaco:

7 ) kT ¢ =l (i)
X)) i = AL (gr) — (s24-w?) (5% — ) Iy (lﬂ).

=
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Stala B z uwwagi na warupek (3.3°) jest réwna zeru, natomiast stala 4 wyznaczymy
korzystajac z przetransformowanego warunku brzegowego (3.3):

s [1’ o + il 1 i”] 0
dr(r=a,s)—1_2v (11— & T ( —'v)cTr=m~l.
Po wykonaniu odpowiednich operacji i wyznaczeniu stalej 4 otrzymujemy

ostatecznie transformate przemieszczenia w postaci

[eas? I (Ja) — 2GI, ({a)] 11 (qr) — [eacs Iy (ga) — 2GI1 (qa)] I, (Ir)
) .
(2L a?) (s — %) Iy (la) Toacs Iy (qa) — 2G I (ga)]

(3.8) = kTyc?

Odwrécenie transformacji Laplace’a polega tutaj na obliczeniu residudéw w biegu-
nach transformaty (3.8). Bieguny znajduja si¢ w punktach:
. f Cz
51 =iw, = —io, s =
Procz tego wystepuje nieskoriczona ilo§¢ biegundw wjemnych rzeczywiﬁs,tych)
Sp = —n02
oraz nieskonczona iloéé biegundw urojonych w punktach:
Sm = +ifm.

Warto$ci a, wyznacza si¢ z rownania (2.8), natomiast 8, pozwala okreslic nast¢pu-
jace réwnanie przestgpne:

{3.9) pachm g (ﬁm %) —2GJ; (ﬁm %) =0.

W pracy [3] podano dowéd, Ze wszystkie pierwiastki tego réwnania sa urojone.

Jezeli zalozymy, e e # fm, wOwczas wszystkie bieguny transformaty (3.8) sa
jednokrotne. Postugujac si¢ znana technika obliczania residuéw [4] otrzymu_]emy
poszukiwane rozwigzanie w postaci ‘

(3.10)  u(r,t) = kT 2 () {Dl M, (3r) sin (31+'¢9i+wt —p— %) +

F i
D201 (w“g) [eaw sin (wt+4-0,)+Fy sin (Bl—l-wl—l—wt - ”Z‘) —

- .
7 Ji (0 7)1
N R A

=1 Ji (oq @)

oo r i
— > dmdy (ﬁm T) [Fm sin (On+Pm O-+Hp sin (On+61+-fmt — & — %) }
m=1 : o
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gdzie oznaczyli§my
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I 200 ey
= 4 2 B, = B PSS
Veitdar, tgbi=—5s Dy C; M (Ja)
2GAM, () o
wM (la) e a
- Cylpacodylo—}— 263w —
¢ c/
4 . Zan o o W—z'—z
" a(aﬂ+l4)(a K2te2)’ m =V 4422 P
G110
2G #fm
By = y e g0 =g
‘oacxa’, Iy (xaﬂ - ) — 2GhL (%a;", -}—)
o e et
m = ) 3 m = »
(ﬁz—wz)cm-fl(ﬁ C)(Qﬂ ﬁm_ ll_,p) 2G

_ Ml(?ma)
P M ma)

e

Réwnoczesnie we wzorze (3.10) wykorzystaliSmy przedstawienie funkeji Kelvina-
Thompsona w postaci biegunowej, tzn. ([5], str. 197, wzory (2) 1 (5))

s, bel, (Ar) bei, (Aa)
=arctg ————— e, ¢ Zr) Py == AIC ig bei, (Aa) s
bei, (Y @) 5 T
8, = arc tg bor, (mr ) M, (x) =V ber? (x)+beiz (x) ,  »=0,l.

Zwiazki fizyezne w przypadku p’laskiego stanu odksztalcenia wyrazone'we wspdt-
rze¢dnych biegunowych maja postaé ([7), str. 19, wzor (2.11)

o G _1 AT IT]
AR e (Sl R A |
3.12) % [q ‘o, k]
(3.12) 0‘0“1_21}‘(—-1))?"1}()]‘ (1 — %) kT|,
26 (u ou ]
o‘z~1_2v_v T+E)~(l-v)lcT.

Po podstawieniu w powyzsze zwiazki przemieszcezenia okre§lonego wzorem (3.10)
znajdujemy
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' 2
(3.13) er=kT, cTn ® [D; [ch ArM (Ar) cos (0y+9 L wt — ¢) —

—2GM1 (ﬁ,f’) sin (61+?91+60t — @ ‘Zi)] -

+ Dy, [Qrccu.fo (co Z ) — ?.G.Il (w L)] [agw sin (6 +-w)-+Fy sin (61+<p1+

7 r
+ wt — ¢ — —4~)] 2 An 774 iE{Bﬂ, [chaﬂilg (%an . ) —

or2 a3 Jy (a ¥ —2GJ, (a 1)
_ 2G11 (%Cm )] - J:’(a% a) "

— Z Am [Qcﬁm rJy (ﬁ'm %) 2GS, ( )] [Fm sitk (OB 1) +
l
R

2 PAF :
(3.14) o5 = 2kT, GCTn(t) {Dl [_IWW—E M(Ar) cos (01 +0+wt — ¢) +

+ M (ﬂr) sin (¢ -+0 et — q))] + D, {Jl( r) + p (1 — 2?)) (wl)jl

c

[Qam sin (8,4 wi)-+Fy sin (61+¢p1+mt —p — ——)]
“|+

— 2 Ay, —;mz,;{‘]i (an 1) anrly(on F)[ ¥ (32+%za
J1 {an a) ) Ji (Qn @) I — 2'p
| e oo .
NEE IR A
'Prﬁm ( I )] [ . . (
+ o 2 Jo ﬁm? Fou sin Om+ B 1)1 Hip sin | 681+ t —

E)] orM (Ar)

) cos (O+ot — tp)l .

2GM (Ja)

4. Rezonans

Przy wykonywaniu transformacji odwrotnej przemieszczenia zakladali$my,
Ze @ # fm, tzn. Ze czesto$é zmian temperatury na powierzchni walca byla réZna
od wartodci B okreSlanych z réwnania przestepnego (3.9). Jezeli w = By, 1o zna-



560 STANISLAW WOELKE
lezione poprzednio wzory przestaja obowigzywaé. Obecnic zajmiemy si¢ wyznacze-
niem pola przemieszczefi w przypadku, gdy w = B

Transformata przemieszczef (3.8) ma teraz bieguny pojedyncze s3 = c2fx oraz
ciagi nieskoficzone biegunéw w punktach sp = —xaj, $m= *ifm z wyjatkiem
pary sp = =i, dla kidrej zachodzi réwno§é:

“.1) Sp = 4ify = iw.

Te dwie wartofci sp = --iw tworza teraz par¢ biegundw podwdjnych. Poniewaz
réwnanie (3.9) ma nieskoficzenie wicle rozwiazah réinych, wobec tego réwnosé
{(4.1) moze zachodzi¢ dla jednej wartosci fx wyréznione] z ciagu, jaki tworza bie-
guny Sy

Obliczenia residudéw w biegunach transformaty przemieszczen dokonamy
w oparciu o wzdr (I8], str. 185, wzbr (4-59)) -

L — )2
4.2) 2 TES [u (r, 5) est] = 2 N’(s) Sth - Z lim —— p { (S);;S‘(S) 8x) o ],

Y S=8y Eol Sk

przy czym pierwsza cz¢$é wzoru obowigzuje dla wszystkich hiegundw jednokrotnych,
natomiast drugi sktadnik okresla residua w biegunach podwdjnych.

Po wykonaniu dziatan wedlug wzoru (4 2) otrzymujemy drugi wzor na przemlesz-
czenie:

qr

@3y u(, ) =kTgc?n{) [D1 M (2) sin (61%"314—(‘:01'-—- ¢ — “I) -

— 2001 Aneﬁm” {Bﬂfl (xan d ) + }%] _

=%

- Am.r;( )[Fms-in(ﬂerﬁmr)wmsin(em+al+ﬁmt-ﬁa~%)]+
ek

- . ¥ r
2 : . - , .Jg (60 _C") Yeor Jg (w _C—)
+ D3Jy (w_c“) Hysin @r+od)| 1o — ——v | F ) —— —— 73|~
V Ji (CG _) Jl (w*)
4
x sin (91—}—991+wt —p —4"') + Hycos (twt) 1+F2 ) +
- Hy sin (6, — wf)+ Hs cos ((261+q91—|~wt —p— %) i

. . ) ‘ A
-+ Hg cos (8142¢1+-of — 2¢)+ tHqcos (91+¢1+wt ¥ ?)l]
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“Wprowadzili$my tutaj dalsze oznaczenia

. _ paw

Dy = ( a ) ( 1 Qa2w2) s i = - 2¢ 26 M),
Cilile 1— °G M(Aa)
_ M(ay Ml oxw?
HZ_A2G ] 33— 4 I’ FZ'_ G,.
' C M (2
@4 C= Viro?(c* — 3n2 w224t (cA+52 w22, Hy= Z—QT)(_;EE(L) ,
1
: now (¢4 — 392 2) 1 —3tg20,
tg 6, = ) gy L
€2 (e4-}-552 w?) 1+5tg26;
_ AxMy(la) _ aM?(la) _
5= ¢ Hg = M (i)’ H; = AM1 (Aa).

Po podstawieniu wzoru. (4.3) do zwigzkow fizycznych (3 12) otrzymujemy napreze-
nia:

) .
{4.5) ar = kT Er— 7 (?) [D1 [ch ArM (AF) cos (0 +9+wt — ¢) -

— 2GM, (W) sin (61+19‘1—|—wt g %
)

0o ' r
- 2 Ag e rant { n [gcmiﬂ@ (xaic) - 2GI (xai7
7=1 . .
1 . | ,
+ 71 (ond) lor22 a3 Jg (an ¥) — 2GT1 (an 1] } Z Am [9 r¢ BT (ﬁm_c_) _

ek

_I_

+ D3 {HI sin (0 + wf) [Qrcw.lg (w—) + 26— Jl( F ) (1 1. oy — %)

. . 7 3a 1
s fimser = 3 o2+ o)

— 3p reawdy (m —Z~)] + [Qrcw.fg (w %) —2GJ, ( )] [H3 cos (fh+wd) (14 Ff)

+mm@~mme@ﬁwmwwmﬂ+meﬁm+

+ wt — 29) + .?"Hv cos (61+991+CO1‘ — ¢ — *I)] } —

M ()

— pr M Ga) cos (B+wt — )|,
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przy czym F3 = paw?{2G oraz

Ar
{4.6) = 2kT G—" #7(0) [D; [1 i M (lr) cos (1 ++-P+wt — @) -+

J1{anr)
o —uoc i
-+ My (Ar) sin (91+791+a’f —® ) E Ane {-h (ana)

-a,,Jo(G!n”)[ 1 Q(c2+x2an)] [ VPR, ( 2_1_)
+ Ji(ana) L1—2» 2G B (1 —2w) o) ™

b S

' 7

Hy r
+D3{1 7 5111(61+mr)[(1+v)w#.10(ww)-i—.fl( C)X

7T

(120 = G|+ wn o )
x 1—~2v—w§ +1_‘2vsm 1ot — @ 7

r F Qup2 2
X[w?(Z—Bv)Jg(m-;)in( )(1——211-{- )]-’r-

¥ il F
+[J1( ) m ( )][H3608(91+wt)(1+sz)+

4
+ Hysin (0y — wi)+Hs cos (291—!—tp1+wf —p— _4~) +

_ ﬂ.
+ Hg cos (6 +2¢1 +of — 2¢)+-1H; cos (61+¢1+wr g — —)]} —

4
M(A
— ;;72%005 (P4t — 99)]

We wzorach na napreZenia i przemieszczenia w zaleZnoéci od budowy wyrazed,
kiére sa funkcjami czasu, wyrdznié mozemy: 1) funkcje harmoniczne, 2) funkcje
malejace- wyldadniczo oraz 3) funkcie o amplitudzie liniowo zaleznej od czasu.

Funkcje wymienione w p. 3 przedstawiaja rezonans okresowy. Zajmiemy sig¢
blizej przemieszczeniem w przypadku wystapienia rezonansu.

5. Analiza rozwiazania w przypadke rezonansu

W celu wyznaczenia czestosci rezonansowych zmian temperatury znajdziemy
kilka pierwszych rozwigzan réwnania (3.9). Po wykorzystaniu zwigzku migdzy sta-
tymi materiatowymi

oc? 1—w

26 1 — 2
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i wprowadzeniu oznaczenia B afc = zm, rtéwnanie (3.9) przepisujemy jak nastepuje:
11— J 1 (Zm)

'(5-1) ZmT‘g = m

Rozmieszczenie pierwiastkéw tego réwnania ilustruje rys. 1. Rownanie (5.1)
rozwiazano przyjmujge » = 0,3 (jak dla metali). W przypadku rezonansu ma miejsce

) R D)=L lot)

e

b=pc?/o6

.1
QA@

Yo
Ry

) |

i

A :

! .
/22/23/24/7
Rys. 1

16wno$é B = wg. Tym samym pierwiastki z réwnania (5.1) zwigzane sa z czestodcia
rezonansowy zaleznoécig ‘
ZpC

Widzimy wige, Ze czgstosci rezonansowe wy sa funkcjami predkosei fali podiuzne;
i promienia walca a. Predkosé fali ¢ wyliczymy ze wzoru (3.1), 2 promied walca
przyjmujemy @ == 10 cm. Te dane pozwalaja wyznaczy¢ czgstoici rezonansowe.
Pigé pierwszych pierwiastkéw rdwnania (5.1) i odpowiadajacych im czestodci rezo-
nansowych (dla k=1, 2, ..., 5) dla trrzech 10znych metali zamieszczono w tablicy 1.

Tablica 1
Material .| Stal Aluminium Miedz
wra

k| Zx= c Wi+ 107 4sek, ~ ]
1. 2123 | 1262 12,960 | 9,296 -
2| sal4 | 32056 | 307 | 23657
3 8,587 51,078 52,493 7,552
4] 11,743 69,812° | 71,706 51,357
51 14802 88,613 90,722 | 65,123
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' Zajmiemy si¢ obecnie oszacowaniem przemieszczenia na powierzchni walca
w przypadku rezonansu. Rozpafrzymy walec stalowy o promieniu a = 10 cm.
Obowigzuja podane w drugiei kolumnie tablicy 1 czestosci rezonansowe. Dla stali
stale materiatowe maja nastgpujace wartoSci:

p=03, ¢=5095-10"5¢cmfsek., %= 0,128 cm2fsek., az=—12-10-6 %
Obliczenia przeprowadzimy dla przypadku rezonansu odpowiadajacego najnizszej
z wyznaczonych czestosel rezonapsowej, tzn. o1 = f; = o = 12,62:104 1/sek.
(por. tablica 1).

Oszacujmy najpierw rzad wielkoscl poszczegOlnych skladnikow wzoru 4.3)
okreflajgcego przemieszezenie u. Dia przejrzystosei oszacowah wzOr ten zapiszemy
w pelnej postaci bez stosowania oznaczen skracajacych. Mnoznik kT jest wspdlny
dla wszystkich skladnikéw. MoZemy zatem wzor (4.3) napisa¢ nastgpujaco:

(5.3) o g; Si,
przy czym
S§i= ﬁd sin (91+19'1+wt.— P — E—) :
@ ]/c4+ 22 w2 4 / ?

a
2_"
2% 2 af, e—xoc,it ZGII (%aﬂ C)

S2= i g—; (a +2%) (c2+x2 a3).

-+
g ac xal I (%aﬁ %) — 2GI; (%a%,,%)
<~ ' B sin (0-1-fm 1)

_ a
Sy = pc2x G 2 o2 B, 1\
=2 Y A p B (B — wz)( G 1—:;)

o  BmymMi{ymad)sin (9m~|—61+[)‘mt —8 - Z)
=2 3 Sl

=2 (82 52 MQm‘ A Vei+28, (%z‘cf"—% o I{T)

W pozostalych sktadnikach sumy (5.3) oznaczymy

a
P:____wl_r_rwﬁ ijo(w—c_'_)ﬁlfzu
1 eatw?’ P al 1 —v
1—v 26 N1 (“’7) |
i wowcezas napiszemy
pawc2 xP I —2v ‘ )
S5 = m[l + 1 —» ]sm (91+@I},
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s c2uAP M1 (Aa) ( 1—2 Neinlons -
B ) — 351 f— g —
’ 20 VeA o2 w2 M (Ra) | ) n(( 1Te1tot — @ 1 )
ac? P cos (0;-+wi) 062
7= e (1 t) ,
2 Ves 2 w? G
__ ec?xawP sin (6, — wf)
Sg = 4G (4432 w2)2 ]/x2 w2 (¢4 — 322 COZ)Z+C4 (c4+5x2 w2)?,
S = 252 ﬂ._PMl (Aa) (26 . )
* T (e 2 w2) M(la) °°° iteitot — g — ),
< ac2 PM3 (Aa) 6112001 )
B P cos - 20),
O 2Vt 2w M2 (Ad) eyt — 2
g — 2 nAPM, (la) (9 ot :'1:)
T cos ot —p ——1.
" Vet w2 M (Aq) 1T ¢

W dalszym ciagu bedziemy czesto korzystaé z oczywistych nieréwnoéci
(5.4) [sin(x)| <1, |eos(x)| < 1.

Priyste;pujemy teraz do oszacowania poszezegblnych skladnikéw wzoru (5.3).
Pierwszy skiadnik S po uwzglednieniu nieréwnoéci (5:4) szacujenty za pamoca
stalej

%A -
S| < —=9,63.10-4,
o -

Szereg S3 po przeksztalceniu wyrazei w nawiasic kwadratowym moZna napisaé
nastepujaco: '

’ a
2
0 . . a‘:z e—xmt ]y (xai )
[

92 = 2pc3 % _ p -
A= (o9 (etFa2 ol [Q_acxa_i Iy (mi 7) — 261 (m; 7)]
Nieréwnoéci
H(x) <Ly (x), fi{xye v <1,

pozwalaja napisaé:

P s b 1 2 = 1
2 < QC%Z pacxal, — 2G _;Z C2G
A=1 =1 az P
" pacx

- Posluzymy sig teraz nieréwnoscia dotyczaca zer rownania (2.8), ([5], str. 48, wzér
(4)), ktéra w naszym przypadkn ma postaé

1
ana>(n_wz~)yz.



566 ' STANISLAW WOFLKE -

Tym bardziej \;vi@c bedzie

(5.5) gna > (n— 1)
Zastosowanie tej nieréwnoéci sprowadza szereg S» do postaci
2a & ! per 24 O 1
A N o
2 2Ga G 72 2Ga
=0 7l — n=1 .
onem? oncn?

Sume ostatniego szeregu znajdujemy w tablicach ([10], str. 45, wzor [1.421(3)])
i ostatecznie otrzymujemy h

1821 < 22 4 E/QW ctg(‘l/g(ff ) = 17,0610+,
2G 2G ocx

Zajmiemy sie teraz szeregiem. Si. Plerwsze szacowanie daje w wyniku

Si< 2, 2G )

=2 (ﬁszn _ cuz)(ﬁfn - m

Sumowanie w tym szeregu rozpoczyna si¢ od wskaznika m = 2. Wynika to z faktu,
Ze rozpatrujemy przypadek rezonansu odpowiadajacy najnizszei czgstosci rezonan-
sowej, tzn w = f.

Poszukamy teraz zwiazku pomigdzy wartosciami Sy oraz liczbami porzadkowy-
mi m w szeregu Sy. Z budowy rodwnania (5.1) oraz z rys. 1 wynika, Ze kazdy pier-
wiastek zym = fim afc fego réwnania znajduje si¢ migdzy dwoma sasiednimi asympto-
tami funkcji ‘
J1(2)
_ Jo(z)
Funkcja ta ma asymptoty dla tych wartoSci zp, ktére spelniaja réwnanie

-JTG (Z_vp) == O

A=

Stuszna wiec bedzie nierdwno$é zp_y1 < zm << zp. Wrykorzystanie nieréwnoéci
podobnej do {5.5) prowadzi de wyniku zp > (p — 2) ». Zamiana wskaZnika p
na m i podstawienic wartoéci pierwiastka zs pozwala napisaé

(5.6) '_.ﬁm>—;1—(m—_2)ﬂ:.

W dalszym ciagu bedzie nam potrzébha znajomos kata f. Z zaleznosei (3.11)
mamy : '

tg Om — c2 “

Warto$é tg O jest mniejsza od 0,01 az do wskaZnika porzqdkoWego m= 15.104
Fakt ten upowaznia nas do przyjecia tg0m ~ 0, ~ 0. Wracajac do szeregu S3
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postuzymy sig jeszcze nieréwnoscia S, > 20 i wéwezas rozpatrywany szereg przyjmis
postac

- - i {
S <2y7 = » P sin (/;m )
a & g - G
" ear(1—9)

Po wykorzystaniu nieréwnosci (5.6) napiszemy

Zamiana wskaznika m na m--2 daje ostatecznie

. [:rcct ]
msin {— m
a
2G
ec?n2 (1 — )

2/2x 2
Sy < — :I/c Z
Mm=0 2

W oparciu o tablice ([10], str. 48, wzér [1 A45(5)] otrzymujemy

oVl )
<'/§” e Vea— s\ 2 <& o
: [1V—zﬁ] P B AL
81 ? Q(i%v)

gdzie k jest dowolng liczba catkowita.
Opierajge si¢ na otrzymanym wyniku napiszemy:

V2x

(Vs
esin|- - ol — )

Zajmiemy si¢ teraz oszacowaniem szeregu Sy4. Po wykorzystaniu nieréwnosci
(5.4) oraz nieréwnosei dotyczacej funkcji Kelvina-Thompsona [5] M; (x) < M (x)
szereg Sy przeksztalcamy do postaci

[85] < ) = 472.10-7,

R e S

oa? = 26G :
R LR

4G 57 ﬁ mYm

W dalszym ciagu wyrazimy wartoéci yy, bezpoérednio preez fum:

VE; 7-!/511161
ym= Y —=1 — -
® (471 [

Rozprawy Inzynierskie -— 14
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a
1/(9171"; = zm > 1,

wobec tego zachodzi nieréwnosé:

!/ﬁm(t fma
<7 .
C C .

Po uwzglednieniu ostatniej nierdéwnodci szereg Sy przyjmuje postaé

G/ o B
S4<;ZI/EZ [ 2G ]
B —

M= 7
(B — wZ)V 0a2 (L — )

Poniewaz

Podobnie jak w szeregu S3 nieréwno$¢ fm > 2w pozwala napisaé

4G o [ « 1

Po wykorzystaniu nieréwnodci (5.6) przeksztalcamy szereg do postaci

o G 2+ 1
4= gc? 72 a 7% 2G -
o272 (1 — )
) 2% | 26 & 1
- ac | " pc? 2 - 2G
m=1 m2 —
et (1 — )

OtrzymaliSmy postaé szeregn podobna do szeregu S5, a po wykorzystaniu tego sa-
mego wzoru [10] dostaniemy

[S ]/2—3“;1 V12w (]/ 2G = 2.48.10-3
il e I e |

Opierajac si¢ na jednej z dwun nieréwnoéci (5.4) w prosty spos6b, nie wymagajacy
objaénien, szacujemy moduly pozostalych skiadnikéw sumy (5.3). Kolejno otrzy-
mujemy

g QmofP|( 1——21}-) : 108
185 ] << 5G 1, ——.,95- 0-8,
x4 | P| 1 — 2w
—3]=145.104,
|56 < —5— {2 — 31

' | Pta orw? ,
[87] < 5 14+ G ! = 0,777 (1-0,011%),
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Sl < 2 p12399.10-7, sy 1Y o777
I 8|< 26 I J—‘ > " » 10< 2 — U, »

wA| D | :
CO S11 << %l | Pt =198,

Z przeprowadzonej analizy wynika, Ze wszystkie skladniki wzoru (5.3) sa bardzo
mate z wyjatkiem wyrazu S;;. Dla czasu ¢ =1 sek, najwickszy z odrzuconych
skladnikow jest okolo 25 razy mniejszy od skladnika S;,. W dalszym ciagu ten sklad-
nik bgdziemy nazywaé czefcia rezonansowa, tzn. kT S|y == threz. Z OSZACOWANIA
wzoru (5.3) oraz z budowy jego skladnikow wynika, Ze tylko czeéé rezonansowa
moze doprowadzi¢ do powstania dusych przemieszezed. Mozna zatem z nicwielkim
blgdem przyjac, ze

2 xAPMy(a)
e c
2?2 M (Aa)

(57) U = Upey = ﬂCTo]/ 1

i
08 (51+q31+wt — @ — —*) .

Wprowadrajac oznaczenia

ke ad !Pi My (}1.:1}

ki3
oraz O,a:(p—l—?#ﬂl—tpl

Vet 2wt MQa)
sprowadzamy wzodr (5.7) do postaci
(5-8) r - Urpz =— tI(TO COS (Gg — wf).
W przypadku walca wyl<6nanego ze stali Rurez /KTy
stale K oraz 0, maja wartodcei
. - N
K=441.10-4 [om/sek.], 60, = e
Po podstawieniu stalej &, wzdr na przemieszcze- : -
nie napiszemy w ostatecznej postaci o
59 Urey ( 373 )
(5.9 KT—tsmwr yE
Wykres zmian przemieszezeni opiSa,nych WZ0o- Rys. 2

rem (5.9} ilusiruje rys. 2.

Dla promienia r==a przemieszczenie odpowiadajgce granicy sprezystodci
R; = 3000 kGjem? wynosi okolo 1,5:10-2 cm. Walec poddany dziataniu tempe-
ratury o najnizszej czgstoéei rezonansowej w; i o amplitudzie np. Ty = 5°C osiggnic
takie przemieszezenie po uplywie okolo 7,1 sek. Wystapi przy tym 129-103 zmian
przemieszczenia. Czas ten jest proporcjonalnie diuzszy dla mniejszych wartosci Ty.
Przy duzych amplitudach temperatury wplyw pominigtych sktadnikéw na prze-
mieszozente staje si¢ wigkszy i przekroczenie granicy sprezystosci nastgpuje szybciej _
niZ to okresla wzor (5.9). Wynika to z przeprowadzonych oszacowan wzoru (5.4).
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Natomiast dowolnie male wartosci T po uplywie odpowiednio dtugiego czasu zawsze
spowoduja przekroczenie granicy sprezysto$el materiatu walca. Spostrzegamy
tutaj analogi¢ do dzialania zmiennych sil na ofrodek sprezysty. Zbyt duze wartosci
pizyloZonych sit od razu lub po Xrétkim czasie spowoduja przekroczenie granicy
spreZystoscl. Natomiast wtedy, gdy czestodé sit wymuszajacych (nawet bardzo
malych) jest réwna czestoéel drgait wlasnych, to przy pominieciu thumienia zawsze
dochodzi do zniszezenia uikladu.

6. Whioski koricowe

Zachodzi pytanie, czy w praktyce moze wystapié omawiany rezonans. Jak
pamigtamy, najmnigjsze czgstosci rezonamsowe dla przyjetego promienia walca,
byly 1zedu okoto 105 [sek.-1]. Sa one nieco muiejsze przy wickszych Srednicach
walca, jednak rzad wielkoéci nie ulega zmianie. Zmiany temperatur, z ktérymi
ma do czynienia technika, sa znacznie nizsze i nie przekraczaja 100 [sek 1] w szybko-
bieznych silnikach spalinowych. Zakres czestofci rezonansowych zmian tempera-
tury mozna wygenerowa¢ w specjalnych ukladach przetwornikowych elektroniczno-
termicznych, jednak przypadkowe wystapienie rezonansu jest racze] wykluczone,
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Pezome

HAHAMUYECKHE HATPAXEHHA B BECKOMEYHO I[JII/IHHOM ITMITUH/IPE,
BbISBAHHLIE BIMAHWEM IIEPEMEHHOI TEMIIEPATYPLI ’

PaccMarTpupaeTcs BONPOC TOPMIIECKUX Haupsoresmi B OSCKOHSYHO ANMUEHOM  LEIHHIpE,
GokoRas MOBEPXHOCTE KOTOPOro NMOABePTASTCHS HSHCTBUIG DePHOJEYCCEN M3MEHSIOMEHCH TeM-
WepaTypel. Pemdasres puuammyeckast sagava. KpoMme pemenmit mna IPOE3BONBHEL YACTOT #M3ME-
HCHMH TOMICPATYPSL, PACCMATPHBASTCT TAKKE BOIPOC PE30HAHCA, BLIIBAHOOTO BAWNHWEM TCM-
MEPATYPBL ¢ PU3OHAHCHOM wacToTOd., ONPEeNENseTCs HeCKONbKO NepBLIX PEIOHAHCHEIX HACTOT.
IMporenermmit apamis HACT BO3MOXKHOCTE YOCARTECA B TOM, 9TO YaCTOTHI H3MCHERMi TEMIEPA-

TYPhI, BBISLIBATOLIHG NBIICHME PC30HARCA, HAXOAATCS BHC MHANA30HE H3MCHEHMH, CYINECTBYIONMINX
B TEXHAKE,
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Summary

DYNAMIC STRESSES IN AN INFINITE CYLINDER PRODUCED
BY THE ACTION OF A VARIABLE TEMPERATURE

The problem under consideration is the dynamic problem of thermal stresses in an infinite
cylinder the surface of which is heated at a periodically varying temperature. In addition to the
solution for any frequency of the temperature variation, the problem of resonance is solved for
a temperature varying at a resonance frequency. A few resonance frequencies are determined.
As a result on the analysis it is found that the resonance frequencies of the femperature lie outside
the frequency range that can be expected in engineering problems.
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