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1. Wprowadzenie

Istnicje dosyé bogata literatura omawiajaca wplyw zmian ksztaltu na nos$no$é
graniczoa plyt, belek, tukéw i rusztéw [1]-[7]. 'W ostatnich latach (1955-1966)
analizowano réwniez zachowanie sig¢ powlok z uwzglednieniem zmian geometrii
w trakcie plastycznego plynigcia [81-[13].

Przedstawione tu wyniki stanowia uzupelnienie pracy [9], polegajace na prze-
niesieniu pewnych spostrzezeri i wynikéw otrzymanych dla powloki walcowej
o przekroju pelnosciennym na powlokg o przekroju sandwiczowym.

2. ZaloZenia i podstawowe zaleinoéci

W pracy rozpatrujemy zachowanie si¢ cylindrycznej powloki o stalym promieniu
A i dlugosci 2L poddanej dziatanin wewnefrznego ci$nienia.

Stan naprezenia w ciance powloki okreslony jest przez wypadkowe naprezenia:
Nz, Ny, Mg, M,. Kinematyke powloki okreflaja skladowe wektora przemieszezenia:
W — w kierunku radialnyin i U — w kierunku tworzacej. Srodek walcowego ukla-
du wspoirzednych przyjmujemy w Srodku powloki, rys. 1.
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Rys. 1

Rozprawy Ingynierskie — 6
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Rozwazamy powloki o przekroju sandwiczowym wykonane z materiatu sztywno-
idealnie plastycznego. Jako kryterium plastycznodci przyimujemy warunek Treski.
Zalezno$é miedzy polem naprezen i szybkosci odksztalcen okrela prawo plynigcia
«stowarzyszoney z przyjetym warunkiem plastycznoSci. W rozwazZaniach stosujemy
zwiazki kinematyczne wyprowadzone w oparciu o hipotezg Love’a-Kirchhoffa
o prostych normalnych.

Jezeli wielkodci zwiazane z zewneirzng i wewngtrzng warstwa powloki oznaczy-
my odpowiednio znakami minus i plus, to uogdlnione naprezenia wyrazg sig w sposéb
nastepujacy:

N, = (6f+o7)d, M, = (of ~ o5) dH;,
N,=(of+0,)d, M, = (o) - o;)dH;,

gdzie d oznacza gruboéé warstwy noénej, 2H; odlegloé¢ miedzy warstwami nosnymi.
W trakcie analizy okaZe si¢ wygodnym korzystanie z nastepujaco zdefiniowanych
wielkosci bezwymiarowych:

N N, M AP
@1 " Se0d’ ™ 2opd’ T 200Hid” P 20pd”
X W U : 4 L2 . .
x:f, W:""Z, u=f, RZZ—HS’ a:_m, sy = He Ky.
w rozwaiaﬁym przypadku zakladanﬁy, %e
U« W H< A.

Przy powyiszych zalozeniach zwiazki kinematyczne dla kotowo-symetrycznych
powlok mozna znalezé m.in. w pracach [14, 15 i 16]. W szczegdlnym przypadku
dla walca kolowego z zachowaniem kolowej symetrii w trakcie deformacii maja
one postac
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lop =W, Hy =0,

(22)

gdzie przecinkiem oznaczyliémy rézniczkowanie wzgledem x. Réizniczkujac te
wyraZenia wzgledem czasu f ofrzymujemy zwiazki dla predkodci odksztalceni:

R
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Rdéwnania réwnowagi elementu odksztatconego cienkiej powloki walcowej w ukladzic
nieodksztalconym podane m.in. w pracy [15] wyraZaja si¢ nastgpujacymi zwigzkami:

Ny=0, AQ,— AN, W'+N,—P4A =0, M,—-0,—0.
Po wprowadzeniu wielkoéci bezwymiarowych (2.1} i wyrugowaniu sily poprzecznej
réwnania réwnowagi przyima postac:
2.4 my — 2R, w''+2an, —2ap =0, Hy = 0.
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3. Powierzchnia graniczna

Poniewaz w ieorii cienkich powlok cylindrycznych obciaZonych kolowo-sy-
metrycznie przyjmujemy %, — 0, moment obwodowy moZe byé iraktowany jako
reakcja [18] i waranek plastycznosei przyjmie postaé o

F(nx, o, ma;) = 0-

Powierzchnia graniczna dia powloki walcowej o przekroju sandwiczowym (rys. 2a)
po raz pierwszy zostata zbudowana przez P. G. HopGr'A [17]. Poszczegdlne obszary
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Rys. 2

powierzehni granicznej ponumerowane jak na rys. 2, okreSlone sa za pomoca naste-
pujacych réwnan:

I* fp=:1, IVE
It np—ne =41, VE
O* —ay+my=+1, VI£

— iy —My=4-1,

(3.0)

2y — Hy — Mg — =2,

2y — Ry + g = 2.

4. Powloka walcowa zamknigta

W przypadku powloki walcowej zamknigtej, poddanej wewngtrznemu ci$nieniu,
oprécz obciazenia P o kierunku radialnym wystapi réwnie sita osiowa o wartosci
7A? P. Sila ta jest przenoszona przez powloke réwnomiernie, a wige bezwymiarowa.
jej warto$¢ na brzegu powloki wynosi

Na nA2 P »

“.1) TNy 2w 200 d

Rozpatrzmy dwa nastgpujace przypadki:

R
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S0 1) i;o{)vloka o brzegach przymocowanych ‘przegubowo do sztywnej plyty po-
siadajacej moliwosé przesuwu (rys. 3a);

. 2) powloka o brzegach utwierdzonych w sztywnej plycie posiadajacej mozliwosé
~ przesuwu (xys. 3b).

a b
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Rys. 3

Dla stanu blonowego (my = mg = 0, 1y = 1, = 1) z réwnan réwnowagl (2.4)

otrzymujemy
2Rwy
4.2 =14+ a

Z rozwiazafi noSnofci granicznej (bez uwzglednienia zmian geomeirii) wynika,
ze w chwili uplastycznienia p = pm. W Zwigzku z tym oraz na podstawie (4.1) 1 (4.2)
otrzymujemy, Ze w trakcie plastycznego plynigcia 7z = 1/2. Wobec powyZszego
7 analizy réwnaf réwnowagi, pola szybkosci odksztalcef oraz warunkow brzego-
wych wynika, Ze w trakcie deformacji plastycznych w powloce powstaja nastgpujace
dwie strefy: '

1) Strefa brzegowa dla 1 > x > £ Wystgpujacy tu stan napreZenia reprezento-
wany jest na rys. 2a przez odcinek C;D; dla przypadku powloki Zamocowanej,
a przez odeinek C; E; dla przypadku powloki przegubowo-podpartej. Odpowiada
to nastgpujacemu warunkowi plastycznosci: . ,

“4.3) np=1.

2) Strefa §rodkowa dla & = x = 0. W strefie tej stan napreZenia reprezentowany
jest przez punkt C; (rys. 2a) lezacy na krawedzi przecigeia sig IT i TIX™ platéw po-
wierzchni granicznej. W zwigzku z tym warunek plastycznosci wyraza si¢ nastepu-
jacym ukiadem réwnan:

(4.4 #y =1, —ngtmg=—1.

W rozwaZanych przypadkach kinematyczne i statyczne warunki brzegowe maja
postad:

dla x =10 w=mw,;, w=0 u=0
@5 dax=41 w=0, u=20

oraz mg— 0 dla przykladu powloki podpartej, a mz = 1 — ns dla przykladu
powloki zamocowane;j.
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W tym przypadku funkcie
(4.6) w, W, u, my,, m,

w punkcie x = £ s3 ciagle.

Na podstawie zwiazkow (2.3), (2.4), (4.1), (4.3), (4.4) oraz warunkdw brzegowych
(4.5) i ciaglo$ci (4.6) otrzymujemy (dokladna metoda postgpowania przedstawiona

jest w pracy [9]):
P (I1+2a) —2 (1 +a)

“.7 Wo 2Rp s
2a(p—1D (1 —x)&
W = Rp
a(p—1)x2
Wy = Wy — ——-R?M
_ _2—p
- Vaae-n

mgy = a(p— 1) Q& —28x1-x% - 1)
My = ng—l

r
N = s By = 1;
dla powloki podpartej przegubowo oraz

_ p(a+1) —(a+2)

(4.8) Wo Rp
20(p—D(L—x)¢
w = z RP -
—a(p—1)x2
Wy = ———(—I;{F“—— +wy

5
e 1,‘ ‘/a(pji)_’
my = a(p—1)2&—2x+x2— D41 —

My == fHy — 1

r
nw=§-, nqul.

dla powloki zamocowanej.

Podstawiajac wo = 0 do (4.7) 1 (4.8) otrzymujemy znang wartosé ciénienia upla-

“styczniajacego [18]:

1
4.9 pu:1+-§m—,

r

2

dla

dia

dia
dla

dla

dla

dla

dia
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dla powloki podpartej przegubowo oraz

(4.10) pu=1l+ o7

dla powloki zamocowangj.
Stan blonowy definiujemy jako stan, ktéremu odpowiada nastgpujace pole
uogdlnionych naprefen:

#@.11) Hg == Hy = 1, g =My =10.

Podstawiajac (4.11) do (4.1) i (4.7) (lub do (4.1) i (4.8)) otrzymujemy nastepujace
wartofci ci$nienia i ugiecia, przy ktérych powloka przechodzi w stan blonowy:

o
(412) Py = 2, Wos = ﬁ
Osiagniecie stanu blonowego nastepuje przy fym samym obcigzeniu i ugieciu za-
réwno dla powloki zamocowanej jak i podpartej przegubowo.

Poniewaz w rozwazaniach uwzglednia si¢ ugigeia rzedu grubodci powloki
{Wy ~ 2H), powyzsze zwiazki sa dostatecznie doktadne tylko dla powlok stosunko-
wo krotkich (tzn. takich, dla ktorych a < 4). W przypadku powlok diugich przejéciu
w stan blonowy towarzyszy ugiecie plastyczne znacznie wigksze od grubosci powloki
i wéwezas zar6wno zwiazki geometryczne, jak i réwnania réwnowagi przyjete
w powyzszej teorii nie sq wystarczajaco dokladne.

Pl

L] 11 1 ]
0 CER—Y 0% 58 40 12 PV T 14 70 W, W,

PWU#QEE m

Rys. 4

‘Rysunek 4 jest ilustracia zwigzkow (4.7) 1 (4.8) wyraZajgcych zaleino§¢ migdzy
obciaZeniem i ugieciem dla ¢ = 2 i a = 4. Linia ciagly oznacZono rozwiazanie
blonowe, linig przerywana — rozwigzanie dla powlok zamocowanych na koficach,
linia kropka-kreska — rozwigzanie dla powlok swobodnie podpartych, ciggla
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linia cienka — rozwiazanie dla powloki pelnoSciennej zamocowanej, otrzymane
w pracy [9].

Traktujac warunek plastycznodei, odpowiadajacy powloce o przekroju sandwi-
czowym jako aproksymacje waranku plastycznodci, odpowiadajacego powloce
o pizekroju pelnofciennym, moZemy oceni¢ wplyw aproksymacji na zaleZno$é
p — wp. Z rysunku 4 widaé, e rozwigzania dla dwé6ch réwnowaznych powlok
o przekroju pelnofciennym i sandwiczowym nie réZnia si¢ znacznie, a przejécie
w stan blonmowy nastepuje jednocze$nie, Przy lym dwie nastepujace powloki:

Do przekroju pelnodciennym grubosei 2H i o granicznym napreZeniu na roz-
ciaganie oy,

2) o przekroju sandwmzowym grubosm warstwy noénej d, odleglosm miedzy
warstwami noénymi 20 i o granicznym napreZeniu na rozciaganic warstwy nosénej
op uznajemy za réwnowazne, gdy

- 1
GodZO‘UH i H.5=5H

Wynika to stad, Ze posmdaj@ one ig samg wytrzymalosc na czyste rozcigganie
i czyste ngame

Pole przemieszezet 1 sit Wevmqtrznych tla powyzszego p1zypadku powloki sand-
wiczowej jest analogiczne do okrestonego w pracy [9] dla powloki petnoSciennej.

5, Powloki cylindryczne otwarte

W przypadku powloki walcowej otwartej (obciaZonej jedynie ciSnieniem we-
whetrznym) analiza plastycznegod ialyqiqcia jest znacznic bardziej skomplikowana.
Istnieje tu mozliwoéé wystapienia dwbch stadidw deformacji plastycznych, opisy-
wanych przez réine warunki graniczne (rys. 2a):

1) stadium, gdy n, < 1/2; profil nogolnionych napreZen lezy wowezas na naste-
pujacych czeéciach powierzchni granicznej: I+, V*, VI*+;

2) stadium, gdy n; = 1/2; profil naprezenia lezy nd Scianie I+.

© Przy tym mozemy jeszeze rozrdznié kilka etapdw ‘w tamach poszezeg6inych
stadiow roiniacych sie wystepowaniem stref reprezentowanych punktami leZzacymi
na krawedziach. Trudno$ci wystgpujace th polegaja’ gtéwnie na braky warunkow
poczatkowych dla pola odksztatce w strefach, ktdre powstaja lub rozprzestrzeniaja
sie w trakcie deformacji plastycznych. Dlatego postugujac sig teoria plastycznego
plynigcia otrzymujemy rodzing rozwiazaf zalezna od kilku parametrow. Ju.
Lepik {10 i 11] obchodzi t¢ trudno$é stosujac teorig deformacyjnac zamiast
teorii plastycznego plynigcia. Jednak uzasadnienic, 7& {éorie te nie TéZnig, sig znacznie
dla wystepujacego stanu naprezenia, wydaje sie nie byé dostatecznie $ciste. Dlatego
stosujac pelna analogie do postepowania w przypadku powloki peiﬂosmenne]
[9], proponuje si¢ aproksymowaé powierzchnig graniczng dla n, > 0, plaszezyznami
I+ i I+ (rys. 2b). Mamy wtedy od poeczatku zwigzki jak w stadiom 2).

Wykorzystujac zwiazki (2.3), (2.4) i (3.1) oraz prawo plyniecia otrzymujemy
rozwiazanie w nastepujacej postaci:
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a(p—1+tns—1

2Rng
a(pgl)(lx)[ _l/ 1—n, ]
:Tl a(p—1) da I>x2§,
a(p—1)x2
2Rn;
ne=1—a{p—~D1—E2 n=1,

— D1 [1 - 2]/_1_____’.1”3_]
my=o(p—DN{1—-x)|1—-x— alp 1)

My = Ry — 1 dla &z2x=0,

Wy = Wy — dla fzx>20.

j=N

la ]-Bx?‘fs

dla powloki o brzegach podpartych przegubowo:
al(p— D420 —1)

a(p— 11 —x) [ ]/2(1_%)_ _
Wy = Ruz 1 ﬂ(l—‘P) dla 1?352‘51
a(p—1)x2
wzzw{)——“%ﬂ;—— dla £zx20,

1
me=1—a(p—DA—9 m=1,

_ 2(1 —ngy)
mz=a{p—1D({1 —x) [l——x——Z]/————a(l ) 41—y
dla 1zx=¢€&

My = g — 1 dla £zx>=0.

dla powloki o brzegach zamocowanych:

Poszukiwana zalezno$é miedzy obcigZzeniem i ugigciem otrzymujemy w postaci
rodziny krzywych zaleznych od jednego parametru (ne lub £). Jezeli obierzemy
Za parametr ng, to otrzymamy rodzing prostych okreslonych zwiazkami (5.1) i {5.2)
(rys. 5} zawartych miedzy prostymi

(5 3) 1 1 . .'ZRWO‘
: p=1+t-—, p= I+ . v
dla powloki podpartej przegubowo:oraz
2 2Rwqg
G4 p=1+E}, p=1-+ P

dla powloki zamocowanej
Punkt (1/2R, 1-4-1/a) dla powloki podpartej oraz (1/2R, 1+12/e) dla powloki
zamocowanej jest punktem przecigeia wszystkich prostych rodziny.
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Jezeli bedziemy wymagaé monotonicznego wzrostu sily #z ze wzrostem obcia-
Zenia 1 ugigcla oraz jednoznacznego przyporzadkowania danemu obciaZeniu i ugie-
ciu statycznie dopuszczalnego pola napreZed, to powloka przejdzie w stan blonowy
przy ugigciach niewigkszych niz wy=1/2R (Wy= H) w przypadku powloki pod-
partej oraz wo = 1/R (Wy= 2H¢) w przypadku powloki zamocowanej (czyli przy ugie-
ciach niewigkszych niz potowa grubosci dla powloki podpartej i jedna srubo$é dia
powloki zamocowanej). W pracy [11] Ju. Leeik rozwazal analogiczny przypadek
powloki walcowej otwartej, swobodnie podpartej. Uzyskal rozwigzanie, wg ktdrego
powloka przechodzi w stan blonowy przy ugieciu réwnym 1,5 gruboéci. W stosunkn
do zalozefi i metody postepowania stosowanych w ninigjsze] pracy, zachodza
dwie roéznice:

1) przyjecie Scistego warunku plastycznosei Treski (rezygnacja z aproksymacii);

2) stosowanie teorii deformacyinej w celu unikniecia catkowania wzgledem czasu
przy braku warunkéw poczatkowych w strefach rozprzestrzeniajacych sig w trakeie
deformacji plastyczaych. Drzigki temu uzyskano rozwigzanie jednoznaczne.

g

65 1

Rys. 5

Z otrzymanego w pracy [11] rozwiazania wynika, Ze przyjecie aproksymacji
powierzchni granicznej dla n; << 0,5 niewiele wplyngloby na wynik, gdyz w chwili
uplastycznienia sita osiowa . jest bliska 0,5 (ny = 0,499 dla o = 25, ny = 0,4953
dla « = 4) i strefa dla ry <C 0,5 jest bardzo mala. Za wynikajace réznice w rozwia-
zaniach odpowiedzialna jest zatem teoria deformacyjna.

W stosunku do rozwiazania odnoszacego sig do powloki pelnosciennej [9]
réznice wystepuja jedynie w zaleznoéci p — wy. Dla powlok petnosciennych obwied-
nia prostych ng = const jest parabola przechodzaca stycznie w prosta stanu blo-
nowego przy wy = L lub wy = 2 (zaleznie od sposobu zamocowania brzegdéw),
podczas gdy w rozpatrywanym przypadku powloki warstwowej obwiednia jest
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prosta p=1--1/a lub p =1+-2/a przecinajgea prosta stanu bionowego przy wy=0,5
ot wy = I.

6. Powloka cylindryczna z dana stala sila osiows

Przypadek powloki walcowej z dang stalg sila osiowa sprowadza si¢ do przy-
padku powloki rozpatrywanej w p. 5 przy zmienionym kinematycznym warunku
brzegowym [u],_,; = 0 pa statyczny [#alp. gy = const. Wowczas zamiast ro-
dziny krzywych otrzymujemy dla poszczegdlnych warto$ci 7, rozwigzania, jednoznacz-
ne. Nieokre§lonym nafomiast staje sie przemieszezenie # w kierunku tworzaccej

Traktujac 7, w wyrazeniach (5.1) i (5.2) jako dana ustalong wielko$S, otreymujemy
liniowe zwiazki mi¢dzy cifnieniem p i ugigciem wo. Rodziny prostych przedstawmne
na rys. 3 stanowm ZbIOI‘ rozwmzan dla #nz od 0 do 10

Powyzszy przypadek powlok walcowych 2 danac stalq, wartosqu sﬂy osiowej
1z I zmiennym ci$nieniem byt rozwaZzany w placach [10 i 12]. Jednak autorzy (po-
dobnie jak w przypadku powlok rozpatrywanych w [117) postugiwali sig écistym
warunkiem plastycznosci Treski dla powloki sandwiczowe] (rys. 2a) i teoria defor—
macyjng. Dla ny > 1/2, czyli dla obszara, w kirym powierzchnia graniczna “scista
(rys, 2a) pokrywa si¢ 7 powiexzchnia graniczng aproksymowang (rys. 2b), TOzZWig-
zania sa analogiczne.
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PeswnMe

ITIACTHYECKWIT AHAJIA3 ABVXCJIOUMHEBIX NTAHAPUYECKHHA OBOJIOYEK
VUHUTHIBAIOMUI BIASHAE M3MEHEHAN ®OPMEI

IIpoBOARTCA AYATES BHEAWH LE3MEECHUA QOpMEL Ha HECYIIYIO CITCCODHEOCTE TOHKMK LHIIHH-
ADHIECKAL 0BONOYEK CAHBHMCBOFQ CEICHWsA. YUMTRIBAIOTCH HIMOHCHTA DOPMEL, TONBILAIOTIHECS
I IpornGax NopAFka TOMIIAREL 060N0YKH, PaccMaTpEBAsTCA HOBCHCHHS oBonouek Nox BILIAHECM
BHYTDEHESTO JABICHIS, IPH PA3HBIX CTATHEICCRIX I KEHCMATHICCEIX XPAeBhiX yCIOBIAX. Marepuan
oBOI0UMKY — WECTIO-TNACTYECKHH 063 YIPOYHCHNA, MOABSPTAIOMIPCH YCIOBAIO Tpecra ¥ ac-
COIMAPOBAHEOMY ¢ HNM 39KOHY TCUCHUS.

Summary

PLASTIC ANALYSIS OF CYLINDRICAL SANDWICH SHELLS
AT LARGE DEFLECTION

The object of the analysis is the influence on the limit load of a variation of the form of a thin
cylindrical sandwich shell. The deflection is assumed to be of the order of the shell thickness.
The behaviovr of the shells under internal pressure is considered for various mechanical and kinematic
boundary conditions. The material of the rigid-plastic shell is assumed to have not the strain-
hardening property and to obey the Tresca yield condition and the relevant ‘}aw of flow.

ZAKEAD MECHANIEI OSRODEOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakefi dnia 15 marca 1967v 7\






