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W zagadnieniach dynamicznych, spotykanych przy badapiu maszyn i mecha-
nizméw, w wielu przypadkach nie mozna pominaé odksztalcalnodei niektorych
elementéw zwanych spreZystymi ogniwami fancucha dynamicznego. Decyzja od-
noénie przyjecia lub pominigcia odksztalcalnoéei ogniwa zalezy od struktury me-
chanizmu oraz od wskaZnikéw jakoSciowych ruchu realizowanego przez mechanizm.
Zwykle te ostatnie mie sa nam znane we wstgpnej fazie badania dynamicznego,
lecz stanowia wladnie przedmiot badan. Poniewaz w praktyce mamy do czynienia
7 ogniwami odksztalcalnymi, to uwzglednienie spreZystodci ogniw pozwala na ogél-
niejsze postawienie problemu. W toku dyskusji wynikéw moga wyplyna¢ wnioski,
ktére ogniwa przy odpowiednich warunkach ruchu mozna traktowaé jako nicod-
ksztalcalne.

Ciezar zawieszony na linie mechanizmu podnoszenia diwignicy moze by¢
przedstawiony w postaci mechanizmu ze sprezystym ogniwem, ktdre stanowi
odksztalcalna lina. Jedli punkt zawieszenia liny jest ruchomy, to cigZar wraz z ling
mozna traktowaé jako wahadlo ze spreZystym ciggnem, wzbudzane parametrycznie.

Lufa dziala artyleryjskiego, znajdujacego si¢ na ruchomym pojeidzie mecha-
nicznym lub wyrzutnia rakiet stacyina, lub przewoina moZe by¢ zmodelowana
za pomoca wahadla odwrdconego ze' spreZystym ramieniem, wzbudzanego para-
metrycznie ruchem punkiu podparcia.

Obydwa przyktady o duzym znaczeniu praktycznym $wiadcza o celowodci bada-
nia statecznofci drgai wzbudzanych parametrycznie. Postuzymy si¢ tu metodami
asymptotycznymi, znanymi z prac BOGOLUBOWA i MiTROPOLSKIEGO [1] oraz
Markma [2]. '

1. Zalozenia

Rozpatrujemy wzhadlo Oy A przedstawione na r?s. 1. W polozeniu pionowymj
gdy masa m znajduje si¢ poniZej punktu zawieszenia, w stanie rOwnowagi statyczne,
dlugosé ciggna O; A wynosita . Podczas drgaf wahadia dhugoséé ciggna ulegnie
zmianie, przy czym zimiany dtugoéci okresla funkcja & (#), ktéra przyjmiemy za jedna
ze wspolrzednych unogdinionych. W pierwszym etapie wyprowadzenia réwnan drgafi
ruch masy m zapisujemy w ukladzie inercjalnym ortokartezjanskim x, y. 05 x tego
ukladu skierowana jest poziomo i zwrécona w prawo, a of y skierowana pionowo
i zwrocona w dol. W toku wyprowadzenia zamieniamy zmienne wprowadzajac
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wspotrzedne uogblnione, z ktorych jedna jest wyZzej oméwiona zmiana dhugosci
ciegna &, a druga kat ¢ — a (f) wychylenia wahadta wzgledem osi y. Ciggno wyko-
nane jest z materiatu nieliniowo sprezystego nie wykazujacego wiasnosci reologicz-
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y | |
Rys. 1. Schemat kinetyczny wahadla sprezystego

nych. Charakterystyka sprezysta okreSlajaca napigcie ciggna jako funkcja wydiu-
#enia £ ma nastgpujaca postac:

(11 - ' SF(&) = kE+F (&),
gdzie F(&) jest czefcia j:lie_liniowa funkcji f (&), taka ze
F(&)
im —— = 0.
eoo 1l

Punkt O; obrotu wahadlia porusza si¢ wzdtuz osi x zgodnie z réwnaniem x = A0
i wzdluz osi y zgodnie z réwnaniem y = f (¢). Funkcje fi (8) i f» (f) sa dowolnymi
funkcjami czasu, przy cZzym f1€C2? i fr€C2 Wahadlo realizuje ruch drgajacy
w plaszczyZnie rysunku. W ukladzie wystepuje tlumienie zaleZne od predkosci
katowej du/dt i od predkoéei odkszialceni ciggna dEfdt. Odpowiednic charakterystyki
sq pielinfowymi funkcjami W postaci '

(12 Ri@)=%é+ R €), R(@)=nd+R @)
sdzie %, iy, sa state = 0, By (£) i Ry () sa nieliniowymi funkcjami predkosci, tj.
R
lim ﬁ@ =0, i=12.
le]—+0 |QI

Na mase m dzialaja sity zewngtrzné 01 = Q1 (1) w kierunku wspolrzednej nogdinio-
nej &(7) oraz Qp = Q5 (¢) zgodnie ze wspblrzedna uogdlniona a (2).
Statecznosé drgat wahadia zbadamy w ruchu ustalonym.
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2. Rownania rozniczkowe ruchue

W chwilowym poloZeniu wahadta (rys. 1) érodek masy ma w uktadzie inercjainym' R

wspolrzgdne o o

@ x= (O snath®, ¥ = (8 cos atfa).

Energia kinetchna. T tuchu masy i energia potencjalna ¥ ukladu sa réwne

Q2 T=— m{E2+aHOPRHOHL B2 (/1) sin atf5 (1) cos al +
+ Za(l—l—f) [f1 ® cos a — f,(¢) sin a]},

ke
Y= :i" + mg [(-4-8) (1 — cos o)+ ()] + f F(§) dt.
. : 0

WyraZenie (2.2)‘podstawiamy do réwnaf Lagrange’a I rodzaju:

d(ar) ot v .
—‘}? a&j _“Q?"_'R.'h. J= 2 2,

@3 dq1 = 0gs

gdzie Oy oznacza wymuszenia zewnetrzne, zalezne od czasu, a Ry sity dysypacyjne
w kierunku wspdirzednych uogdlnionych: Otrzymujemy nastepujacy ukltad réwnan:

. H ., K HQl(f)
E—i'fn;cf“l‘af—

— fi()sina — f3(H cos a +

2.4) ' 4 (48 a2 — g (1 — cos @) — By () — F (&),
v, X @ (H L.
a+;§5a+§51na'—"l.gzn£) S B )(2a§+

+f1(t)cosa——f2(t)sma) ( +E) 5—%§Sina——ﬁ2(d).

Uktad (2.4) przy fi = fo = Q1 = 02 = By = Ry = 0 przyjmuje postaé
- mE — (148 a2-+kE-+mg (1 — cos o) = 0,
(I+&) a-}-g sin a+2af =0,

kidra wyprowadzlh Prancis S. TsE, Ivan B. Morsg i Rolland T. HINKLE w pracy
[3]. Sa to réwnania drgah swobodnych wahadla liniowo sprezystego bez thumienia
7 nieruchomym punktem zawieszenia. JeSli fi = &= 0y =03 = R =R, =0,
to réwnanie (2.5) przyjmie postaé

mla+m[g+fs (H]sina = 0,

- spotykana w wielu podrgeznikach z teorii drgan.

W nastgpnych rozdzialach niniejszej pracy rozpatrzymy problem statecznosci
ruchu wahadla wzsledem polozenia réwnowagi qua31~statyczne_; w Kilku szczegol-
nych przypadkach.
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3. Statecznosé drgan wahadia z nieodksztalcalnym ciggnem

Rozpatrzmy drgania wahadla ze sztywnym ciggnem (£ = 0), ktérego punkt
zawieszenia wykonywuje drgania harmoniczne wzdtuz linii prostej, tworzacej z osig
pionowa kat y. Ruch punktu zawieszenia przebiega zgodnie z réwnaniem a sin eo?,
gdzie ¢ oznacza amplitud¢ wymuszenia oraz w czestosé wymuszenia. Jefli pominie-
my sily wymuszajace i ograniczymy sig do thumienia liniowego, to réwnanie (2.5)
sprowadzi sig do nastgpujacej postaci:

2
{3.1) a+ia + —-sm a+ ism wi sin (& —y) =0,

gdzie A = y,/mi? oznacza wspolezynnik thomienia wiskotycznego. Zaktadamy, Ze
przy unieruchomionym punkcie zawieszenia ruch wahadla przy malych wychyle-
niach ma charakter drgajacy. Wynika stad, ze 42/4 < w2 -

Z wiclu wzgledéw wygodniej jest operowaé w réwnaniach rézniczkowych bez-
wymiarowym czasem. W tym celu podstawiamy w réwnaniu (3.1) 7 = o? i ozna-

czamy
w2 1)2 g (w0)2 (a)?- A a
2 — — 2 1Y) =2 i— D ag—
L (w) (a ? few? w k I’ &0 2 1’

(a) Jw ___?Jc
i #ng_‘u’ = 2w

gdzie o3 = g/l jest czestofcia malych drgan wahadia matematycznego.
Po wprowadzeniu do réwnania (3.1) tych oznaczeh otrzymujemy

d2a _da ' . .
(3.2 T T wE + p2 k2 sin a-+-p sin 7 sin (@ — y) = 0.

W réwnanin (3.2) widzimy wielko$¢ oznaczong symbolem p, ktoéra przyjelismy
za maly parametr, bedacy stosunkiem amplitudy wymuszenia kinematyeznego
do dlugosci statycznej ramienia wahadla.

Zaktadamy, ze czesto$é wymuszenia o jest wigksza od czestosel drgan wlasnych
wahadla e oraz Ze dhugo&é / ramienia wahadla jest znacznie wigksza od amplitudy
a wymuszenia kinematycznego, tzn. @ > wq oraz I » a. Z powyzszegowynika k < 1
i 2l

Dokonajmy transformacji zmiennych zgodnic z nastgpujacymi zaleznoSciami:

(3.3 @ = @--usin 7sin (@ —y)
oraz

do.
(3.4 = uQ-4p cos T sin {p — )

dr
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Po usrednieniu funkcji czasu i przeksztalceniach, zachowujac tylko wyrazy z para#.'-
metrem u w poledze pierwszej, otrzymujemy uklad rownan w postaci standardowej:

dy dQ 1 ) _
(3.5 e = uf2, & k| s 2 (p — y)+i2 sin - 2521,

ktére sq réwnowazne jednemu réwnaniu rézniczkowemu rzedu drugiego o stalych
wspoOlezynnikach : '

dlg dp 1
(3.6) + 2pE — e + 2 [Z sin 2 (p — 9)+k2 sin (p] =0

Réwnanie (3.6) dopuszeza quasi-statyczne poloZenia réwnowagi okreslone
zaleZznoécia

1
3.7 Isin 2(p —)+k2sing = 0.

Réwnanie (3.6) w wariacjach przyjmie postaé

d2ég ddyp 1
) + 2u8 *-I-,uz mcos(gv—y)+k2cosqa dp =0,

(3.8)

Przy zatoZeniu dodatniej dysypacji w ukladzie, tzn. 2 > 0, warunek statecznofci
ruchu wahadla ma postaé

3.9 , % cos 2 (g — y}+kZcosp > 0.
W dalszym ciggu nie bedziemy rozwigzywaé trygonomefrycznego rownania
(3.7) w postaci ogdlnej, lecz zbadamy stateczno$é moiliwych potoZed réwnowagi
w kilku charakterystycznych przypadkach szczegoélnych.
Przypadek I Rownanie (3.7) przy y = 0 ma dla ¢ & [0, 2) i k2 <C 1/2 naste-
pujace pierwiastki:

(3.10) p1 =0, g@y=m —arccos2k?, @3—=m, @4=mtarccos 2k

Korzystajac z nieréwnoéci (3.9) zbadamy statecznosé réwnowagi polozen quasi-
statycznych (3.10).

Okazuije sie, ze polozenie réwnowagi p; — 0 jest potoZeniem statecznym, bowiem
w tym przypadku nieréwnosé (3.9) jest bezwarunkowa. Jesli natomiast do tej nie-
roéwnoéci podstawimy g, lub ¢y, to bedzie ona nierdwnoscia sprzeczna, co §wiadczy
o tym, Ze poloZenia réwnowagi statycznej s i @4 nic sg stateczne. Podobnie pod-
stawiajac do nieréwnosci (3.7) ¢3 = m otrzymamy nastgpujaca nierdwnosé [11i2]

1
(3.11) k= <0,

Uwzgledniajac, ze k2 = (wo/w)? (I/a)? otrzymamy z powyZsze] nieréwnosci

(3.12) - o > Y/ Zwq (la)-

Rogprawy Inzynierskie — 7
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Jest to waronek, przy ktorym pionowe polozenie wahadta z masa powyZej punktu
sawieszenia bedzie stateczne. WeZmy dla, przyktadu [ = 40 cm, a = 2 cm; wowczas
czestoSé wymaszenia, pPrzy ktérej drgania wahadla odwréconego bedy stateczne,
w przyblizepiu jest w > 140 1/sek. A wiec pionowe polozenie wahadla bedzie
stateczne, jedli liczba cykli drgafi punktu zawieszenia wzdhz linii pionowej bedzie
wigksza od 22,3 drgaf na sekunde.

Pionowe polozenie wahadla z masa ponifej punktu zawieszenia (¢ = 0) bedzie
stateczne przy dowolnych k. Czesto§é malych drgan bez thumienia dla czasu bez-
wymiarowego 7 jest rowna g 1/32;—|—k2 i odpowiednio dla czasu rzeczywistego
t (sek) rowna [1] Vi (aw/l2-+ ok

Jedli w przypadku @ — 0 czestosé drgaf punktu zawicszenia bedzie réwna
60-1/sek., tzn. w = 377-1/sek., to czestost matych drgan wahadia o = 14,2-1/sek.

Czgstosé drgan tegoz wahadia z mieruchomym punktem zawieszenia g =
— 4,94.1/sek. Efektywna sila restytucyjna zwickszy sig w przypadku ruchomego
punktu zawieszenia (w1/wp)? = 8,2 Tazy. Oczywiscie przy malych drganiach sila
restylucyjna dziatajaca na mas¢ wahadla mafematycznego 2 niernchomym punktem
zawieszenia bedzie taka sama, jak sita dzialajaca na masg wahadia z ruchomym
punktem zawieszenia, jeSli w pierwszym przypadku masa bedzie 8,2 razy wigksza
niz w drugim. :

Przypadek II. Punkt zawieszenia wahadla wykonywuje drgania harmoniczne
wzdluz prostej nachylonej pod katem y = /4 wzgledem osi pionowej. Z warunku
réwnowagi (3.7) otrzymujemy nastgpujace poloZenia rownowagi przy k2 < 1/4:

@ = arc sin (— k2 + ]/m,

¢y = m — arc sin (—k? + ]/}E%—,
@y = = + arc sin (k2 + ]_/;'c4_~l,——%),
@4 = 2w — arc sin (k2 + VW«’Z—) :

natomiast przy wartociach k2 > 1/4 otrzymujemy polozenia réwnowagi quasi-
statycznej:

(3.13)

@F = arc sin (— k2 + ViA+3),

(3.14)
q:r;‘ = g — arc sin {(— k? - ]/k4+%),

a przy k = 1/4 ofrzymujemy "
7 7 1

(.15 et R 3 =g

W tym przypadku warnnek statecznosei przyjmuje postaé nastepujacej nieréwnosei:

(3.16) cos ¢ (k2-+sin @) > 0.

. Poniewaz cosg >0 1 k2-1singy = ViAF1/2 >0, to quasi-statyczne postacie
réwnowagi @ okreslone z odpowiedniej zaleznosei (3.13) sq stateczne dla &2 < 1/4.
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Mozna tatwo wykazaé, Ze polozenie réwnowagt quasi-statycznej ¢ jest statecz-
ne przy k2 << 1/4, pozostale zas polozenia, tzn. ¢o 1 ¢4, nie sa stateczne.

Jesli k > 1/4, to mamy tylko dwa poloZenia réwnowagi quasi-statycznej @
i @3, z ktorych tylko pierwsze jest poloZeniem stateczaym.

Przy k2 = 1/4 sg trzy poloZenia réwnowagi okreSlone wartoSciami (3.15), z kt6-
rych jedynie pierwsze potoZenie, ij. o;* = m/6, jest poloZeniem statecznym.

Przypadek 1IL Punki zawieszenia wahadta wykonywuje drgania harmoniczne
wzdhuz prostej poziomej. W tym przypadku y = #f2. Z réwnania (3.7) otrzymujemy
1/4 sin (2 — 7)+-k2 sin ¢ = @ lub

(3.17 sin g (2k% — cos @) = 0,
skad obliczamy przy k2 < 1/2 katy '

p1 =0, o= arccos 2k,

(3.18)
Q3=70, (4= 27 — arC COS 2k2,

okrelajace polozenia réwnowagi quasi-statycznej. Jedli k2 > 1/2, io mamy tylko
dwa mozliwe poloZenia réwnowagi

(3.19) ) tp’: = 0 i ¢y=m
Odpowiedni warunek sfatecznofci bedzie
—cos 29+2k2cos p > 0
Iub
— 2¢c0s? p-+-2k2 cos g1 > 0.
Mo#na latwo sprawdzié, ze z czterech poloZen réwnowagi quasi-statycznej (3.18)
tylko dwa z nich
'@y = arccos 2k2, @4 = 27 — arc cos 2k2

sg stateczne.

Jesli k2 > %, to stateczne jest tylko jedno polozenie réwnowagi, mianowicie

*
(Pl = 0.

Wyniki dotychezasowych rozwaZan nad statecznoécia drgan wahadta z nicodksztal-
calnym ramieniem podano w tablicy 1.

Tablica 1
Lo . : . ‘Warunek
¥ Polozenie rdwnowagi quasi-statyczae) na k2
=0 dowolne
=0 ¥

v p=u 2<%

P = ke @ == arc sin (—k2-+ ]/ k4+4+0,5) dowolne
4 @ = m+arc sin (—2+ Y A+0,5) <3
o @ = arc cos 2&k* B2<i
g = — @ = 27 — arc cos 24? . K<k
2 p=0 1
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B Przypadek IV. Punkt zawieszenia wahadla porusza si¢ po torze kolowym

" W plaszezy’nic ruchu wahadla. Podstawiajac fi = a sin wt 1 f == acos wt do dru-
giego réwnania ukiadu (2.5) otrzymujemy nastgpujace réwnanie rézniczkowe ruchu
wahadla:

(3.20) o' +2uSa’+p2 k2 sin a--p sin (@ — 7) =0,

kidre po zastosowaniu transformacj

da
¢ =gtpsin(p —1), = pl—pcos(p—1),

obliczeniu pochodnej
dy i

dr I+pcos(p — )

i uérednieniu funkcji czasu sprowadza sig do dwéch réwnan rézniczkowych w postaci
standardowej

dag ] dip
(3.21) i 2uEL — pk? sin g, P L2
Uklad réwnan (3.21) jest réwnowazny jednemu réwnaniu rézniczkowemu drugiego

rzedu
42 qo dp
(3.22) 5+ 2p8 - + w2 k2 sin @ = 0.

Réwnanie (3.22) dopuszcza polozenia réwnowagi gquasi-statycznej przy g =0
i =am
Podstawiajac do réwnania (3.22) ¢ — ¢*+0p otrzymujemy réwnanie w wa-
riacjach w nastepujacej postaci:
d2dg
dr2

ddp
+ 2,u.E'~d7 + w2k2cos pdp =0

i odpowiedni warunck statecznosci cos ¢ > 0. Stad wynika, ze dolne poloZenie
plonowe wahadla jest stateczne.

4. Statecznoéé drgan wahadia z odksztalcalnym ciggnem

Drgania wahadla jako ukladu o dwdch stopniach swobody opisuje uklad dwoch
réwnan rézniczkowych w postaci (2.5). Stateczno$é drgan zbadamy dla przy--
padku wymuszenia kinematycznego fa» = a sin ot dziatajacego wzdluz osi pionowej.
Przyjmujac w réwnaniu (2.5) fi = P1=Py= R = RB,=F=0 oraz v= ot
1 & = al otrzymujemy

L4200 (o fw)2 & = sin T cos a+(1/w) a’2+a’2C — p k2 (1l — cos ),
o' +2uF0 +u2k2 sin e = — psin T sm a-+-2ua’ {’ — A sin v sina +
' + 2u2 0l 0" — 2ula’’ — p2 20’ — k2 ud sin a,

“.1)
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gdzie
ol =klm, wg=ygll, kjmw?= (o),
wyfmo =20, yimol2 = Mo =25 (afl), p=kojwy=afl,
gll? = (wofa2 = K (all2
-Za pomocy transformacii
t=0 —Msinrsind — Ap(1 uéos ), iig = £ — p cos v sin o,

dr

(4.2) ”

o = g-+psin 7 sin @, E= H82 --u cos T sin g,

gdzie A = k2 {ew/w)2, uklad (4.1} sprowadzamy do postaci standardowej. W tym
‘celu obliczamy pochodne

dd d
4.3 P £29+u2 (£214-cos 7 sin ¢), d—j = uf/(1+psin 7 cos ).

Stosujac transformacje (4.2) do pierwszego réwnania vktadu (4.1) 1 ogranicza-
jac si¢ do wyrazéw z parameirem g w potedze plerwsze] otrzymujemy

e _d da 29 (0 .
T3 gy T#sinTsinag — p=rcosTeose = — (£ — pcosTsina) —

@
ﬁq( 1) [@ — psinTsina — Ap(l — cos a)] +sin 7 cos a -

-+ p (21 4 cos 7 sin )2 — pk2 (1 — cos a) +- 2 ... ;

ale .

sin o = sin g sin 7 sin @ cos g,

COS & = COS (p‘w @ sin? ¢ sin 7,
wige
4.4 0 ( l)ng i 2 _
(4.4) P 2\ -} sin ¥ cos ¢, T 2
Tub

dz@ dd 2

4.5) ‘ Tz T2 -+ @=sinvcosyp.

Transformujac drugie réwnanie ukladu (4.1) i pozostawiajgc wyrazy z para-
metrem g w potedze pierwszej otrzymujemy

an
1 ~d—1 = — 2Eu2 L — k2 u?sin ¢ — p?cos @ sin psin2 T — 2u2 @y Dy —

do,
- 2.u2.Qz cosTsing — 2#2@-3; + p2@sinpsinz
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“Tub

a2y . . .
= — 28ufy — k2 psin g — pcos @ sin g sin? 7 —
— 2ufy cos Tsin ¢ — 2p21 922 + p@sin @ sin 7,
dp 0
dr = HResls

Ostatecznie wigc otrzymujemy réwnanie rzedu drugiego:

. d2g _ dP\ do
“o W\ ET gt
' A
- p? (k2+cos @ sin? 7-1-2¢08 T = @ sin 1:) sing = 0.

Statecznodé polozehi réwnowagi zbadamy w kilku przypadkach szczegbinych,
interesujacych z punktu widzenia zastosowan technicznych.

Przypadek I Jednym z polozed réwnowagi quasi-statycznej wahadla jest
polozenie odpowiadajace wartodci @ = 0. Przy tym zatoZeniu otrzymamy 7 réwnania
{4.5) )

2o dd (cul‘

2 .
St —(;) ® — sin 7.

Ruch ustalony opisany jest réwnaniem
sin (t - 8)

@7 ‘ (1) = VW

gdzie

>

N )

(4.8). @ (v) = Usin (t+9), -

Y

do (4.6) i usredniajac wspblczynniki oraz przechodzac do réwnania w warlacjach
otrzymujemy

d2ég
A2

gdzie

dd
4.9 +2uE —;{;—P + p? [k2-4+0,5-+0,5U cos 8] dp = 0.

Odpowiedni warunek stateczno$ci ma postac

k240,54-0,5U cos 6 > 0
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Tub
@.10) , g([)z+1+1 cosd —0
' C le2\a] 2 2]/[E_]2 o ’
mw? m2 w2
gdzie
5= %1/1’.’160
189~ ~ GHmw?) —1°

Przypadek IL. Zbadamy statecznosé potoZenia réwnowagi wahadla ,,0dwrde
conego”. Wtedy mamy ¢ = 7. Z réwnania (4.5) otrzymujemy

Wobec tego drgania stacjonarne przebiegaja zgodnie z Téwnaniem
@1y ® () = —Usin(z — 8).
Uwzgledniajac (4.11) ofrzymujemy réwnanie w wariacjach

d2é dég T .
q9+2 E—g— 2Tk2 — 0,5 — 0,5Ucos 8] op = 0.

@12) e O g

Odpowiedni warunek statecznosci sprowadza si¢ do nastgpujacej nierownofci :
2 1 | ' o
4.13) 8 (l_) _1 _ 08 ? <0.
' ‘ fw2\a/ 2 2]/( k- 1)2+' %E ’
B mo? (mw)?

Reasumujac otrzymane wyniki mozna sformiowaé nastepujace wnioski:

1. Wraz ze wzrostem thimienia x; drgan wzdluznych wahadla spreZystego jego
«sztywnosé dynamiczna» wzrasta i warunek statecznodci (4.10) zmierza do warunku
statecznodei (3.9), ktéry zostal wyprowadzony dla wahadla z ciggnem nieodksztal-
calnym. -

2. Ze wzrostem sziywnodcl, ci_@gn,aﬁ_ takze warunek statecznosci (4.10) zmierza
do warunku (3.9). c e ‘

3, Ze wzrostem czgstosci wymuszenia kinematycznego w «sztywno$é dynamicz-
na» rofnie. e :

4. Stateczno$é drgafi wahadla bedzié tym bardziej trwala, im dluzsze bedzie
ciegno 7 i im muiejsza bedzie amplituda wymuszenia kinematycznego.

5. Przy niskiej czgstosei wymuszenia odk_sztaical_noéé' ciegna wahadla dziala
stabilizujgco na jego drgania w zakresie drgan przed rezonansem. Innymi stowy,
drgania stateczne maja miejsce pIzy nizszych czgstosciach wymuszenia dzialajacych
na wahadlo sprezyste niz na wahadlo nieodksztalcalne.
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6. Jezeli wymuszenie ma czesto§é wyZsza od rezonansowej, to drgania stateczne
mozliwe sa przy duZych czestodciach wymuszenia kinematycznego, tj. Znacznie
wigkszych od czestosci rezonansowej. Drgania w tym przypadku odbywaja sig
w przeciwfazie z wymuszeniem.

Zastosowana W niniejszej pracy metoda badania statecznodci nieliniowych
drgaf parametryczoych umozliwita wyciagniecie wnioskéw jakosciowych o zacho-
waniu sie ukladu mechanicznego o dwoch stopaiach swobody. Zbadali$my wprawdzie
tylko szczegdlne przypadki uktadu réwnaf (2.5), niemniej jednak przy odpowiednim
nakladzie pracy ta sama metodg mozna zbadaé Inne, bardziej ogélne przypadki.

Bardzo efektywne byloby zastosowanie metod mumerycznych w celu zbadania
zakresu zmiennofci parametréw ukladu warunkujacych stateczng ' prace waha-
dla sprezystego w zakresic statecznych polozen réwnowagi okreslonych w wyzej
opisany sposdb.

O duzym znaczeniu praktycznym badafd nad ruchem wahadla sprezystego
§wiadezy fakt, Ze ostatnio ukazuje si¢ wicle publikacji na ten temat w literafurze
$wiatowej w zwigzku z badaniami zagadnienia orientowania sztucenych satelitéw [4].
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PeswomMme

VCTOUYMBOCTE HEMAMENHEIX KOJEBAHMIL YIIPYI'OI'O MASATHUKA
C TIOOBIKHOM TOYKOM ITOJIBECA

PaccMaTpHBAIOTCH XUHEMATHACCKHE BHHYMUCHHEEE KONEO2HM MASTHIKR © COCPENOTOYCHHON
MECCOH, BAXPEINERRON Ha IUIeYe, MITOTOLJCHAOM H3 MATSPHAANA, PEONOTHYeCKHe CBOACYBA KO-
TOPOTO OIMCHIBAIOTCH Mogensie Polirpa.

JIBMKCHAC MASTHEXS OIMCEIBACTCH CHCTEMOH ABYX yemmieiunK maddepenTuantanix, o06K-
HOBCHABIX YPABHEHMH, ¢ NepeMeHHEVEA xooddrmuenramd, B HeCKOMBKNX 0C00BIX CNyYasx, MPO-
BOMATCS, TAKXKES aHAINS KoncGammi ¢ HepedopvupPYeMEIM NIISIOM. HccnenyeTes BIMSHES Hapa-
METpOB, OIUCHBAIOWMK (JFIFYECKNC CBONCTRA IUIBYa MAsTHEKA HA OGNACTH YCTOHYHBOCTH HBM-
IKEHUA.
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Summary

STABILITY OF NONLINEAR VIBRATION OF AN ELASTIC
PENDULUM WITH A MOVING POINT OF SUSPENSION

The subject-matter of the present considerations is kinematicaily forced vibration of a pendulum
with a concentrated mass attached to an arm made of a material, the theclogical properties of
which are described by the Voigt model.

The motion of the pendulum is described by a set of two nonlinear ordinary differential equations
with variable coefficients. In a few particular cases this analysis concerns also an indeformable
arm. The influence of the parameters describing the physical properties of the arm on the sta-
bility regions of the motion is discussed. .

ZAKEAD TEORII KONSTRUKCII MASZYN
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlotona w Redalcji dnia 13 marca 1967 v.





