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1 Uwagi wst¢pne

W kilku poprzednich pracach [31—34] autor rozwazal problem skofczonych
odkszialceh osiowo-symetrycznych powlok w stanie blonowym pIrzy przyjecin
izotropii materiatu. JednakZze w. rzeczywistych powlokach zalozenie to czesto nie
jest spelnione, co ogranicza zasieg poprzednio uzyskanych rezultatow. Tak np.
w konstrukcjach pneumatycznych stosowanych w budownictwie powszechnie
uzywa sig tworzyw sztucznych zbrojonych ortotropowa osnowa [17, 35 i 381, przy
obrébee plastycznej metali anizotropia materiaiu powstaje [3,f20 i21] juz w wyniku
samego procesu technologicznego. Stad powloki anizotropowe od dawna stanowig
przedmiot zainteresowania wielu autoréw, przy czym ze wzgledu na liczne trudnosei
najezefcie] rozpatrywano jedynie mate odksztalcenia [2'1 28). O ile jednak zwiazki
fizyczne wykorzystywane w tym celu w Zakresie spreZystym materiata maja odpo-
wiednie uzasadnienie-do$wiadczalne-i-feoretyczne, o tyle-w zakresie plastycznym,
zwlaszeza przy duZych odksztalceniach, sytuacja przedstawia sig inaczej. Juz bowiem
przy matych odksztalceniach, mimo blisko czterdziestoletnicj historii [29], teoria
ofrodka anizotropowego ciagle jeszcze jest przedmiotem teoretycznych dociekan
[13] i eksperymentalnej weryfikacji. Poczawszy od podstawowej pracy R. HiLLa [19]
powstalo szereg r6znych, na ogét popartych pewnymi doswiadczeniami, koncepcii
nawiazujacych badz to do modelu ciata idealnie plastycznego (por. np. [12, 39 1 40])
badz tez ciala podlegajacego wzmocnieniu (por. np. [22 i23). .

Jeden z gléwnych probleméw takich teorii i zwigzanych z nimi eksperymentow
stanowi zagadnienie stato§ci (lub raczej Zzmienno§ci w procesie odkszialeent) kie-
runkéw anizotropii w ciele. Z uwagi na liczne zwigzane 7z tym trudnoéci tylko w nie-
ktérych pracach [13] przyjmowano, Ze osie anizotropii moga zmieniaé swoje poloze-
nie. Najezedciej rozpatrywano przypadek orfotropii materiatu, gdzie ponadto stale
kierunki anizotropii pokrywaly si¢ na og6t 7 niezmiennymi Kierunkami napigZen
gléwnych. Takie wlanie zatoZenia przyjeli L.R. Jackson, K. F. Smrrg, W.T.
LANKFORD W pracy [24] pos$wigconej doswiadczalnemu uzasadmieniu proponowanej
postaci zwiazkéw fizycznych zachodzacych przy skoficzonych odksztateeniach
ortotropowego oérodka plastycznego. Zwigzki te majg formalnie podobna postaé do
réwnan podanych przez R. Hira [19 i 20}, lecz dotycza rzeczywistych napreZen
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i logarytmicznych odksztalcen, Doéwiadczenia przeprowadzane przez autoréw
pracy [24] przy jednoosiowym rozciagapiu oraz na membranach poddanych dzia-
laniu stalego ci$nienia potwierdzily stuszno$é proponowanych rownan w przypadku,
gdy osie ortotropii i kierunki gléwne naprezen pokrywaja sic i nie zmieniaja
swego poloZenia w procesie obciazania. Podobne réwnania proponowali réwniez
J.E. Dorn [7] i J.C. Fisurr [11]. Przytoczymy je w zapisie podanym przez L.W.
Hu [22]:
dey = [a1 01 — (o 0231 03)] 4D,

(1.1) deo = o 03 — (093 03-+ay2 01)] 4D,

dey = [u3 03 — (a3y o1+apy 03)] dD,
gdzie
(1.2) a1 = apptay, Gy = aptam, 63 == et

sa wspOlczynnikami anizotropii. Warto$ci ich okreéla si¢ do$wiadczalnic [18]
Przez o1, 09, 3 oznaczamy tu rzeczywiste napreZenia gléwne, a przez dey, dey, dey
przyrosty odksztalcefi w danej czastce ciala, wywolane przyrostem obcigZenia.
Zwigzki (1.1) majg czysto fenomenologiczny charakter i sa uogélnieniem znanych
rownan NADAUA [30] na preypadek ciala ortotropowego.

Jesli przez

(1.3) o = Vag (61 — 69243 (02 — 03)2 1031 (03 — 01)2

ornaczymy wielkos¢, ktora w dalszym ciagu nazywaé bedziemy infensywnodcia
rzeczywistych naprefen, a przez

- 1
14 s= oV eaas 61 — aa1 822 ans (an ez — ez 83024 a31 (arg 83 — agas1)?,

(1.5)
- 1
dé = ’l Vg (ags dey — 031 dog)-+-aa (day dey — agpdez)2+asy (ags doy — tp3 dey)?

wielkosci zwane dalej odpowiednio intensywno$ciami logarytmicznych odksztalcer
i przyrostow deformacji, gdzie

(1.6) G = ayz ax3 g3 031-+a3; 41z,

to jak widaé z (1.1)

de
o

(L7 dd =

W celu okreslenia funkcji @ potrzebna jest znajomosé charakterystyki materia-
tu ustalonej na podstawie do$wiadeze. Dla materiatébw wykazujacych wzmocnienie
Przyjmuje sie ja w postaci

(1.8) o = 26K (55 .
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Gdy napreZenia gtéwne w procesie obciazenia wzrastaja proporcjonalnie do
siebie, to podobnie jak w ciele izotropowym [30] ukiad (1.1) staje si¢ réwnowazny
réwnaniom wiaZzacym skoficzone wiclkodcl naprezen i odksztalcen:

g = [y oy — (a2 02+a31 63)] D,
(1.9) &g = [ap 02 — (a3 03-+aip 61)] @,
&3 = [o3 03 — (031 01403 02)] D.

Jefli w rownaniach tych przyjmiemy djp = as = a3 = 1/2, to otrzymamy
zwiazki fizyczne dla ciala izotropowego znane jako réwnania NADATA-DAVISA
[6 i 301

Roéwnania (1.9) wykorzystane zostaly przez A. E. DAPPRICHA, J. MARINA 1 TU-
Lung WENGA [5] do rozwiazania problemu skoficzonych deformacji gruboéciennej
ortotropowej powloki kulistej. Jedli chodzi natomiast o duze odksztatcenia wiotkich
powlok cienko$ciennych, to rozwigzanych zostalo kilka przypadkow opartych
na czysto hipotetycznie przyjgtych zwigzkach fizyeznych

P P R |
1 E; 1 E, Z*E 3
Y12 1 V32
1.10 - = g — %
( ) &g 2 0'1+E262 E 03,
e M3 ’V23-U+1
s A . —
3 E, L E, 2 g 03

zaproponowanych przez A.S. GriGorEwA [16] dla materialdw ortotropowych.
We wrzorach tych ¢j i & sa rzeczywistymi napreZeniami i odksztalceniami, a Ej
oraz v sa to stale materialowe, przy czym

(1.11) Eyvay = Egvip,  Ezvip=Eyvyy 1 Ezviz=Epvy;
je§li material jest niefciSliwy, to ponadto mamy
(112) 1—’1«'12—')’1320, 1——?’21—1’23=0, 1——?’31—’1’32=0.

W przypadku malych odksztalcen zwiazki (1.10) przechodza w znane réwnania
dla sprezystego ciala ortotropowego [2].

Na podstawie zwiazkéw (1.10) L. T. FiEDIR, podobnie jak to poprzednio uczynil
A. 8. GricoriEw [14, 15 1 16] dla izotropowych materialéw niespreZystych, rozwa-
zyt powloke walcows [9] oraz dowolna powloke osiowo-symetryczng [8] poddang
stalemu ci$nieniu wewnetrznemu, przyjmujac nastepnie dodatkowe obcigzenie
w postaci sit inercji [10}. Roéwniez przy obciaZeniu stafym cidnieniem LS. Ma-
MIEDOW rozpatrywal skoficzone odksztalcenia kolowej ortotropowej membrany
[25 1 26] oraz powloki o ksztalcie elipsoidy obrotowej [271.
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Skoficzonymi odksztalceniami wiotkiej powloki stozkowej zajat sig N. P. STRIE-
xozow [37]. Zwigzki fizyczne opisujace ortotropig materiatu przyjal on przy tym
w postaci: :

(1.13} 03 = Ey 8,1 E| 611721 02, 02= Ea ea+Ey S5+712 01 »

gdzie Eq, Ey, Ey By, 121 721 52 10 stale materiatowe, a &ri &2 odksztatcenia gidwne
w micrze Cauchy’ego. Wyprowadzony W pracy vkiad réwnan rdZniczkowych
okre§lajacych stan powloki po odksztalceniu rozwigzany zostal numerycznie
w przypadku powloki cylindrycznej, a rezultaty poréwnano z do$wiadezeniami,
przy czym blad w ocenie ugieé nie przekraczal 15 o

Przy malych odksztalceniach i-duzych przemieszezeniach rozmaite problemy
wiotkich cienko$ciennych osiowo-symetrycznych powlok ortotropowych wykona-
nych z materialéw, kt6rych wiasnoSci opisane s4 za pomocg zwiazkow typu (1.10),
rozpatruja R. TrosteL [35], C. R. SteeL [36], S. A. Avexsmew [1].

Natomiast niniejsza praca jest poSwigcona wyprowadzeniu podstawowych
ukladéw réwnan, ktére przy przyjeciu zwiazkéw fizycznych (1.1) 1ub (1.9) opisuja
stan réwnowagi wiotkich osiowo-symetrycznych powlok w procesic obcigZania
wywolujacego skoniczone odksztalcenia plastyczne. Zaklada si¢ przy tym, 7z ze
wzgledu na osiowa symetrig i charakter obcigzenia (brak sit skrecajacych) oraz

stato§¢ kierunkow ortolropii materiatu (poludnikowy, réwnoleznikowy i normalny
do powloki) spetnione sg warunki, przy ktérych maja zastosowanie zwiazki (1.1)
i (1.9) [24] i wobec tego moga one zadawalajaco opisaé stan fizyczny rozwazanych
powlok. Ponadto przyjmujemy, ze material powloki jest niescisliwy, a odksztalcenia
spreZyste pomija si¢ w poréwnaniu z odksztalceniami plastycznymi. PoniewaZ
powloka jest wiotka i przenosi tylko rozciaganie, {0 mMoga 7ajéé [15; 33 1 34] dwa
przypadki: a) oba naprezenia gtéwne s dodatnie (1 >0, oy > 0); b) napreZenie
pier§cieniowe zeruje sig i powstaja faldy (o1 >0, o2=0).

Przedstawiona praca stanowi wigc uogdlnienie problematyki zawartej w pracach
[33 i 34] autora na przypadek ortotropii materialu.

, 2. Przypadek oy > 0, 02 > 0

2.1. Teoria plynigeia plastycznego. Rozpatrujemy stan rownowagi powloki przed-
stawionej na rys. 1. Wprowadzamy w tym celu ustalony uklad wspélrzednych
X, Y (typu Eulera), ktéry zwiazany jest z nieruchomymi punkfami w przesirzeni
i opisuje formg powloki odksztalconej, oraz drugi uktad r, & (typu Lagrange’a),
gdzie wspolrzedne s sztywno zwiazane Z okreslonymi czastkami powloki i podaja
ich polozenie w stanic nieddksztatconym. Dla uproszezenia w dalszych rozwazaniach
poshugiwaé sie bedziemy wielkofciami bezwymiarowymi:

X Y H

=5 =5 1 »
Ry YRy Hyg

I oo o "
(21) —_-Rl’ n-_--R1’ f“‘f()—“ ngs U= Hl _f;
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ey o R
[e.d.] On=Qalx, 31 —KHw Q'n;(‘ > ,t)?.- .

. Ry
QS :QS(x':y: t) :EIJQS(X, Ya t)a

_—0'1 ﬁO‘z __-(;'
pl—K’ Pz_ K’ pr:

gdzie Hy i H oznaczaja grubodé powloki odpowiednio przed i po odksztalceniu,
gn (X, Y,9) i g5 (X, Y, £) obciazenie przypadajace na jednostke powierzchnt w lie~
runku normalnym i poludnikowym, styczoym do powloki odksztalconej, Ry do-

\\ Hy=Hy )
Ars

Y p=n(e)
gslx.y lirq__’?(é'

wolny rozmiar charakteryzujacy powloke przed odksztalceniem, Hio grubos$é po-
czatkowa powloki w pewnym ustalonym punkcie, # bezwymiarowa zmienng charak-
teryzujacq wzrost obciazen. Gdy dane s3 wymiary powloki w stanie nieodksztaico-
nym, to f jest funkcja znana. S

Zakladamy, ze w powloce powstaje plaski stan napre¢Zenia. Oznaczajac przez
1, 213 odpowiednio kierunki potudnikowy, réwnoleznikowy i normalny do powloki,
 mamy zatem

2.2) 63 =10.
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Stad za$ na podstawie rownan {1.1), (1.3), (1.8) i (2.1) oraz przyjgtego warunku
niedcifliwosci otrzymujemy nastepujace zwigzki fizyczne:

93 dg) — ayy d&!g N P ee
T TN o sn sibate =0, p=26¥()e,
31 d&‘z — 12 dss n ! e ) & ( )
gdzie (por. (1.3), (1.4)}

7 = Vapt — 20201 P2+ 2035

(2.3)

(2.4)

1
g = E]/ a3 B5+20a03 & £3102 & .

Zalerno$é (2.3); najezefciej aproksymowaé bedziemy za pomoca krzywych
dwuparametrowych, jak np. wzmocnienie potegowe

_ _ 1 _
(2.5) o= GK&, W= 5> g1
lub liniowe
- - 1
(2.6) ¢ = GK(1+48), ¥=- 1+

Zakladajac p = 0 lub 4 = 0 otrzymujemy stad przypadek ciala idealnie plastycznego.

W procesie obcigzania zaréwno naprezenia jak i odksztalcenia beda funkcjami
nie tylko potozenia, ale i zmiennej ¢ opisujace] przebieg tego procesu w czasie.
Jako wmienne niezaleZne przyjmiemy wice w przypadku wspohzednych Lagrange’a
g, 1, w przypadku za§ wspllrzednych Bulera x, 7. Przy rdzniczkowaniu pomigdzy
tymi zmiennymi zachodzi zwiazek 341

, > 1 b
2.7) ox  ox O0&
ok

Réwnania réwnowagi wyprowadzone dla elementu powloki w stanie odksztal-
conym przy ustalonej wartobei ¢ maja postaé [34]

23 . %(th) = hpy + :(f; , ;x— (xhpy sin ¢) = x(Qn-Oste ) 5
réwpania geometryczne

1 cosw x :
2.9) g =In e cosg |’ 32:111?, g3 =Inu,

of
a obliczone stad przyrosty odksztalcen (ktore jak wiadomo nie sa rozniczkami
Zupelymi {20 i 34])
2.10)  dey = ngi—kaip dr, de =L?Edt de =L%dt
‘ 1=ox ogor "o BT TE x0T LTI "R
0§
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Funkcje ¢ i ¢ oznaczajg tu (rys. 1) katy zawarte pomigdzy osia x a styczna do powlo-
ki odpowiednio w stanic nicodksztalconym i odksztalconym.
Po uwzglednienin (2.10) réwnanie (2.3); przyjmie postad

ox . o
(2.1D u(anpﬁrazapz)g + x(ap py — Oﬁ121—71)5 =0,

Zwiazki (2.3), (2.8}, (2.9) i (2.11) Iacznie z réwnaniem (por. [34], rys. 1)

oy
(2.12) oy B9

moz#na, podobnie jak w przypadku powloki izotropowej, sprowadzié do ukiadu
pigeiu quasi-liniowych czastkowych réwnan réiniczkowych typu parabolicznego
(charakterystyki & = const, ¢ = const), ktore dla zmiennych niezaleznych &, ¢
majg postac:

dx £ coso oy E sing

O ux cos p 0 Cux cosy’

dpy  p1 o & cosqﬁ( xQs ) pdf
o 2y —

-+ — e ot 0,
of w 0f  ux? cos Jircos | dé
2.13) v ?
o _ £ (& _n )
08 pruxcosy \fu x Sner

ox ou
u(az prtonspa) 3, + x(eepy — appr) 5 =0,

Niewiadomymi sa tu funkcje x (£, 8, ¥ (£, 9, 9w (&, 0, u (&, 1) 1 p5 (&, £). Szoste row-
nanie, to algebraiczny zwiazek (2.3);. W szczegdlnym przypadku gdy Qs =0,
Qn = O = const czwarte z rownan (2.13) mozna scatkowacé efektywnie 1 wowcezas
[34] mamy

2.14) ; w [ _f

. sin @ = »
( P 2fpu " 2fprux
przy czym

(2.15) F:F(t):m

jest beswymiarowym odpowiednikiem wypadkowej P = P(#) st zewngtrznych
dzialajacych bezpofrednio na dno lub krawedZ powtoki.

2.2. Teoria odkszialeeniowa. Jesi zamiast zwiazkdw fizycznych (1.1) przyjmiemy
(1.9), to dla plaskiego stanu napre¢Zenia otrzymamy na podstawie (1.8), (2.1), (2.2),
{2.3)2 1 (2.3)s nastepujace rownania napisane w wielkodciach bezwymiarowych:

(2.16) P = —2¥(op3 sp-tages), pa=2¥(o31 8 — a1 3).

Réwnania rownowagi powloki oraz réwnania geometryczne pozostaja bez zmian
z tym jednak, ze rozniczki czastkowe d/ox 1 ¢/0& zastgpujemy przez réZniczki zwy-

Rozprawy Inzynierskie — 8
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czajne djdx i djdg. Zwiazki (2.8), (2.9}, (2.12) i (2.16) mozemy sprowadzié do ukladu
réwnan zwyczajnych [33] o - : .

de & cosg dy & ‘sin g

de  ux cosy’ - dE ux cosy’

1as
do "de(-_ 'szﬂ)
217y = = o=
@1 d&  Bcosg Esin @ fu¥l’
. ldx[ DAFBT) + 5 ot ]—‘Edi
& “'5‘(26523+BDT)fx dE 20!23+'.(.+. ) Fuloosg)  f 48
P — B(+BD)2

z niewiadomymi funkcjami x (£), ¥ (§), ¢ (&) i u (&). Uktad ten posiada analogiczna
strukture jak dla powloki izotropowej, przy czym ‘

B =2 (ag3 ex-1-0283) = 2 (azs 1Di;“ + apln u) ,

P X .
D= 2(0!3 82+a23 83) = 2(0’.3 In—-+ (23 In u),

£
(2.19) . N
E= 2(&31 83— 012 83) = 2(&3‘1 IDE' — 32 lnu) ,
1 d¥
Tz ———= ——.
2Gs¥ de

W szezegblnym przypadku dla wzmocnienia potegowego (2.5) i lintowego (2.6)
mamy odpowiednio o e
‘ - w1 ' 1

@19 r=%Gw T TR0 A

Jesli w powloce Qs = 0 i On = Q = const, to. trzecie z rownan (2.17) mozna
scatkowaé efektywnie otrzymujac zwiazek (2.14), przy czym F = const [por. 215}

'3, Strefa faldow

W tym przypadkuy oy >0 oraz o =0.Ze wzgledu na (2.2) napreZenia giowne
pozostaja w stalej proporeii: ‘ '
' o o -
3.1 22 2=y,
. o1 g1
. wobec czego Téwnania fizyczne (1.1) i (1.9) sa wiedy sobie réwnowazne [30]. Dia
n_a_szej powloki réwnania fe ofrzymamy przyjmujac w zwiazkach (2.18)



SKONCZONE ODKSZTALCENIA POWLOK ORTOTROPOW YCH 687
skad dostajemy naprzdd zwigzek
(3.3) L om=—e
pomicdzy odksztéiceniaﬁﬁ;"’naéfépﬁie [por. (1.2), (1".6:_).];_‘ :
- 26

(3.4 p1’= i ‘P()Sa,

gdzie [por (1.2), (1.6), (2 4 i3 3)]

;

(3.5) E = _ €3.

31

W szezegdlnodel przy pot@gowym (2 5) i liniowym (2.6} wzmocnieniu mamy
odpowiednio

oo wogld sl

‘2 a3y .

Zwigzki geometryczne wyraZajg sn: teraz, wzorami (sz # x/E, por. (3.3), [33])

dx cosy Y
n(d& cos:p)?

3.7 £ = gg=——Inu, &=Inu.

033

Réwnania réwnowagi maja identyczna postaé z ich postacia w pracy [331:

d _ o
e (hpyué sing) = x(Qn+0s 18 P) ,
x0s

cosg

(3.8)

. d
L mtn—

Ze zwigzkow. fizycznych i geometryczaych oraz rownafl réwnowagli otrzymujemy
ostatecznie uklad réwnan rdézniczkowych:

dx  cosg dy  sing
dE wcosy’  dE w2 ’
39) 5y cos Y
@ B X%0n d_ = J (i ( xQ0s j-_ 1 df)
& Trutbcosy ) TrwEeosy £ T &)

ktérego forma jest taka sama jak dla powloki izotropowej, przy czym p; wyraza
sie wzorem (3.4), a przez J (¥) oznaczono funkcje

. 1 dw\-1
(3.10) ' J(u)=u(2-|—1n—u—|~ . )

Farn
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| Dla potggowego i liniowego wzmocnienia materiatu [por. (3.6)] funkcja ta ma
odpowiednio postaé
Vay
u(A Inu— I)
ulnu ' a3

M, J() = ]/__.
4 —“‘—(ZIIIZH—I) —_

(.11 J@) =

W szezegblnym przypadkn, gdy Qs == 0, cawarte z réwnath (3.9) daje si¢ scalko-
waé efektywnie [por. (3.8)] i otrzymujemy wtedy zwigzek algebraiczny

(3.12) frr2 & = C*

pomiedzy u i & fpor. (3.4) i (3.7)], przy czym C¥* jest stala wyZnaczang z warunku
ciaglodci pa granicy stref. Je§li dodatkowo Qr = Q = const, to Z trzeciego rOwnania
{3.9) mamy [por. (3.8)]

Ox2+F

- {3.13) sin @ = 3C*F 7

gdzie F = const jest bezwymiarowg sila wyrazong wzorem (2.15). Wtedy z dwoch
pierwszych réwnan (3.9) znajdujemy {4]

. CF
3.1 p = @(&) = arc sm[l - (1 - 2C*.)sn2 w]

Oraz

c*
(315  y=y¥+ ]/E [F(B, k) — F(B*, k) — 2E (B, k)+2E(B* K],
gdzie

3.16 ]/ 2 s ]/ZC*
(3.16) pf=arcsin ZC*—F( —sing), k= ,

W:F(ﬁ*,k) - m(E)V%:

przy (;zym

F 7T
317 20% = |F| >0, arcsin SC* <tp<—2—.
Przez
: £
dé
3.18 = e ——
( ) m(é) f HZ(E) cos w(‘s)

£ _
oznaczono funkcje, ktdrej postac zalezy od danej formy i grubodci powloki w stanie

nieodksztatconym [ (£) i f(&)] oraz przythe] charakterystyki materiatu ¥ ()
[por. (3.4)].
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W powyzszych wzorach F (8, k), E (8, k), ... oznaczaja niepelne calki eliptyczne
pierwszego i drugiego rodzaju, a snw funkcje eliptyczna Jacobiego. Wielkosci
oznaczone gwiazdka odnosza si¢ do granicy stref.

4 Przykiady

Dla pewnej ilustracji poruszonych problemow rozwazZymy dwa proste przypadki
majace elementarne rozwigzanie. I tak weimy pod uwage nieskoficzenie dlugg
cylindyrczna powloke o jednakowej grubosei obcigZona stalym ciénieniem wewnetrz-
nym. Bezwymiarowe napr¢zenia py 1 po obliczone z rownan réwnowagi maja wiedy
posta¢ [16 1 31]

o Ox O
“.1) nE s T

Stad zas na podstawie zaleznodci (2.3); i (2.16) otrzymujemy

a3 — g2 a3+ a3
4.2) g = =gy, e = —-———g=Inh g=Ix,
tF a3 aytap3
o343

h=x C‘ztta-

Zwiazek fizyezny pomigdzy p i & przyjmujemy w postaci
(4.3) p =&,
przy czym jak wynika z (2.4), (4.1) i (4.2)
Vg +an

82 .
a-+023

4 5oV, i
Qstatecznie wiec mamy stad

— oy 4oy
2 (l/a1+4azs 1“)# et
Vay+dag | oatoo

“.5) 0

W szezegdlnym przypadku gdy
(4.6) a2 = ap3 = ap =0

material powloki [por. (1.1) — (1.5)] nie pozwala na powstanie odksztalcen w kie-
runku réwnoleznikowym (s, = 0, x = 1). Intensywno$é odksztalcenn & staje sig
wtedy symbolem nicoznaczonym [por. (2.4)]. Jeli obliczymy granicg tego wyra-
zenia, gdy «p 1 a3 zmierzaja proporcjonalnie do zera, to otrzymujerny

. _ &
.7 8= — —r

Vs

il

(4.8) Q = 2h(~Inh) agy

1 wtedy
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i Gdy ze wzgledu na materiat powkoka nie moze dqznaWaé odksztatcefi w kierun-
kwosiowym (=0, to 0
@9) o = oy = o1 =0

Po przejéciu do gramicy 7z @12 i az; tak samo jak poprzednio obliczamy

. ‘ ] . . . &
(4.10) : g = ——,
A nastepnic -
O o . Y i
4.11) 0 =x2(lnx)ay °

Przy obciaZeniu tej samej powloki osiowq, sita rozciagajaca P = const bezwy_mia—_
rowe naprezenia wynosza [por. 2.15) :

4.12) PL“‘th" pr=0.

Stad za§ na podstawie (2.3)2 i (2.1.6) otrzymujemy zalezno$é pomiedzy bdkszté}ce’-
niami

oy a3t
4.13 g = — ——8&y, &= "8,
(4.13) 1 ‘(1122“37,&1‘22
skad b= x%2.
Przyjmujac prawo fizyczne w postaci (4.3), mamy zatem
o =y
(4.14) F = X (—3—.111 x) :
‘ ]/011 @12 )

Przy braku odksztalcalnosel materiata powloki w “kierunku rownoleZnikowym

otrzymujeny - Cen .
: ol

F=2h(-nhfay *

a jesli tworzywo powloki nie pozwala na odksztatcenic w kierunku osiowynl, to
sita F moze byé dowolnie wielka (w granicach wytrzymalosci materiatu).

3. Uv_.vagi kofcowe

Przy wyprowadzaniu réwnai (2.13) i (2.17) Tlub (3.9)] jako zmitenne ntezalezne
przyiglismy odpowiednio &, ¢ oraz £. Czesto wygodniej jest, gdy zamiast tego Przyj-
miemy zmienne 7, { oraz 1 (np- powloka walcowa}. Witedy wspomniane wyZzej row-
nania beda mialy posta¢ taka sama jak poprzednio Z tym jednak, ze pochodne
0/0& 1 dJdE nalezy odpowiednio zastapié przez 6/on 1 dfdy, a cos p Preez sin y. Dla
powloki walcowej ponadto & = siny = 1; w réwnaniu (2. 17)4 trzeba pomina

i . 1
& (2093+BDT), a w TéWnaniu (3.9)4 czton - e
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Warunki brzegowe i poczatkowe dla réwnan (2.13) oraz warunki brzegowe dla
réwnan (2.17) sa analogiczne jak ddpdwiednie warunki oméwione w pracach [34]
i [33] dla powlok izotropowych. Jedyne r6znice dotycza wzajemnych zwigzkow
pomiedzy py i p2. T tak w przypadku wierzchotka kopuly z warunkow. dey = dey
oraz g = &y otrzymujemy jednakowo \ .

op-t
- P
o1+ 12 2

1) | =
Natomiast dla danego trwalego odksztaleehia konturu ey =k 2 teorii plynigcia
‘plastycznego (der = 0) mamy

52) . = - P,

(52) . S TR

a z teorii odksztalceniowej

&2 S3+023 k

3). = :
(5 ) : IH a1z &3 —— 031 k P2

‘Wyniki te sa'c_ zgodne tylko w przypadku nieodkéita{calnego konturu, czyli gdy
k,ﬁO.- - L Lo .
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Pesiome

KOHEYHLIE AEGOPMAITIAH
HEVIIPYTHX, THBKITX, OPTOTPOIIHLIX OBOJIOYEK
BPAIEHWA

B pafotc BRIBOAATCH YpasHeHns [nnd TeopHH mracTHYeCKoH Texy4ecTH — cucrema (2.13),
Aa Teoprd pedopmammn — cacteMa (2.17)], XOTOPER B NPONECCe HATDYIKH, ONMCEIBAOT IIOBS-
gcume rrbKcH, OPTOTPONHON O6ONOYEM BPANICHHS B Ge3MOMSHTHOM COCTONHHM, IDH KOHGTILIX
Heynpyrux pedopManuax. B xavecTse dmsuweckmx ypapmeHuit mpumaro {22 w 24] zasucEMocTi
(1.1) wmu {1.9) cripaBeAANBLIE B CAYUAIX, KOTHA HaXPABIECHAN OPTOTPOIHH B MATCPHAIE COBIAKAT
€ TIABULIME HAODABHCHMAMM M HE FOABEPTAMOTCS H3MEHSHUIO B OPOIECCe HATDY3iH, OHM CBA3HI-
PAIOT HCTHHHLIE HAKPSOKSHHS ¢ Aorapudmmyeckumu nedopMammaned ¥ SensioTes 00obmeHreM
ypasmermit Hanas-Jesuca [30] nns cayuas OPTOTPONHOIC MATEDPHATA,

Bauny Toro, 910 0G0NOYRA BOCHPHHAAMACT TONBKO PACTATHRAIONHKE HANPKCHHE, DACCMATPH-
BAYOTCS KB CAYYAs: a — KOTHA 00a IIABHEIS HANPMKCHET — MOIOXATENsHEX {0 > 0, o2 > 0}
¥ 6 — xorma KOMNLIEBOG HAHPSKCHHE pasHe Hymo {02 > 0, oy = 0), B sagmouenwm paercs
SNEMEHTAPHELE DpPUMED OPTOTPONHON IUAWAAPHISCKOH OGECKOHEWHO MIMHHOA OBOHOMKH, HOK-
BEPHEHHONR TOCTOSHHOMY BAYIPCHHEMY JABNECHMIO MM PACTIKEHMIO OCEBOH CRIOIL,

CraTes asnseTca pacomperreM pabor asropa [33 w 34] va caywail oproTponHoro Matepuana.

Summary

FINITE ANELASTIC DEFORMATION OF FLEXIBLE
CYRCULARLY SYMMETRIC ORTHOTROPIC SHELLS
UNDER A MEMBRANE STATE

The object of the present paper is to derive the Eqs. (2.13) in the case of the theory of plastic
flow and (2.17) in the case of the strain theory describing in the course of the loading process the
behaviour of a flexible, cyreularly symmetric orthotropic shell in a membrane state under finite
anelastic deformation. The physical relations are assumed in the form (1.1} or (1.9) which are valid if
the directions of orthotropy coincide with the principal directions and remain invariable in the
course of the loading process. They relate the true stresses with the logarithmic strains and constitute
a generalization of the Nddai-Davis equations [30], into the case of an orthotropic material.
Tensile stress being the only one transmitted by the shell stresses, two cases are considered in which
a) both principal stresses are positive (01 > 0, o2 > (), b) the circumferential stress is zero (o3 > 0,
a9 = 0). Finally, an elementary example is given for an infinite orthotropic cylindrical shell subject
to a constant internal pressure and a tensile axial force.

The present paper constitutes a generalization of Refs. [33 and 34] of the present author, to
the case of an orthotropic material.
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