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1. Wstep

Jedna z charakterystycznych cech ukladéw nieliniowych jest mozliwo$E wzbudzenia
w nich drgan o czgstodciach w réznych od czestodei @ sily wymusrajacej. Stosunek
w/6 moze wyraZad si¢ Whamkiem #/m, gdzie n, m sa dowolnymi liczbami naturalnymi;
wiedy méwimy o Istmienin rezonansu subharmonicznego rzgdu n/m. Prey nfm = 1/2
wystepuje tzw. rezonans gléwny. Ma on podstawowe znaczenie techniczne z nwagi
na szezegOlnie silng niestatecznodé ukladu drgajacego (duze amplitudy) oraz naj-
. wigkszg szeroko$é obszaru niestateczZnosci. _

Rezonans subharmoniczny byt przedmiotem licznych badan [1-3, 5-8, 10-13],
przy czym najwiccej uwagi poswigcono ulkladom z nieliniowoscia typu Duffinga.
W ninigjszej pracy zajmiemy si¢ dynamiks uktadu z nieliniowa bezwladnodcia
z uwagi na mozliwo$é wzbudzenia drgan subharmonicznyeh rzedu 1/2 przy wymu-
szeniu parametrycznym.

Zagadnieniem tym zajmowali si¢ W. W. BoroTiN [2] i G. Scamipt [11]. Pierwszy
z nich przeprowadzit obliczenia przybliZone opierajac siz na wariacyjnej metodzie
Galerkina; autor ten stwierdza (str. 139), i problem wymaga dalszych badan.
W. W. BorLoTIv rozpatrywal talZe zagadnienie sprzezonych drgan podluzno-gictnych
preta z masa skupiong na koficu ruchomym, jednakse w rozwaZaniach tych pomijal
mase samego preta ([21, § 31).

G. Scamipr badal omawiane zagadnienie w ujeciu ogdlniejszym, uwrgledniajac
oprécz nieliniowej bezwladnofcl takze nieliniows spreZysto$é oraz nieliniowe tiu-
mienie. Przy zastosowaniu bardziej precyzyjnego niz BoLoTIN aparatu matematycz-
nego otrzymat on jednakZze wyniki malo przejrzyste, nie uwydatniajace wplywu
" nieliniowej bezwladnodci na powstawanie rezonansu.
© W tym sensie rozwaZania poniZsze stanowia uzupelnienie badan nad gléwnym
' rezonansem subharmonicznym w ukiadzie z nicliniows bezwiadnofcia.

2. Rownanie drgan

Weimy pod uwage ukiad przedstawiony na rys. 1. Istnienie cigzarka &, ktéry
- jest zwigzany z ruchomym przegubem A, sprawia, Ze w réwnaniu ruchu cigzarka H
_‘pojawia sig wyraz charakterystyczny dla tzw. nicliniowej bezwtadnosci. Zaklada
sig, ze prety AS1BS sa niewazkie, a sprezyna ma liniowa charakterystyke i sztywnosé c.
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W pracy [4] rozpatrzono drgania swobodne takiego ukladu, przy czym wskazano

tam na jego analogi¢ z pretem ciaglym z dodatkowym ciezarem na koncu, o ile

pominiemy §ci§liwo$é osi preta, czyli zalozymy nieskoficzenie

wielka predkosé propagacii fali sprezystej. To ostatnie uproszczenie

jest rtéwnoznaczne z pominigeiem drgan podluznych preta.
Niechaj na przegub ruchomy dziata sita

P (1) = Py+Picos Ot, Py, Py, @ = const

w kierunku prostej pionowej, przechodzacej przez punkty 4 i B.
' Poniewaz przemieszczenie w punktu przyloZenia sily zwigzane
jest z przemieszczeniem y cigzarka H zaleznoScia przyblizona
u= y2[l (por. [4], wzOr (2.7)), przeto przesuni¢cie przygotowane
8u = 2pdyfl, a praca przygotowana sily P (1)

P (5) bu = 2 (Py+P; cos B1) yiy/l.

Jest to zatem wymuszenie parametryczne wzglegdem przemiesz-
czehi y. Jezeli uwzglednimy tarcie liniowe (o wspdlezynniku k),
towarzyszace poziomym przemieszczeniom cigzarka H, to otrzy-
mamy nastepujace réwnanie ruchu (por. [4], réwnanie (3.1)):

Rys. 1

a2y dty dy\? '
.0 —+h"* + w y+ 2y + =1 yl ={petpecosbt) y,

de? dr
" gdzie
r=1Vegll, 6=6V e po=2PJ/H>0, p =2P/H>0,
@2 = 1-L4G/H, ot = (c — H — 2G)[H > 0.

Jezeli w (2.1) pominaé ‘wyraz nieliniowy, to otrzymamy réwnanie Mathieu, co jest
oczywiste z uwagi na parametryczny charakter wymuszenia. Teoria tego réwnania
jest dobrze znana (np. [9]). Jednakze nieliniowa bezwladno¢, jak sig przekonamy,
wprowadza istotne zmiany w zachowaniu si¢ preta obcigZzonego pulsujaca sila osiowa.
 Zauwazmy, iz réwnanie (2.1) jest silnie nieliniowe, albowiem wspdlezynnik /12,
stojacy przed wyrazem nieliniowym, na ogdt nie moZe by¢ traktowany jako maly
wobec pozostalych wspélczynnikéw réwnania, gdyz x € (1, o).

Jezeli wprowadzimy wspoirzedng uogdlniona x = xy/l, a réiniczkowanie wzgle-
dem 7 oznaczaé bedziemy kropka, to (2.1) przyjmie nastgpujacq postaé:

(2.3) x+hx+n2x+;(——pxcos@r—|— xx2 -+ x2 x) = 0;
tutaj p = xpy, za$ n = (@2 — p)? jest bezwymiarowsa czestoécia wlasna ukladu

liniowego (tzn. bez cigzarka G) przy dzialaniu stalej sily osiowej Py przylozone]
w przegubie A4,
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3. Glowny reronans parametryczny przy 0 = 2n

' Rozpatrzmy najpierw istotny dla dalszych rozwazaf przypadek, kiedy pulsacja
sity wymuszajacej 6 = 2n. Pomijajac na razie tfumienie ( = 0) otrzymamy zamiast
(2.3) '

" 1 .. .
(3.1) x+n2x+;(—p0052m+xx—{-xz)x;o.

Nie trudno przekonac sig, Ze réwnanie to posiada rozwigzanie subharmoniczne:

(3.2) X =y SINRT = Xa, & — const >0,

ktore jest rozwiazaniem doktadnym. Podstawienie (3.2) w (3.1) daje bowiem réwnanie
(an/x) (02 a%, — p) sin nv cos 2nt = 0,

ktdre jest spetnione niezaleznie od = dla g, = 1/5,:';1. Oznacza to, Ze przy 0 = 2n
mozna w ukladzie wzbudzié «czyste» drgania subharmoniczne rzedu 1/2, tzn. bez
udzialu wy#szych harmonicznych,

Powstaje pytanie, czy drgania te moga wystapic przez dowolnie diugi okres czasu.
OdpowiedZ na nie daje analiza statecznoéci rozwigzania (3.2).

W tym celu zbadajmy zachowanie sig ukladu po wywolaniu malego zaburzenia
w jego ruchu. Przypusémy, Ze amplitnde drgan cigiarka H zmieniliémy nieznacznie
0 a, tzn. @ = an+a. Poniewaz w ukladach nieliniowych zmiana amplitudy pociaga -
za soba zmiane okresu drgan, przeto, aby zachowac ich subharmoniczny charakter

" wzgledem wymuszenia, musimy ponadto uwzgledni¢ zmiane czestosci drgan. Dlatego
Zamiast sin a7 bedziemy pisali sin (rr+¢), Odnoénic wariacji ¢ i ¢ zauwazmy, Ze sa
one wielko$ciami:

1) zmiennymi, tzn. «¢ = a (1:),:' o= ¢ (1),

2) na tyle malymi, ze wyrazy zawierajace o2, ¢2, a¢ itp. moga by¢ pominigte.
Wiedy podstawienie x = {ay-+a) sin (nt+0) do (3.1) daje réwnanie

. o Lf3 L. 3 .1
I;am2nano’—f- y (Taia _?nzaia—naiJ“F‘fpa) +
1 3 . . w, 1{1
+2—x(n2an—paﬂ) sin(pr 4+ 06) +|2na+ apo + — " ?nana—%- x

x cos (nt+0)-+wyrazy zawicrajace wyzsze harmoniczne = 0.

- Badajac stateczno$¢ subharmoniki podstawowej uwage nasza mozemy skupié
wylacznie na wyrazeniach stojacych przy sin (nt-+0) i cos (nt-+0). Uwzgledniwszy,
ie ay = ]/}fjn, otrzymujemy nastgpujace réwnania w wariacjach:

' 3 1
3.3 a—2 175‘+ —— pa — po —-*pm& =)
a2
oraz

i
69 M + — fa+ ( pa+ 3p3"20') 0.
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- Jereli rozwiazanie tego ukladu réwnar jest stateczne, wowczas to samo moZna po-
" wiedzieé o rozwiazaniu réwnania (3.1). Badanie réwnania w wariacjach jest bowiem

' féwnowazne okrefleniu czy amplituda drgai opisanych réwnaniem (3.1) wzrasta,

" czy tez maleje z uplywem czasu po zaburzeniu.

WeZmy najpierw pod uwage rownanie (3.4); jezell przepiszemy je w postaci

2n (L4 pfaur?) & = — (/ pjm) (L + pl4un?) G,

to po uproszezeniu przez (1+-pf4xn?) # 0 i po scalkowaniu otrzymamy

. 21
3-5 g = — & - C()nSt.

Nastepnie wynik ten podstawiamy w (3.3) otrzymujac ostatecznie
- (3.6) (1 4 3p/doen?) @+ (@2 + pfr) o = const.

Poniewaz wszystkie wyrazy zawarte w obu nawiasach sa dodatnie, przeto réwnanie
powyisze opisuje ruch harmoniczny prosty. Wynika stad, 7e a jest okresowq funkcja
7 o stalej amplitudzie. Amplitudalne zaburzenie ruchu nie wzrasta, ani tez nie maleje
wraz z czasem, wywolujac jedynie tzw. dudnienie, czyli drgania o amplitudzie oscy-
1ujacej pomigdzy wartoéciami ap+a i an — a. Jest to szczegblny przypadek rdéwno-
wagi dynamicznej o charakterze obojgtnym, ktory mozna uznad jako szezegdlny
przypadek statecznoéei orbitalnej. Wynik ten niewatpliwie jest reznltatem pominig-
cia oporéw ruchu, albowiem przy uwzglgdnieniu liniowego thumienia otrzymaliby$my
znany efekt asymptotycznego zanikania amplitudy zaburzenia, O ile jakie§ zaburze-
nie ruchu zanika przy {— oo, to analizowane drgania ukiadu s asymptotycznie
stateczne.

Zagadnienie to rozpatrzymy jeszcze w ogoluniejszym ujeciu w p. 6 przeprowadzajac
odpowiednie rozwazania energetyczne. Ostatecznie stwierdzamy, ‘7e przy para-
metryczaym wzbudzenin drgan sila o dowolnej amplitudzie i czestosel 8 — 2n
w rozpatrywanym ukfadzie dynamicznym pojawig si¢ stateczne drgania subharmo-
niczne rzedu 172,

4. Rezonans parametryczny przy 0 + 2n. Rownarie energii

Jezeli 0 # 2n, to oprécz podstawowej subharmoniki rz¢du 1/2 wystgpia jeszcze
harmoniczne wyzszych rzedéw. Aby ustalié warunki, przy ktorych mozliwe jest
w tym przypadku wzbudzenie ustalonych drgaf subharmonicznych, wykorzystamy
metode malego parametru przy réwnoczesnym zastosowaniu wariacji staiych.
Ten sposéb podejécia (stosowany w mieco odmiennej postaci przez STRUBLE'A
i YionouLisa [12]) jest szczegdlnie korzystny w rozpatrywanym tutaj zagadnieniu,
albowiem prowadzi do ukiada réwnan nieliniowych, ktére daja sig scatkowaé
przez kwadrature. :

Najpierw musimy wprowadzi¢ do rozwazan maly parametr e. Jako taki mozna
uznaé odwrotno$é wspdlezynnika nieliniowosci » = 1-+4G/H > 1, czyli
- 1 H
% HLAG’

4.1 ) g = g > 0.
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Poza tym, z uwagi na dalsze rozwaZzania, bedziemy przyjmowali, Ze czgstos¢ wymu-
szenia 6 moze byé zmienna piszac p cos 2y (1), tak Ze chwilowa warto§¢ tej czestosci
6 = 2. Zaniedbujac w dalszych rozwazaniach tlumienie otrzymamy nastgpujace
réwnanie ruchu w postaci quasi-liniowej:

42 X --n2 x =g (px cos 2p — xx2 — X2 x).

W punkcie 3 wykazali$my, s¢ gdy 6 = 2n, to réwnanie (4.2) ma rozwigzanie sub-
harmoniczne Xxp = apcosnr, W ktérym amplituda @, = ;G/n = const. Gdy
i # 2n, to zaréwno amplitude 4, jak i czgstos$é k drgan begdziemy traktowaé jako
wielkoéci zmienne, tzn. @ = a (), k = k (7). Badajgc drgania subharmoniczne
musimy oczywiscie zalozy¢, Ze w kazdej chwili spelniona jest réwnoéé 0 = 2k,
czyli k= ¢(r). W zwigzku z tym subharmoniczne rozwigzanic réwnania (4.2}
w N-tym przyblizeniu przyjmiemy w postaci nastgpujacego szeregu skonczonego:

4.3 x{7) =‘a () sin p (2)+exy (T)+82 x5 (D) ... xy (7).

Ograniczymy si¢ do rozwigzania w pierwszym przyblizeniu. Podstawienie (4.3) do
(4.2) przy zachowaniu wyrazéw zawierajacych & w potedze nie wyZzszej od 1 daje
nastepujace rownanie:

(4.4) [a-- (2 — 2 alsiny - (2ay -+ ay) cos p + & (X + 12 xy) =
[— 2pa — 3 (aa+ a?) a+ 2a3 p2] sin ¢ -+ —zm(ﬂ adp — 2aa ) cos p+
€ “ . .
+ T 2pa-+(aa-- a®) a — 2a3?] sin 3p +
, .
+ I(af*{u 4+ 2 aa2y) cos 3p+ O (s2).

Réwnanie to bedzie spetnione z doktadnoscia do malych rzedu &2, jezeli przyjmiemy

“ . 1 3 .. 1 .
4.5) a+(n2—1,u2)a:ﬁjepa—j‘r—s(anraz)a-i-?ea%pz,

.. w 1 w 1oL,
4.6) 2ap t-ay = — Tsah‘u - 78&&211),

4 Nx +n2x = s [2pa+(aa +a2) a — 2a3y?] sin 3y + ry (@3 2aay) cos 3.

WezZmy najpierw pod uwagg réwnanie (4.6); przepisujemy je w postaci nastgpujacej:

20 (1-+aa4) = — aip (1-+o?}4);
2. stad
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3 tiwzglédniajac, Ze 9 — dip/dv, mamy po wyeliminowanin 7 autonomiczne réwnanie
" _z"'iﬁiennyk:h- rozdzielonych:

da . d
2—: -——:{f_
a .

Calkowanie daje 429 = const, przy czym stalg catkowania wyznaczymy z warunku,
ze dla 9 =n, tzn, 0 =2n mamy a = ]/ pln; osiatecznie olrzymujemy mnastgpu-
jaca catke rownania (4.6):

(4.8) @ = pfn.

Wzér powyiszy wymaga pewnego wyjasnienia. Sita wymuszajaca dziatajac na
rozpatrywany ukiad dynamiczny z dowolng czestoscia # na ogdt wprowadza ten
uklad w stan nieustalony, czyli wywoluje drgania o zmiennej amplitudzie, Wiadomo
jednak, 2¢ w ukladach nieliniowych okres drgan zalezy od amplitudy. Jezeli zatem
drgania mimo ich nieustalonego charakteru maja byé subharmoniczne wzgledem
wymuszenia, tzn. w kazdej chwili ma byé spelniona réwnoéé 6 = 2k, to czestoéé
chwilowa ¥ drgan podstawowych, a tym samym czgsto§ci wymuszenia 2% musza
zmienia¢ si¢ odpowiednio do zmieniajacej si¢ amplitudy. Ta «odpowiednio$é»
w ukiadzie z nieliniowa bezwladnoécia okreéla wlasnie wzdr (4.8).

Przejdzmy z kolei do réwnania (4.5). Jezeli wprowadzimy do rozwazaf predkoéé
zmiany amplitudy @ = b, to @ = b db/ds, a wyraz charakterystyczny dla nieliniowej
bezwladnodci przeksztatea sig nastepujaco (por. [4], p. 5.1):
d (ab) d (ab)
da TP 4
Po dokonaniu tych podstawiefi okazuje sig, e w réwnaniu (4.5) mozna takse roz-
dzieli¢ zmienne:

a(aa+a?) =a(ad) =a(@h) =a

1 2 2 1
bdb+[(nz+78p)a—-g‘i i—i—]

3 .
e a B da—l—Téqbd(ab):O.

Jest to juz réwnanie autonomiczne; po scatkowaniu otrzymujemy
4.9) b2-+(n2+-ep/2) a® — & (p/n)2 In a+(p[n)? a=2-+(3/4) ea? b2 = co.

Pierwsza catka réwnania ruchu jak wiadomo okresla energig mechaniczng uldadu.

Poniewaz w réwnaniu (4.9) wystepuja nie dowolne, lecz amplitudalne wartosci

wychylenia, przy ktérych energia kinetyczna jest réwna zeru, przeto lewa strona

wspomnianego réwnania okrefla amplitudalng warto$é energii potencjalnej uktadu,
Jezeli wprowadzimy oznaczenia

(4.10) (2 4-ep/2) a2+ (pin)2 a—2 — e (p/nP2 Ina = @ (a),
14-(3/)za? = ¥ {a),

to dla danych warunkéw poczatkowych a(0) = ag, b (0) = by stala catkowania
okrefla wzér

.11) co = D (ap)+-02 P (ap).
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Réwnanie' energii przy oznaczeniach (4.10) przyjmuje postaé nastepujaca:
(4.12) B (D) +b2 ¥ (a) — ¢, .

Wynika z niego, Ze amplitudalna warto$¢ energii potencjalnej uktadu jest stala nawet
w stanie nicustalonym, tzn. przy & # 0, o ile tylko zachowany zostanie przy tym
warunek rezonansu 6 = 2k. Tym niemniej amplitudalna energia kinetyczna, a tym
samym 1 catkowita energia mechaniczna ukladu w stanie nieustalonym moze ulegaé
zmianie.

Stale @y i by oznaczaja amplitude oraz predkosé jej zmiany w momencie poczatko-
wym, tzn. w chwili, kiedy zaczgla dziala¢ sita wymuszajaca. Ze wzoru (4.10) wynika,
7e-dla @ — 0, @ (@) — oo, przeto, aby ¢y <C oo, powinno byé¢ ay > 0. Wnioskujemy
stad, ze dla wywotania drgan wymuszonych uktad w momencie przyloZenia sily P (%)
powinien juz znajdowac si¢ W stanie A

N | - e=const
wstepnego wzbudzenia, przy czym b, e const
moze by¢ dodatnie, ujemne lub réwne \ p=const:
zeru. _ Ca

b ¥ (o)

' 5, Stany ustalone i nieustalone. Portrety 2p ~
fazowe

45(%).

W stanie nieustalonym amplituda
drgafl zmienia sig, czyli b # 0. Zalez- ’ 7
noé¢ b (@) mozna wyznaczyé z réwna- O Q OQp Qx a
nia energii (4.12):

. co — D (@) 12
o a-[252e)

" Jezeli zrealizujemy odpowiednic wa-
‘runki wymuszenia (o ktérych bedzie ad  ag ok a
‘mowa w dalszym ciagu), to mozna
-uklad doprowadzi¢ do stanu ustalone-
: g’o: w ktorym wystapia drgania subhar- Rys. 2

-moniczne o stalej amplitudzie g — a,

'Ponlewaz wtedy b =0, przeto wartosm @, si micjscami zerowymi réwnania

P (a,) = ¢

by

‘agadnieniem statecznoéci tych drgaf zajmiemy sie w punkcie nastgpnym.

. Przy ustalonych wartosmach & n, p obrazem funkcji @ () jest krzywa przedsta-
wiona na rys. 2A.

-f'-Latwy rachunek wykazuje, Ze funkcja @ (@) ma minimum bezwzglgdne zawsze,
L “przy kaZdej dodatniej wartosci liczb &, n i p. Jest rzecza znamienna, iz dla gp < n2
OW _praktyce przewaznie ma miejsce} minimum to wystepuje przy a = ]/ pin = ag,
zyli-gdy 0 = 2n 1 jest bliskie wartoéci 2p. Widzimy zatem, ze «czyste» drgania sub-
‘moniczne, oméwione w p. 3, wystepuja przy minimum funkcji @ (a); wigze si¢
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to ze szczegdlnym stanem réwnowagi uktadu, o czym bedzie jeszeze mowa w punkcie
nastepnym. ’

Majac do dyspozycji krzywa @ () mozemy wyznaczy¢ amplitudy drgaf ustalo-
nych, oczywiscie, jezeli ponadto okreflony mamy stan poczatkowego wzbudzenia
za pomoca parametrow ag i bg. W tym celu do rzednej @ (ap) dodajemy odcinek
b2 & (ay), poczem przez jego koniec prowadzimy prosta pozioma do przecigeia
7 krzywa @ (a). Z wyjatkiem przypadku ap = an oraz by = 0, kiedy wspomniana prosta
jest styczna, otrzymujemy zawsze dwa punkty przecigeia, kidrych odcigte a. i g,
wyznaczajg amplitudy drgaf ustalonych. Nie trudno bowiem zauwazyc¢, ze tylko w tych
punktach spelniona jest réwnosé (5.2).

Jezeli w ulladzie wspétrzednych a, b wykreslimy zalezno$¢ b (a), wykorzystujac
w tym celu wzor (5.1), to otrzymamy pewna zamknigta trajektorig, ktéra przecina
0§ odeietych w punktach a i ' (rys. 2B). Poniewaz dodatnim wartoSciom & to-
warzyszy narastanie amplitudy, a ujemnym — zmniejszanie, przeto punkt reprezen-
tujacy stan kinematyczny ukladu moZe w gérnej pdiplaszczyinie (gdzie b > 0)
przemieszczaé sie po trajektorii tylko z lewa na prawo, a w dolnej (gdzie b < 0) —
na odwrdt. Odpowiada to stanom przejéciowym po ktérych nastepuje ustalenie sie
drgan z amplituda a (przy by << 0) lub a ‘ (przy By > 0). Widoczna Jest decydujaca
w tym wzglfgdzm rola znaku predkoscl poczqtkowej by.

%7k 8 §x/k
/ \
~
N
; / A \
’ \
~' }
X
8| /
/
s
rd
-~
bg> 0 ) bg<0

Rys. 3

Zagadnienie to obrazuja réwniez krzywe fazowe wykreslone w ukladzie «wychy-
lenie — predkosé ciezarka H». Ograniczajac rozwaZania wylacznie do podstawowej
subharmoniki zachowujemy w szeregu (4.3) tylko wyraz gltowny, tzn. pierwszy.
Wiedy dla x (7) = a () sin p (v) mamy x () = a () k (z) cos p (v)-+b (%) sin @ ()
i eliminujae w tych wzorach 7 znajdujemy zalezno$é x = f(x/k); jej obrazem sa
portrety fazowe przedstawione na rys. 3. W stanie nieustalonym, gdy & # 0, otrzy-
mujemy spirale o réwnaniu

b » le'fz
5c=——x+—[1~(4)} .
a Ha a

Przy wyprowadzaniu tej zaleznoéci czegstosé k wyeliminowano za pomoca wzoru (4.8).
O ile predkodc zrmany amphtudy Jest niewielka, to nie trudno okreéli¢ «skok»
Spll'ah czyh zmlanq Aa amphtudy 72 okres T. W tym przypadku moZemy bowiem
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przyjaé w przyblizeniu 4a/T = b, a poniewaz przy czgstosal k, kibra wg (4.8) wynosi
pinaz, mamy T = 2njk = 2mna?(p, pizeto ostatecznie Aa & 2mna? bfp; zaleino$é
b (@) podaje wzor (5.1). Przy by > 0, a tym samym b >0, mamy A« > 0, czyli
promiefi wodzacy punkin poruszajacego si¢ po spirali po kazdym pelnym obrocie
zwicksza sie o Aa; oznacza to, Ze spirala «rozwija sig» (1vs. 3A). Natomiast przy
be < 0 mamy Aa < 0 i punkt porusza si¢ w kierunku odwrotnym (rys. 3B).

W obu przypadkach spirale te w miar¢ ustalania si¢ drgan przechodza w okregi
o promieniach @, lub &', Aby to udowodnié, wystarezy do wzoréw na x (z) i x (%)
podstawié b =0, @ = a; lub a;' ; otrzymujemy wtedy x (7} = &, siny (7) oraz
% (0)/k = a, cos (1), a wigc parametryczne réwnanie okregu.

Nalezy podkreslié z naciskiem, %e wspommniane «przechodzenie» spirali w okrag
nie ma charakteru asymptotycznego «nawijania» si¢ trajektorii fazowej na tzw.
cykl graniczny, jak to ma miejsce przy drganiach samowzbudnych. W rozwazanym
przypadku nie moze byé mowy o cyklu granicznym w klasycznym znaczeniu tego
terminu, albowiem :

1) wymuszenie jest okresowo zmienne,

2) rozpatrujemy uklad zachowawezy. o _

Gdy 0 = 2n 1 by = 0, trajektoria b (@) degeneruje si¢ do punktu, a w plaszezyZnie

fazowej (x, x /k) otrzymujemy pojedynczy okrag o promieniu an, ktéry okresla jedyna
mo#diwa w tym przypadku amplitude drgaf ustalonych.
. Nalezy podkreglié, Ze stany nieustalone reprezentowane przez kizywe % rys. 2B
" lub 3 wystepuja tylko wtedy, gdy zachowany jest warunek rezonansu, tzn. 6 = 2k;
dlatego krzywe te bedziemy w dalszym ciagu nazywaé trajektoriami rezonansowymi.
Realizacja tych drgan wymaga oczywiscie odpowiedniej [w sensie stosowalnosci
wzoru (4.8)] modulacji czgstosci wymuszenia.

W zwiazku z tym drganiom ustalonym z amplituda «, odpowiada $ciéle okreslona
czesto§é wymuszenia £ i na odwr6t; parametry te.sa bowiem powiazane ZaleZnoscia

(5.3) , 0 = 2pjna’,

" wynikajaca ze wzoru (4.8).
.- Amplitudalne wychylenie cigzarka H, czyli maksymalne wygiceie preta reprezen-
towarnego przez model pokazany na rys. 1, obliczamy nastgpujaco:

: ("5.4) |max y| = (/%) |max x| = ela,.

6. Badanie statecznosci drgan '

o Zbadajmy statecznod¢ drgaf subharmonicznych rozpatrywanych w dwoéch po-
“przednich rozdzialach. Jak zwykle przy badaniach tego rodzaju wywolujemy w ukta-
‘dzie drgajacym male zaburzenie za pomocg pewnego impulsu zewngtrznego.. O sta-
“tecznosei lub niestatecznodei drgan bedziemy rozstrzygaé na podstawie analizy sta-
16w energetycznych uldadu przed i po zaburzeniu. '
“Rozpatrzmy najpierw przypadek;, kiedy uklad znajduje sig¢ w stanie nicustalonym
ak, ze amplitnda zmienia si¢ z pewna predkodcia chwilowa a. JeZeli mimo tego
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'ow:my ‘jest warunek rezonansu subbarmonicznego, tzn. czgsto$é wymuszenla
: _]est stale dwukrotnie wigksza od chwilowej czgstosel drgan ciezarka H, to a= b
i punkt reprezentujacy stan kinematyczny

g \. ' eg - , ukladu porusza si¢ po trajektorii rezo-
_;54\ nansowej, przedstawionej na rys. 4 linig
b TNd ciagla.
: \\ Jak wynika z rozwaZan przeprowadzo-
o %‘ ‘\ \ nych w p. 4 amplitudalna energia poten-
o § S \ ¢jalna ukladu jest wtedy stala i zgodanie
i & ze wzorem (4.12)
1 — .
e a da_ ay a (6.1} Vg, b) =P (a)}52Y¥ (@) = const,
Rys. 4 : O ile jednak warunek rezonansu §=2k

nie jest spelniony, to. & # b, w zwiazku
Z czym otrzymamy inng trajektorie nierezonansowa; na rys. 4 oznaczono ja linig
przerywana. Amplitudalng wartosé energii potencjalnej ukiadu w tym przypadku
nie jest jux stala w czasie:

(6.2) V(a, &) = D (a)+ a2 ¥ (a) = var.

Przypusémy, Ze stan kinematyczny ukiadu przed zaburzeniem scharakteryzowany
byt parametrami « i a. PrzyloZenie impulsu zewngtrznego spowodowato zmiang
amplitudy o 8a oraz zmiane predkofci @ o da (rys. 4). Zwigzana z tym zmiana
energii potencjalnej ukladu '

d oy da + d 8
V= oa “ oa ¢
lub po wykorzystanin wzoru (6.2)
: oD o
(6.3) 6Vﬂa—6a+a fria—I—Za‘Péa

Znak wariacji 6V bedzie decydowal o statecznodel drgan. JeZeli 67 > 0, to znaczy,
ze stanowi zaburzonemu odpowiada wyZszy poziom energetyczny, czyli dla przepro-
‘wadzenia nkladu w ten stan nalezy dostarczyé do niego pewna ilo$¢ energii z zewnatrz.
Wynika stad dalej, ze drgania w stanie niezaburzonym odbywaly si¢ przy minimum
energii potencjalnej, co zgodnie z kryterium Lagrange’a-Dirichleta dowodzi statecz-
nodci drgan. Gdy 6V < 0, mamy drgania nicstateczne, natomiast przy 6V =0
wystepuje stan réwnowagi dynamiczne]j o charakterze obojgtnym. Stan ten wystgpuje
m.in. przy rezonansowych drganiach nieustalonych, ktére odbywaja si¢ przy V =
= ¢onst,

. Teraz juz mozemy rozstrzygnaé kwestie statecznosel drgan ustalonych. Gdy « =
= a, = const, to & =0 i wzér (6.3) daje

o Nod
cH L = [g] ba,
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gdzie [ ], oznacza wartoéc wylazema uj¢tego nawiasem w punkgie ¢ = a,. Zba-
dajmy najpierw drgania z amplituds a . Trajektoria rezonansowa {a takie cwantual-
na inna trajektoria nierezonansowa) <<doc1era» do tego punkiu poprzez dodatnie
wartodcl &, czemu odpowiada przyrost amplitudy, a wigc da > 0. Z_drugiej strony
patrzac na 1ys. 2A widzimy, Ze punki g = a " lezy w tym prZedzmle wartoscl 4,
w ktérym krzywa @ (g) jest monotonicznie rosnaca i dlatego {0@/():1] > 0. Okazuje
sie preeto, Ze [éV]* >0, czyhl ustalone drgania z amplituda a* sa stateczne,
Analogiczny wynik otrzymujemy dla drgan z amplituda a'*; w lym przypadku
mamy bowiem da < 0 oraz [0®/da), <. 0, co w iloczynie daje takze [6V];- > 0.
Zanalizujmy jeszcze pokrétee przypadek rezonansu przy 0 = 2n, rozpatrywany
szezegblowo w p. 3. Wtedy amplituda drgan ustalonych ¢, = @n. Ale w p. 5 stwier-
dziliémy, 7%e przy tej warto$ci g wystgpuje minimum funkeji @ (4), a zatem w tym
punkeie 0P/da = 0. Tym samym [6¥] =0, czyli mamy tu stan réwnowagi obo-
jetnej; jest to rezultat analogiczny z uzyskanym na innej drodze w p. 3. .
ZauwaZzmy jeszcze, ze przez odpowiednia modulacje czestosei § mozZna w ukladzie
zrealizowaé tzw. dudnienie, czyli drgania o amplitudzie «tetniacej» pomigdzy war-
tosciami &, i &', Punkt reprezentujacy obiega wtedy trajektorig rezonansows okre-
sowo dookola w kierunku pokazanym na rys. 2B strzatkami, Natomiast w plasz-
czyinie fazowej x, x/k obserwujemy cykliczny ruch tego punktu po spiralach zwi-
jajacych i 1ozw1_1a_]acych sig, jak na rys. 3A i 3B, z tym jednak, %e sg to spirale «pelne»,
tzn. ich punkly poczatkowe i koficowe leza na odpowiednich okregach glamcznych

7. Skiadowa harmoniczna rz¢du 3/2°

Jezeli 0 # 21, a tym samym p (na,)~2 # 1, to oprécz subharmoniki podstawowej
wystapia jeszeze harmoniczne wyZszych rzedéw. Rozpatrzmy bardziej szezegélowo
sktadowa rzedu 3/2, albowiem amplituda tych drgafh w pewnych warunkach moze
osiggnaé wartoéci godne uwagi. Drgania harmoniczne rzgdu 3/2 opisane sa réwna-
niem (4.7), przy czym dla sta.nu ustalonego nalezy do prawej strony tego réwnania

podstawi€ ¢ = a_, P = p/mi2 a = a=1 = 0, W rezultacie otrzymujemy réwnanie
- ) 1 p .
(7.1) Xt +Hxy = B} 1— mz— pa, sin 367,

ktérego calka szezegblna x, = h_sin 367, gdzie

a1 —pla )2
(1.2) h, _bay 1)t
T 22 1 9p2 (na, Y4

A zatem subharmoniczne rozwigZanie réwnania ruchu (4.2) dla drgad ustalonych
w pierwszym przybliZeniu ma nastgpujaca postaé: -

(7.3) X (9) = a, sin Gv-+sh, sin 307

Ze wzoru (7.2) wynika, Ze przy 3p/n? ai — 1, h, — oo, czyli nastgpuje nieograni-
czony wzrost amplitudy sktadowej harmonicznej rzedu 3/2. Jednakie rezultat ten
wynika z ograniczonej dokladnoéci przytoczonego rozwigzania, albowiem wsréd
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; i wyrazow zawierajacych &2, €% itd., a wige pominiglych w rozwaZaniach pierwszego

- przyblizenia znajduja si¢ m.in. takZe harmoniczne rzedu 3/2. Uwzglgdnienie tych
Wwyrazéw zmienitoby oczywiscie budowg wzoru (7 2). Z tego powodu wzdr ten nalezy
traktowaé jedynie jako przybhzony i stuszny w tych przypadkach, gdy 3p (na,)2
rézni sie od 1.

8. Nieliniowa spreZystosé

Jezeli material preta stanowiacego element ukladu dynamicznego wykazuje nie-
liniowe wlasnosci sprezyste, to w modelu zastgpczym wg rys. | naleky sprezyne
liniowa zastapi¢ odpowiednig sprezyna mnieliniowa, np. o charaktelystyce typu
Duffinga. Witedy sila w sprezynie odksztalconej wynosi ey+-¢1 3% (ep 2 0) 1 w row-
naniu ruchu cigzarka H pojawia si¢ dodatkowy wyraz y; x¥ (yy ~ ¢1). Zalézmy,
7e nieliniowo§¢ ta jest slaba, dzigki czemu mozna napisaé y; = sy. Ponadto rozwa-
Zania nasze ograniczymy do przypadku, kiedy prgt w czasie drgan odksztatca sig
pod wzgledem jakoiciowym w sposéb podobny, jak przy materiale liniowo-
sprezystym, tzn. jego o¢ przyjmuje ksztalt poifali. Dzigki temu mozemy nadal postu-
giwaé sig modelem z rys. 1. Zamiast (4.2) mamy teraz

(8.1) Xtn2x =e(pxcos2y — xx2 — x2x —yx3), y S0

" Uogdlniénic powyZsze mie nastrecza zasadniczych trudnoéei matematycznych,
poniewaZ pierwsza catke réwnania ruchu, podobnie jak w p. 4, moZna wyznaczyé
przez kwadrature. W rezultacie zamiast (4.9) otrzymuje si¢ nastgpujace réwnanie
energii:

(8.2) B24-(n24-5p/2) a2 — e(p/m)? In a+-(pim)2 a=2-+(3/4) ea? b2--(3[8) ey a* = Cor
gdzie

(8.3)  cp = (14+3ead/4) B3+ (n2+ep/2) a& — s(p/ni)2 n ag+-(pin)2 ag>-+(3/8) eyas,

Stany stacjonarné uktadu okreflamy jak poprzednio z réwnania (5.2), w ktérym
jednakzz

(8.4) D (a) = (2+ep/2) 2+(p/n)? a2 — e (p/n)% In a+-(3/8) syat.

Analiza pierwiastkéw réwnania (5.2) prowadzi teraz do nastepujacych wynikow:
jezeli sprezyna jest twarda, czyli y > 0, to istnieja dwa pierwiastki rzeczywiste
dodatnic lub w szezegSlnym przypadku, gdy ¢g = min @ (&), mamy jeden pierwiasiek.
Sytuacja jest wige pod wzgledem jakoSciowym podobna jak przy spigZynic
liniowej.

Natomiast gdy sprezyna jest mickka, czyli y << 0, to rownanie (5.2) moze mieé
jeden, dwa lub trzy ple1w1astkl. Krzywa @ (a) ma bowiem wtedy ksztalt pokazany
na 1ys. SA lim@ ciagha. Gdy o = D (am) ub ¢y << @ (d},), to istnieje jeden pierwiastek,
P‘-'ZY czym a < ay lub a > dap. W przypadku sZwegolnym gdy ¢g =D (a,,,) lub
¢y = D (an), istniejg dwa pierwiastki przy a =g, i a " = ap lub przy a = ag

rrr

La, = am Wreszcie gdy @ (am) < ¢y < @ (an) to rowname (5.2) ma trzy pier-
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wiastki rzeczywiste i dodatnie, ktére wyznaczaja amplitudy drgan ustalonych.
W plaszezyZnie wspéirzednych a, b mamy wtedy sytuacje przedstawiong na rys. 5B;
oprocz trajektorit zamknigtej pojawia si¢ jeszcze trajektoria otwarta z wierzcholkiem
w punkcie a,’'. Jej gérna galaZ okresla stan nieustalony, w ktérym amplituda stale
wzrasta; te drgania oczywifcie nie moga doprowadzi¢ do stanu ustalonego.

28\« /

\ M
co A ] &}\
S . = R 1

Natomiast jeseli zrealizujemy warunki poczatkowe takie, ze ag > a'’, by <0,
. to zachowujac warunek rezonansu # = 2k moina uklad doprowadzw do drgan
3 ustalonych zZ amphtudq a

Zbada;my statecznosc tych drgaf. Trajektoria rezonansowa b {(g) «dochodzi»
B do punktu a " przez ujemne wartoéci b, a wige da 0. Z rysunku] SA widoczne jest,
e W tym punkcxe [0®/da], < 0, a wige [0D[da], da >> 0, czyli analizowane drgania
sq stateczne, Zauwazmy _]ednak ze gdy spreyna jest stabo nieliniowa, to amplituda
- am, a tym bardzieja, "' moze okazad sie na tyle duza, 7e odpowiadajace jej drgania
nie mogg juz byé oplsane réwnaniem (3.1); réwnanie to zostalo bowiem wyprowa-
-'_dzone przy zatozeniu, ¥e drgania sa male w sensic stosowalnoéci przyblizonego
wzoru u & y2fI (por. [4), p. 2.3). Z tego wzgledu rozwazany tutaj przypadek drgan
mozZe mieé znaczenie praktyczne jedynie przy do$é silnej nieliniowosci sprezystej.

9, Przyklad liczbowy

Rozpatrzmy dla przyktadu drgania uktadu z nieliniowa bezwladnosciag podanego
1ys. 1 preyjmujac 2/ = 100 cm, n = 2, G/H = 2,25, czyli ¢ = (1+4G[H)~1 = 0,1.
Zalozmy najpierw, ze sprezyna ma liniowa charakterystyke. Za pomoca wzoréw
: 10)1 (5.2) sporzadzamy wykresy zaleznoéci @ () oraz 6 (a,), najlepiej w ukladzie
podwdjnie logarytmicznym; na rys. 6 przedstawione.sa te zaleznosci dla kilku
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_amplitud p sity wymuszajacej. Korzystajac z tych wykreséw z latwoéciq wyznaczamy
podstawowe parametry drgan ustalonych. Np. jezeli przy p = 1 zreal;zu;emy takie
warunkl poczatkowe, ze c¢p =3, to na lewym wykresie znajdujemy a = 0,32,

a,’ == 0,80 i nastgpnie na prawym: 6'=10,0, 6" = 1,56. Odpowiednie amphtudy
drgan cigzarka H, obliczone, za pomocac wzorn (5.4) wynosza: |max y’| =
=0,1x50x0,32 = 1,55 cm przy czgstodei @ = 0 (g/D'* = 10,0 (981/50)!2 =
= 46 sek.~1 oraz |max»’’|=0,1x50x0,80 =40 cm przy czestosici &' =
= 1,56 (981/50)'? = 6,9 sek.~1.

s A 8
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N— N ! L7 1/ / Oy
= ~ e=071— -1 )
50 N M o n'=2 - 2 ! V{L d /
\\ \\? 2n 0?’\ ~ P
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\ \V / o s Q’/ b
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5 N \\ L ;/Q 20 7 4 4
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Y ] 97 4 15 24 'gaﬁ
Rys. 6

Za pomocg wzoru (7.2) obliczamy amplitudy skladowej harmonicznej rzedu
3/2:¢h, = 10~4i|eh]’| ~ 0,0165, czemu odpowiadajg wartosci bezwzgledne: 5x 104
emi 0,0825 cm. Sg to jak widaé wielkoéci bardzo male wobec amplitud drgafi pod-
stawowych. '

Rozpatrzmy jeszeze uklad z rys. 1 zakladajac, e sprezyna jest nieliniowa typu
«migkkiegon. Zachowujac parametry &, n, p i / bez zmiany przyjmiemy ey — —2,
Gdy 2 << ¢y << 5, réwnanie (5.2) posiada trzy pierwiastki; np, dla ¢y = 3 znajdujemy:
a, ~ 0,32, a) ~ 09, a) =23 W poréwnaniu z ukladem posiadajacym sprezyne
11n:owq w1d21my nieznaczny wzrost amplitudy a oraz pOJaw1en1e sie nowej wartosci

. Wzbudzenie drgan rezonansowych z amphtudq a " mozliwe byloby przy zasto-
sowamu nastepujacych warunkdw poczatkowych: ag = 2,3; by < 0. Natomiast
gdy ¢y > 5, to mozliwy jest tylko jeden stan stacjonarny z amplituda a, < 0,23
przy warunkach poczatkowych: ap = 0,23; by << 0.

10. Whnioski

Aby w ukladzie z nicliniowa bezwladnoscia zrealizowaé drgania wymuszone
parametrycznic,"naleZy go wstepnie pobudzié, po czym dzialajac sila okresowa
i odpowiednio modulujac jej czesto$é mozna uklad doprowadzié do ustalonych
statecznych drgan subharmonicznych z okreslona amplituda; jej warto§é zalezy
W sposob istotny od stanu kinematycznego, w jakim znajdowat sig uklad w momencie
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przytozenia sity wymuszajacej. Amplitudy drgan ustalonych wyznaczamy z réwnania
(5.2), a odpowiadajace im czgstodei ze wzoru (5.3).

Gdy sita wymuszajaca dziala z czgstodeig dwukrotnie wigksza od czestosci wlasnej
odpowiedniego ukladu lintowego (czyli preta dwuprzegubowego bez cigzarka (),
wowcezas wystgpuja stateczne drgania subharmoniczne «czysten, tzn. bez udziatu
wyzszych harmonicznych. W przypadku ogélnym, gdy 0 £ 2n, drganiom subhar-
monicznym towarzyszg takze wyzsze harmoniczne.

Przez. odpowiednig modulacje czestodci wymuszenia mozna w rozpatrywanym
ykiadzie dynamicznym wywolaé drgania o charakterze dudnienia,
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Peswwme

TIAPAMETPAYECKH BEIHVIKIEHHBIE KOJIEBAHUS B CUCTEME OBJIAJIATOIENA
HEMWHEHHON MHEPIIAOHHOCTLIO

.
Hecneposammch YClorra BOAMKROBEHUS TIABHOTO CYGTADMOHMYECKOTO PE3OHAHCA B CHCTEME
. CHCRMECHHCH MHePIMOHHOCTRIO, NPH NAPAMETDHYECKOM BLIHYXICHUH TapMOHFYECKOE CHIOMN.
Crepea, pemmaetcs cnyuaif, KOTAi@ 9ACTOTA BHIHYXKOSHHS ABYXKPATHO Gomsme coGeTBemmoil
BaCTOTH NMHENHOH cuCTeMEI (7.6, 63 MACCHl, COCPEROTOUCHEON Fa NOABIMKHOM KOHOE CICPIKHA)
B BCCnenyeTCs yCTOMYMBOCTL TEPHBENEHHOTO DPEINCHMS.

" 3aTeM, DPEMENsSA MeTOH MATOTO IIapaMeTpa COBMECTHO ¢ METOROM BAPHALMH TIOCTONHHBIX,
Pemactca cnywail Ay DPONSBONBEOH YACTOTHL BEIHYK/ISHAS,
- JlaeTcd ypapHCHES NBUACHHS B IEPBOM TIPEGMUKEHWY U HMCCISRYEICH ero ycmmocn. Pac-
CMATPUBACTCH, TAKKS, Cyuall HENMHeHHOH ¥IPYTOCTH.
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Summary
PARAMETRIC VIBRATION IN. A SYSTEM WITH NONLINEAR TNERTION

The conditions of main subharmonic Tesonance excited parametrically by a harmonic force
are studied for a system with nonlinear inertion, First is ‘solved the case when the excitation fre-
gitency is twice as great as the natural frequency of the linear system (i.e. without the concentra-
ted mass at the end of the bar), The stability of the solution is investigated.

The next case under consideration is that of any excitation frequency. This problem is solved,
by means of the perturbation method combined with the method of variation of constants.

Solution is found in the first approximation. The stability of the solution is investigated.

The case of nonlinear elasticity is also considered.
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