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PRZYPADEK OBROTOWEJ SYMETRII POWEOXK O MALEJ WYNIOSEOSCI
WOIJCIECH PIETRASZKIEWICZ (GDANSK)

1. Wstep

Powloki obrotowe o malej wyniostosci utozsamiane sa czesto z plaska powloka
kulistg. Jest to jednakze zbytnie zwezenie tego pojecia. W tej pracy beda rozpatry-
wane powloki o dowolnej postaci funkcji poludnika z (o), ktéra spelma warunek
«wmalej wyniostosci» [1]

(1.1) z,<1 144~ 1

Moga to by¢ wigc powloki zaréwno o dodatniej krzywiznie Gaussa (np. kula),
zerowej (np. stozek) jak 1 ujemnej (ap. przekrycie jednoshipowe typu grzybkowego).

Powloki obrotowe dla wigkszosci funkcji z (p) posiadaja w zworniku osobliwoéé
geometryczng, ktorej rodzaj zalezy od postaci funkeji z (¢). Ponadto w zworniku
wystgpowaé moze osobliwosé obciazenia (np. sita skupiona), co powoduje duze
napreZenia §cinajace na grubosci powloki nie uwzgledniane w plerwszym przybli-
zeniu liniowej teorii powltok (por.[16]). W przypadku istnienia obciaZenia skupionego
lub osobliwosci geometrycznej nalezy wige otrzymane w niniejszej pracy zalernodci
odnieé¢ do powlok typu pieréi:jeniowego o brzegu wewngtrzaym gq = 0,10
Iub 0,15 '

Ze znanych mi prac E. RESSNER [2] wskazal postacie funkcji poludnika z (o)
umozliwiajace analityczne rozwigzanie réwnania jednorodnego (kula, stoZzek 1 krzywa
logarytmiczna). W przypadku obrotowej symetrii klase powlok paraboloidalnych
rozwazal E. REsSNER [15]. W pracy [14] przeprowadzono obliczenia powloki para-
boloidalnej dla obcigzenia réwnomiernie rozloZonego przy wykladniku potegi m =
=1, 3/2,2, 4 [por. (5.1)]. Mozna wymienié réwniez prace pokrewne [17 1 18]. Jest
ponadto ogromna ilo$¢ konkretnych rozwiazan dla powloki kulistej, co ulatwia
mozliwosé zastapienia podstawowego rdwnania rozniczkowego czwartego rzedu
przez dwa réwnania drugiego rzgdu (por. p. 3). -

Autorzy prac [2, 14 i 15] zajmuja si¢ zagadnieniem jednorodnym zakladajac,
e catka szezegSlna z bledem rzedu dokladnosci teorii powlok o malej wyntostoéci
jest znana z rozwiazania blonowego. Dla powlok wyniostych o «agodnychy» ksztal-
tach jest to znana wlasnoéé réwnan teorii powlok [13]. Znane sa jednak niektére
przypadki szczegdlne, gdy osobliwosé geometryczna powloki przy pewnym typie
obciazenia nie pozwala na przejecie catki szczegdluej z rozwiszania bionowago

np. plyta, nieskoriczenic dltuga powloka cylindryczna, torus i inne wyrmemone. o

np. w [13].
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Dotyczy to w pewnym stopniu rownieZ powlok o ksztattach zblizonych do tych oso-
bliwych przypadkéw powlok, Dla powlok obrotowych omalejwynioslodel, jako powlok -
o ksztattach zblizonych do plyty, mozliwosé przejecia catki szczegélnej z rozwiazania
blonowego zalezy wige zaréwno od cech geometrycznych powloki, wyniostosci jak
i charakteru dzialajacego obcigienia. W kazdym konkretnym przypadku nalezy
wicc przeprowadzié analize bledu wnoszonego do obliczedt przez przyjecie blonowej
calki szczegblnej. Gdy blad wnoszony do obliczefi przez przejecie calki szezegOlnej
z rozwiazania blonowego jest rzedu dokladnosci teorii powlok o malej wyniostosei,
przyjecie takie jest mozliwe. Analiza tego rodzaju jest oczywiscie zbedna, gdy istnicje
mozliwoéé znalezienia $cislej catki szezegdlnej réwnan.

W niniejszej pracy na podstawie réwnan liniowej teorii powlok o malej wyniostosei
w wersji podanej w [i] oraz w [7] rozwazono podstawowe réwnania dla powlok
obrotowych (p. 2 i 3). Szczeg6towo zanalizowano przypadek symetrii obrotowe;.

Dla klasy powlok péraboloidalnych, z = ¢ (1 — ™), oraz powloki logarytmicz-
nej, z = cln(l/g), jako najbardziej interesujgcych, podano rozwigzanie rownan
przyjmujac $ciste catki szczegdlne (p. 5). Dla dowelnej postact funkeji z (¢) przepro-
wadzono analize mozliwosci przejgeia calki szczegdlnej z rozwigzania blonowego,
otrzymujac zaleznoSci typu nieréwnodci (6.5). Wskazano, Ze przy niespelnie-
niu tych zaleznodei w kazdym konkretnym przypadku przejecie catki szczegdlnej
z rozwigzania blonowego moze spowodowaé bledy przekraczajace dokladnosc
réwnafi liniowej teorii powlok o matej wyniosto$ci. Wskazano na niektére przypadki
powlok i obciazenia, gdy blonowa catka szczegélna pokrywa sig ze scisla catka szcze-
gblna i nie wnosi dodatkowych bledéw do obliczen.

Jako przykiady liczhowe rozwiazano dwa przypadki obrotowego przekrycia jedno-
shipowego typu grzybkowego przy obcigZeniu réwnomiernie roztozonym. Zalez-
noéci (6.5) dla danych liczbowych z naszych przykladéw nie sa spetnione. Zagad-
nienie powtoki rozwigzano przy przyjeciu Scislej i blonowej calki szczegdlnej. Bledy
powstale przy przyjeciu tej ostatniej przekraczajg w tym przypadku dokiadnosc teorii
powlok o matej wyniostoéci, a dla powloki logarytmicznej wykresy obu przypadkdw
sa wprost nieporéwnywalne. .

Nalezy tu zaznaczyé, ze w pracach [3, 4, 5, 14] i innych sg rozwigzane niektore
konkretne przypadki obrotowej symetrii powlok o matej wyniostoéci. Dotycza one
jednak powlok o dodatniej wzglednie zerowej krzywiZnie Gaussa. Rozwigzane
w przykiadach powloki posiadaja ujemna krzywizne Gaussa.

2. Wielkosct geometryczne powlok

Podstawowe wielkoéci geometryczne oraz oznaczenia dla powlok obrotowych
o malej wyniostodci podano na rys. 1 i 2. Oznaczenia oraz sposéb postgpowania
zgodny jest z pracami [1, 6 i 7]. Powloke opisano w biegunowym ukladzie wspdl-
rzgdnych rzutu powloki

(21) - g = [9]
(11}
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Powloke okresla wektor

xfi 0 COS @
2.2) ‘ R=Ir=17L sz =L|osin w]|.
X3 z(g)
dxs

Rys. 1

Zaklada si¢, 7e postaé krzywej potudnika z spetnia podstawowe zalozenie teorii
powlok o malej wynioslodci
2.3) z, <1, I1+z ~1
: 0 '
Tu i dalej symbole (), = W( ) oraz ()], oznaczaja odpowiednio pochodng

czastkowa oraz pochodna kowariantna.

T
I

Rys. 2

Przy zalozeniu (2.3) wielkofci geometryczne powloki przedstawione w rzucie
powloki na podstawie (2.1) i (2.2) sa nastgpujace [1]:
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3. Réwnania podstawowe

Réwnanie rozwiazujace linjowej teorii powlok o male] wyniostoici w dowolnym
ukladzie krzywoliniowym w przypadku rozwigzania metoda «mieszang» ma postaé
[1i7]:

(3.1 @ P FiyAo3bi0l =+ iy Ap,
gdzie
& = ¢+l
EARL B 12 {1 — »2) _ L_EAL
(3.2) %:]7?2(—1___:v:2)’ A= =yA A

Symbol ¢ oznacza funkcje naprezen Airy’ego oraz o3 skladowa wektora prze-
mieszezeri w kierunku a;. W réwnaniu (3.1) dla ulatwienia dalszych rozwazas
przyjeto obcigzenie p3 # 0, pl =p2 =0 wykluczajac w ten sposéb zagadnienie
wicloznacznodei funkcji naprezefi ¢ [24].

W przyjetym ukladzie wspolrzqdnych (2.1} dla wielkodci (2.4) réwnanie (3.1)
przyjmie postac:

z Z z —
(33) V:V2OF i]/Z(—;« 0+ 4911@,1 + ?3@,22) — i AP,

o2 1 9 1 2
VE5e e o @ e

Jest to podstawowe réwnanie dla powlok obrotowych. Po rozwigzaniu (3.3)
i rozdzieleniu @ zgodnie z (3.2), fizyczne skladowe tensordw sit wewngtrznych
A9 B g wekiora przemieszezeri v oraz tensordéw odksztaleeft dgug. Brop
mosna wyrazié przez @ 193 przez rozwinigeie ogdlnych zaleznosei [11 7] dla przyjetego
uktadu (2.1) i (2.4).

Réwnanie (3.3) jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym zespolonym czwartego
rzedu zmiennych rzeczywistych g i w o wspélezynnikach funkeyjnych. Sciste rozwia-
zanie tego réwnania dla dowolnego ksztaltn powloki z (g) nie jest znane. Jedynie
dla powtoki kulistej o malej wyniostodci z = ¢ (1 - ¢2) réwnanie (3.3) mozna prze-
ksztalci¢ do postaci

B4 V2(V2 L2/ Ac) @ = L i)/ Apd.
W przypadku wiec powltoki kulistej zagadnienie jednorodne sprowadza sie do
rozwigzania réwnania Laplace’a oraz réwnania Helmholtza, podstawowych réwnan
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Afizyki matematycznej. Mozna to podobme udowodmc nawet’ odnosme do réwna-
nia ogéhmego (3.1). Ce . -

Powloke kulista o malej wyniostosci rozpatrzono miin. w pracach [8 91 10}
przejmujac catke szczegdlng z rozwigzania blonowego. Zagadnienie wyznaczenia
§cistej calki szezegdlnej réwnania (3 4) dla pewnych obcigZzen poruszono w pracach
[22 i 23]

Rozdzielajac w réwnaniu (3.3) zrdenne przy zaloZeniu jednoznacznos$el funkceji
napreien g [24] S

n .
(3.5) O = 2 Bp)cosnw, pP= 2 11;3 {0) cos nw, @n == goi ixg3
n n

dla kaZdego n otrzymamy
n -4 n z i1 z n .
(3.6) ﬁﬁﬂ?n@(ﬁ@n+*f@J—ﬂ?§d=ijﬂ$%

V2 & -+ hl_ i n?
T2 g dp g
Sciste rozwiazania zagadnienia Jednorodnego (3.6) dlan > 1znane sa poza kuly dla
powloki stozkowej, z = ¢ (1 — p) [19], oraz powloki o poludniku wg krzywej loga-
rytmicznej z == ¢ In (1/g) [2i24]. Dla innych postaci potudnika z= ¢f (¢) zachodzi
konieczno$¢ budowania rozwigzaft asymptotycznych réwnania (3.6) dla konkret-
nych wielkosci parametréw ]/ A ¢ oraz n2.
W ninigjszej pracy ograniczono sig do zagadniei obrotowej symetrii.

4. Przypadek obrotowej symetrii

Dla obrotowej symetrii (), =0 oraz n=0. Wtedy (3.6) moZna scalkowac
jednokrotnie wzglgdem zmiennej ¢ otrzymujac réwnanie drugiego rzedu

gdzie
(42) S F=0, =g, Lix? = @imW

Mozna z latwoscia udowodnic; ze stata catkowania C w réwnaniu “.1) ]est staty
rzeczywista, wymka_]a_,cac Z 1stmen1a ‘obciaZenia sita skuplon@ w zworniky,

4.3 ' A
@) | T L

gdzie P = LP jest fizyczna sktadows wektora sily skupionej.. - -
Rozw;qzame réwnapia (4 1) ma postac

“4) F= A12F1+A34F2—|—F3,- L

Rozprawy InZynierskie — 4
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gdzie Fy i F, oznaczaja liniowo niezalezne rozwigzania jednorodnego réwnania (4.1),
F, calke szozeg6lng oraz Aj» i Aas zespolone stale dowolne, =

. Funkeje Fy, F; i Fy s funkcjami zespolopymi argumentu rzeczywistego ¢. Roz-
dziclajac (4.4) na czefé rzeczywista i urojong zgodnie z (4.2)

PN Ay = Ay —idy, Ayy=A3—idy;

(4.5) 2 |

T Fi=yp-tipy, - Fp=yytiyy Fs=ReFtilmF,
dla funkcji @ i W z (4.2) otrzymamy nastgpujace wyraZenia:

& = Ayyi+Az vt Azt AspatDs,

(4.6) i

wW=4 o (A1 — Aaprt-Aapy — Agyp)+ W,
gdzie . _ . _
@7 ®;=Re F;, W=+ ';Im Fe= 4 mhn Fs.

W ten sposéb Wyznaczone: funkeje . spelniaja nastgpujace zwiazki wynikajace
z réwnania (4.1): e :
1 N

e ‘Q—(Q%),1 l:m F YAz 9 |
'1 7 .

0 “E(Q'.”Z),x =4 Az v

@8 - ot

1 ' -

4 ?(Q%),l 1: T+ ]/AZ,1'P4,
B .

0 ?(Q'Pd»),l = + YAz s

Analityczna postaé funkeji 9, jak roéwniez @51 W, zalezy od postaci potudnika
z (g) oraz obcigzenia p3 (¢). Dotychczasowe rozwazania ogblne prowadzone sa dla
obu znakdéw (4) ze wzoru (3.1). Takie ustawienie rownan ulatwia dokonanie wy-
godnej zamiany zmiennej niezaleinej w réwnaniu (4.1) przy konkretnych oblicze-
niach podczas doprowadzania (4.1) do typowej postaci.

Wyrazenia sit wewnetrznych #“?, m®, ¢® przemieszczenn #® i odksztalcent
% dla obrotowej symetrii zestawiono w tablicy 1.

szdzielajqc (4.1) na cze$é rzeczywista i urojong otrzymamy dla obrotowej sy-
metrii réwnanie zgodnofci odksztatcen w kierunku az: .. - - -

4.9) e [117 (e@),'f] + EALz (W =0
i

2

oraz réwnanie réwnowagi w kierunku a3

1 ST e
(4.10) Bg [? (gW),l] A b = fpsgc_;gg C = 0p(0)+0g
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gdzie
an c=ci[frea], .
a dla przejrzystosci dalszych rozwazan przyigto oznaczenia
(4.12) Op (@) = [ Peds, Ogp=—C.

5. Rozwigzania analityczne

Rozwiazanie réwnania (4.1) przeprowadZmy przykladowo dla powlok paraboloi-
dalnych oraz powloki logarytmicznej.

Wezmy pod uwage powloki paraboloidalne
G.1 - . . z=c(l — ™),

gdzie ¢ ozmacza staly parametr, wielko§¢ mata, m oznacza wielkosé¢ dodatnig.
Dla powlok paraboloidalnych (5.1) réwnanie (4.1) przyjmie postaé

]
(52 @F el — (F iy dememt1) F= £ iy/Ae( f (1 ede - C}.
‘ Co
Dokonujac zamiany zmiennych
2 A —
e Iami2 =
(5.3) w2, = m]/cm VA

jednorodne réwnanie (5.2) dla znaku dolnego sprowadza sig do drugiej typowej
postaci réwnania Bessela:

_ 212
5.4 X2 FgntxF 5z — [ixz + (E) ]F= 0,
ktérego rozwiazanie moina przyjaé w postaci {11 i 15]
(5.5) Fo(x) = Ay I (f ix)+ 434K, (i) = Dy — ixW,.
m m
Tutaj 7, (3/7x) oraz K, (}/1x) oznaczaja funkcje Bessela drugiego rodzaju rzedu
" w

2/m argumentu zespolonego ]/T x.

Zgadnie z postepowaniem nakre§lonym w p. 4 rozwigzanie réwnania jednorodnego
nalezy przedstawié przez funkcje Pn argumentu rzeczywistego. W przypadku powlok
paraboloidalnych [11] mamy ' ' :

2
IE—(]/?x) m == ber‘i'x—l—"ibeiix = g () + iy (),
(5.6) Lo .. mo
K}m(]ﬁx)iE #keri'x;i—ikgiix = 3 (%) + ipa(x),

mn m w
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gdzie ber, x, bei, x, ker, x i kei, x ozriaczaja; 'funkcje‘ Thompsonﬁ fzgdu 2im
m ne m "
argumentu rzeczywistego x [11].
W celu wyznaczenia Scistej calki szczegdlnej Fy réwnania (5.2) nalezy obraé postac
funkcfi obcigzenia. Zakladajac dla prostoty, Ze

(5.7 P (g) = const =p

przez zamiang zmiennych dla znaku dolnego

(5.8) z = P g2

mozna sprowadzi¢ (5.2) do pierwszej typowej postaci réwnania Bessela [12]:
| 2\2 8 2

(5.9) ZZE,ZZ+ZEZ+[22(;;)]F:Ezm_i_sz'

W réwnanin tym E i G sa stalymi zespolonymi okreSlonymi za pomocg wzoréw

=12V 1
s==7 () [l 3

1 1L
(5.10) | _:VA( )[;szz]mc’

Calke szczegblna (5.9) mozna teraz przyjaé w postaci [12]

Fo=Es,, (@ +GS,_1,(),
5.11) -

_2 _32 .y
Y s =3

Symbole s, ,(z) oraz S,..; ,(2) oznaczaja funkcje Lomela zdefiniowane szeregami
nieskoriczonymi oraz wzorami transformacyjnymi w pracy [12], str. 349-350.
Dla pewnych szczegblnych wartodci p i » okreSlonych w [12] funkeje Lomela
S,_4,, (z) moina wyrazié przez wiclomiany Neumana Oy, (z), natomiast zamiast funk-
oji Lomela 5,,» (2) jako catke szczeglna (5.9) nalezy przyja¢ funkeije Lomela S, , (2)
okreflong w [12] skoficzonym szeregiem potegowym o potegach malejacych. Catki
szczegblne F; réwnania (5.9) dla niektérych-wartosci m zestawiono w tablicy 2.

Catki szezegblne @5 i W, okredlone s teraz za pomoca wzoréw (por. 4.7)

Rz
(5.12) _ @;=ReF,, Wy=— E_ﬂilm Fs. .

Catki szczegblne @ oraz W, dla niektérych wartodel m podané w tablicach 3i 4.
7 kolei wezmy pod uwagg powloke logarytmiczna '

613 2= feln(to),

gdzie ¢ oznacza sta}y dodatni maly parametr tak okreslony, aby dla obszaru po-
wioki bylo spelnione zalozenie (2.3). -
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Tabhca 2. Zestawienie calek szezegblnych F: od obcigienia réwnomiernego p
oraz sily slmplone; P
z Wyraz Oplo) . Wyraz Oc¢
c(l '_‘Qm) Es;r,v(z) GSv—l,v(z)
1 2 E: G
el —o%) 'z p;
4 {1 12 Gl 4
-0 e 153 [+
3 ,— 40 4016 8 64
6(1#]/92) Ez7 (1——; = ) Gz (1 +-;5 +;)
— 84 84.48 84.48.20 12 i12-16  12-192
- T 2
ey | me(1= s PRSI | e (gm0
1
cln— E; 3 Go
a S
Tablica 3. Zestawienie porownawcze calek szezegdlnych funkeii naprezen z rozwigzania
Scislego @ i blonowego &
z @y 5
. o 1 1=m pg PR
el — ™) Re [Bs,, , (z) -+ GS,_1, , ()] ptem [ 222 c]
' <m 2
1 rpo? — 1 rpet —
e(1—p? I~ c —
) R 2co [ 2 ] 2co [ 2 ]
L - 1 ree* =
el ~— —_|—=——C v e C
¢ 2 c [2 ] c [ 2 ] .
33, 2 160 1 — 16 1 3 3 ,—rpp2
o ETEC 5 ) bl 2T
— 2 2 - — — e
et —Ved|2 2 924 3/94, A . 9e4 V@“ 278 [ 2 ]
— 2 rpe? 63 1 - 3 1 2 po* =
el — — e ) —— — — S
Ve . c]/‘g[z( id @) ( c2d g)] c [2 ]
2 2 _ 2
eln 2 por A - L _c
e 2 Ac2+64 c| 2

Dla (5.13) w przypadku obciqienfa réwnomiernego (5.7) rownanie (4.1} ma postaé

_)‘

Otrzymane réwnanie typu Eulera diz znaku dolnego posiada rozwigzanie

(5 15) B>+ Gre,

2

514y @Eu+eFy — [FiydetllF =+ iy/4e (pi -

Fy = Ayg 0"+ A340™, Es =
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Tablica 4. Zestawieni¢ poréwnawcze calek szezegéhych funkeji przemieszezen
7 rozwiazania §cislego W i blonowego W

z ‘ S EIL W . EMW
”l L Z—m 4—m -
c(l—em — VA4 I (E5y, 0 @) + Gyt (2D LR zm[m m +C]
[ i) 2 m
c(l —g?) -0 0
L reg*, = 1 rpe2, —1
L —|53+¢C iy
c(l—¢@) ) 'czg['Z + ] cz_g[z + ] -
30— |. ] 2 e, | — 2 rpe?  —
c—yed| T 3 _[ 5 _5+C] , 3,“___[£5+ c]
2 Y 2
¢ e 2V g
3 pe? 15 1 — 31 3rpot. —
P— Sl .00 Y it RRRGY § - S
ca—vo | Sl e ltaa 3] 2[Fe]
cln— So pg? At - Bepe?
e . €2 2 A+ 64 - 2 2
gdzie

, i | | | N
(_5.16)_ E1= _ mlz/;Ac 2 G C/c ki,=+ l—l-iﬂc'z:l_':(a—l—iﬁ).

Uklad funkeji 9, ma wiec w tym przypadku postaé
p1 = ¢"cos (fIn 0 v2=¢ Sm(ﬂln o),

Y3 =g "cos (— ﬁlne), pa= ¢ "sin(—fng)
@; oraz W; otrzymane z (5. 15)2 zgodme Z (4 7) i (5 12) podano wtabhcach 3i 4

(5.17)

6. O mozliwosci wykorzystania calki szczegdlne] z teorii*blonowej

Scisla catka szczegblna réwnania (4.1) w. przypadkach, gdy da si¢ ja wyznaczyé
analitycznie, posiada prosta postaé tylko dla niektérych postaci funkeji pohdnika
z (p) oraz stosunkowo prostej funkcji obcigZenia p3 (o). ‘Ogéluie jednak nalezy sig
spodziewaé skomplikowanych zespolonych wyrazen analitycznych, w ktorych
wydzielenie czeci rzeczywistej 1 urojonej zgodnie z (4.7) moze byé praktycznie
niewykonalne (np. dla powlok paraboloidalnych rozwazanych w p. 5 przy nieréwno-
micrnym obciaZeniu, odpowicdnie wyraZenia analityczne mozna znaleZé wg [12]).

Z drugiej strony wiadomo, ze dla powlok wynioslych o «agodnych» ksztaltach
catke szezegdlng na ogdl moina przejad z rozwigzania blonowego [13]. Dotyczy to
tym bardziej stanu obrotowej symetrii. Z rozwiazania blonowego otrzymujemy
proste rzeczywiste wyraZenia analityczne wprost na funkcje naprezeh @, funkcje
przemieszezen W oraz na sity wewngirzne i przemieszczenia, Rozwiazania tego typu
mozna znalezé niemal w kazdej monografii z teorii powlok [4 i 5]. Rozwiazania
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btonowe dla niektérych powlok paraboloidalnych oraz powloki logarytmicznej
podano w tablicach 3 i 4.

Postawmy wiec pytanie: czy dla powlok obrotowych o malej wyniostoéci w przy-
padku obrotowej. symetrii mozna catkg szczegéing réwnania (4.1) zastapm rozZwia-
zaniem blonowym ?

(6.1) . By =D, Wy—W.

Rozwigzanie blonowe dla funkcji naprgZed @ mozna otrzymaé pomijajac w TOW-
naniach réwnowagi momenty i sily tnace, co w przypadku obrotowej symetrii
sprowadza sig do pominigcia pierwszego wyrazu W réwnaniu (4.10). Stad

. 1 _ 1 _
©2 b= _w;l(fpsgdg—c): =5 0r@+09) = pt Fe.

Przez podstawienie (6.2) do réwnania zgodno$ci odksztakcei (4.9) moina wyzna-
czy¢ blonowa funkcje przemieszozen:

. | . o
©» _:~-£-—[;(e@),1]1=%+wc-

Poniewaz rozwiazanie blonowe (6.2) i (6.3) ma byé calkq szczegding zagadnienia
zgicciowego, sprawdzmy wiec w jakim stopniu tak zbudowane rozwigzanie spelnia
réwnanie (4.1) lub, co jest réwnoznaczne, réwnania (4.9) i (4.10).

Réwnanie zgodnodei odksztalcen (4.9) jest spetnione éciéle. Natomiast rownanie
(4.10) przy oznaczeniach (6.2) i (6.3) przcksztalémy do postaci

~ Bo Boll __
(6.4) —Z,1®:019(Q){ oy @ e LY }4'07’ =0 ?(QWE)‘L}'

Réwnania linjowej teorii powlok wyprowadzone sg z dokladnodcia do wyrazéw
rzedu A2 w poréwnaniu z jednoécig. Przyjecie cuklidesowej geometrii powloki
podezas wyprowadzenia réwnania (3.1) powoduje wprowadzenie dodatkowych
bledéw rzgdu nizszego od A2,

Mozna szacunkowo okreslié [20] Zze rownania teorii powlok o malej wyniostosei
wyprowadzone sa z dokladno$cia do wyrazéw rzedu Al Przyjecie wiec Scislej catki
szczegdinej réwnania (3.1) nie zwigkszy dokladnosci wynikéw, podobnie jak nie
zmnicjszy dokladnosci wynikéw przyjecie catki szczegblnej z blgdem rzedu Al w
poréwnaniu Z jednofcia,

W przypadku obrotowej symetrii z poréwnania réwnaf (6.2) i (6.4) wynika,
ze przejecie catki szezegdlnej 7 rozwiazania blonowego jest mozliwe, gdy sa spelnione
nastepujace zaleZnodei:

i[ (oW ] sa<l

02 (0) oW p), 1 ’

By

0= [ (W2, 1} 5 Mzl
c

gdzw symbol -~ oznacza «rzgdu»

65
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© W przypadku gdy zaleznobci (6.5} sa spelnione w cafym obszarze powloki, prze-

jecie calki szczegdlnej z rozwigzania blonowego wprowadza bledy rzgdu dokladnosei
teorii, ktére nie moga mie¢ wplywu na dokladno$é wynikow. W tych przypadkach
mozna catke szczegdlina przejac z rozwigzania blonowego.

Jezeli zaleznosci (6.5) na czgsci lub w calym obszarze powloki nie sq spefnione,
to przejgcie catki szezegdlng z rozwiazania blonowego wprowadza dodatkowe bledy
nizszego rzedu od dokladnosci teorii, Takie postepowanie moze {chociaz ze wzgledun
na to, ze szukamy tylko calki szcregblnej zagadnienia nie koniecznie musi) dopro-
wadzi¢ do bleddw w wynikach przewyzszajacych dokladnoéé teorii powlok o malej
wyniostosci. ' o

W sensie matematycznym warunki okreflone zaleznoéciami (6.5) mozna traktowaé
jako dostateczne [13 i 20], WigZa one obciaZenie, ksztalt powloki i jej wyniostosé.
Ze wrgledu na warunek (2.3) powloka jest na ogdl opisana nastepujaca zaleznoscia:

(6.6) : z=cf(

gdzie ¢ < 1 oznacza maly parametr, charakieryzujgcy wyniosto$é powloki oraz
gdzie|f(o)|~ 1if 1 # 0dla ¢ > 0. (Przypadki powlok /1 =0 nie sg tu rozwazane}.

Dla konkretnie danej postaci funkcji (o) oraz konkretnego obciazenia mozna
okre$lié najmniejsza wyniostos¢ ¢, dla ktorej rozwiazanie blonowe moze byé przyjete
jako catka szezegblna zagadnienia zgigciowego. Dla wyniostodel mniejszych nalezy
braé §cisla calke szezegOlng rdéwnania (4.1).

Dla przyktadu przeprowadzmy analize dla klasy powlok paraboloidalnych (5.1)
rozwazanych $cifle w p. 5 przy obciazeniu p3 (g) = const = p.

Z (6.5) otrzymamy _ o o o o _
4 G—m@—-mr(l—m

0.7) s g <M
lub

ANE—m@2—m2(l —m)

—_ 1
(6.8) ( p ) Amlgom s M,

@

natomiast (6.5), daje

4 @2-— 1—
@ —m( m)S

(6.9) _ 1 o At
Iub

. IV 2—md—m -
{6.10) (—;) 3 gom -5 AL

Zaleznodci (6.7)(6.10) wskazuja, ze przypadki m = 1 (stozek) oraz m.= 2 (kula).
sa przypadkami szczegblnymi przy obciazenin réwnomiernym oraz istnieniu sily
skupionej w zworniku. Przypadek m = 4 mozZna traktowaé jako szczegdlny dla
powloki zamknigtej w zworniku przy obcigZeniu tylke réwnomiernie rozioZonym.
Dla tych przypadkdw szczegdlnych powlok i obciazenia catka szczegdlna (4.1)
mose byé prrejeta z rozwiazania blonowego niezaleznie od wyniostosei powloki.
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~=Nalezy tu zauwazyé, ze rozwiazane w pracach [14, 21 3] oraz monografii [5 i 4]
przypadki- obrotowej symetrii powlok paraboloidalnych o matej wyniostosci naleza
whadnie do tych przypadk6w szczegblnych ze wzgledu na moiliwo$é przyjecia
blonowej catki szczegdlnej. Przyjecic blonowej calki szczegdliej w tych konkretnie
rozwigzanych przyktadach nie wprowadza dodatkowych bigdéw do obliczed.
Jednak poprawnosé takiego zatozenia dla stanu obrotowej symetrii dowolnych powlok
obrotowych o malej wyniosloéci-przy dowolnym obciazeniu zalezy od spehienia
podanych w ninigjszej pracy warunkow (6.5).

. Podobnie mozna przeprowadzi¢ rozwazania dla powloki logaryimicznej (5.13),
dla ktérej z (6.5); otrzymamy ' ;

- 64
, e en
(6.11) o 215
lub
16 [ A\?
(6.12) _ “g—(?) s M,

natomiast lewa strona (6.5); daje zero. Oznacza to, ze dla powloki (5.13) w przy-
padku obciaZenia tylko brzegowego rozwiazanie blonowe pokrywa sig ze Scista
catkg szezegOing réwnania (4.1) niezaleznie od wymoslosm powlokl (por. p. 5 oraz
tablicg 3). :

7. Przyklad 1

Wyznaczmy rozkiad sit wewngirznych w przekryciu jednostupowym (rys. 2)
o powloce typu paraboloidalnego (rys. 3) pod obciazeniem réwnomiernie rozio-

R : Ce e - ."3} /i
! ;-: HHHthtnnnnnrung
S
(=3
a1,
Sl 4
S
20
4 4 ; "
——— =TT
Rys. 3

Zonym p®) = const = p/L. dla nastgpuiacych danych liczbowych (oznaczema
Jak w poprzednich rozwazaniach): - :

2 1
(1.1) m=-, e=01 A=0025 »=-— (elbet), g =02

Zgodnie z rozwigzaniem analitycznym (p. 5) obliczamy

; V12— _ 2
) _r_VAz—f—%=13_6,63, 1=9054, —=3.
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Zmienna niezalena zmienia si¢ wigc w granicach 0,2 < p < 1, skad z (5.3) mamy
{(1.3) 4,2025 < x < 9, 0540 x = 9,0547/p.

Funkcje y, bedace liniowo -nlezaleznyml rozwiazaniami réwnania - jednorodnego
majg tu postaé

w1 =bers x,  y, = bei; x, Sy =kersx, 4= keiy ¥,

7.4
74 S d dx -,

Va1 =E;C%(x);r:%x,1-
Wyznaczenie wartodci funkcji vy 1 vy przeprowadzono korzystajqc z tablic [21]
dla funkcji- Thompsona rzedu zera ber x, ber’ X, ..., obliczajgc nastepnie funkgje
rzgdu 3 wg nastgpu_]qcych WZOrow transformacy_]nych

bers x == — (ber' x -} bei’ x) + (ber x — bei x) —
5 (ber” x — bei’ x),
2 ) 2v2 .
beiy x = ———(ber’ x — bei’ x) -+ (ber x -+ bei x) —
(7.5) 1 (ber” x + bei’ x)
— —=(ber’ x -+ bei’ x
V2 ’
, 2 ST | 3b
bery x = “g(ber’ x — bei’ x) + T/“i:(ber x + bei x) — ——m,

. 3 bei3 x .
—(berx—bmx) e
V2. x
Wzory transformacyjne na ker; x, kei; x, ker, x i kei; x sa identyczne po zamianie
symbolu ber na ker..

5 ,
beiy x = TI/— (ber’ x + bei’ x)

W przypadku rozwazang] powloki _]ednoslupowe} z warunku réwnowagi caloéci
konstrukeji otrzymujemy

(7.6) P=PL=qn(L2— 120} p* = mpL (1 — gd).
Stad wg (5.10); i (4.3) '

— P Y
an . - C=—(1H90)+-—93—?.

- Zaleznodci (6.5); lub dokladm'ej (6. 7) majg postaé

160 1 0, 094787 0,81 dla  g=g=02,
AR

7.8 T R :
(7.8) 9c24 " ]/ o 0,095 dla p=1,.
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Wzér. (6.5); Tub (6.8) daje

16 1 0009479 10081 dla g—po=02
9c24 P ]/94 100095 dla o=10.

7.9,

Test widoczne, ze jezeli w (7.9) otrzymano wielkosci rzedu Al = 0,023, to w (7.8)
otrzymano wielko$ci rzedu A0 = 1, ktérych nie wolnoe pomija¢ w pordéwnaniu z jed-
nofcia. Zgodnie z rozwazaniami p. 6 nie nalezy tu przyjmowaé blonowej catki
szczegllnej. '

Scista catka szczegdlna rownania podstawowego, zgodnie z rozwigzaniami (5.11)
i (5.12) oraz tablicami 2,3 i 4 dla danych (7.1) i (7.2), ma postac '

0,094 787) (1 0,009 479)]"

1/94 13/ ot

EALW,; = p - 100 -

| —
By =p-75V ¢ [@2 (1

(7.10)

e
“Warunki brzegowe zadania sa nastgpujace:

N2 =W=0,

8= 0o
2) agpn =105
(7.11)
3) nl = 0,
e=10 " 4 mav—o.

Powyzsze warunki brzegowe prowadza do ukladu czterech réwnaf wzgledem
stalych Ay, po rozwigzaniu ktérego mamy
A = — 39,658.10-3 p,
Ay = —14,325-1073 p,
Ay = — 35,645 p,
Ay = — 08,877 p.

(7.12)

Na rysunkach 4, 5 1 6 wykresy sit wewngtrznych obliczone wg wzordw z tablicy 1
prey stalych (7.12) podano liniq cigglq.

Gdyby postapié zgodnie z zalozeniami prac [2 i 14] i przyja¢ w tym przypadku
blonowy catke szezegélna wg (6.2) i (6.3) oraz tablicy 1,

. 3 -
H=p-15-Vo (92—1),

=0+ 1)
1/9

(7.13)

" EALV = EALW, = p-100 -
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dla warunkéw brzegowych (7.11) otrzymamy uklad czterech réwnan wzgledem
statych Ay, po rozwigzapiu kidérego mamy

Ay = —49,668.10-3 p,
Ay = —4,524.1073 p,
Az = —50,739 p,
Ay = 67,551 p.
Na rysunkach 4, 5i 6 wykresy sit wewnetrznych, obliczone wg wzordw z tablicy 1
przy przyjeciu @s = @ oraz W, = W oraz za pomoca statych (7.14), podano linig
przerywand.

Wrykresy wykazuja rozbieznosci w przebiegach sit wewnetrznych. W przypadku
przyjgeia blonowej catki szezegdlnej réznice maksymalnych rzgdnych sit wewnetrz-

nych w stosunku do rozwiazania $cislego réwnan powlok o malej wyniostosci sa
nastgpujace:

(7.14)

momenty promieniowe miD 9,259,
momenty obwodowe m2 = 1Y%, ale na krawedzi zewngtrznej 23,2%,,

sity promieniowe nilr = 69,
sily obwodowe n22) 2 14,1%,
sity tngce g% = 40,7%,.

Réinice te przekraczaja dokladno$é teorii powlok o malej wyniostosci.

Te wzglednie nieduze rozbieznosci wykresdow sit wewnetrznych (wykres g4 w wy-
miarowaniu nie odgrywa roli) wynikaja stad, Ze geomatria rozwazanej powloki
jest zblizona do powloki stozkowej o malej wyniostoéci, dla ktdrej pokrywajg sie
catka szczegdlna rozwigzania fcistego réwnah oraz rozwiazanie blonowe. Dla po-
wlok, ktérych geometria bardziej rézni sig od geometrii stozka lub kuli przejecie
calki szezegdlnej z rozwiazania blonowego mozZe spowodowaé znacznie wigksze
biedy. Poni%ej podajemy rozwiazanie takiego wiasnie. przypadku.

8. Przyklad 2

Wyznaczmy rozklad sit wewngtrznych w przekryciu jednostupowym (rys. 2)
o powloce typu logarytmicznego z = ¢-Inlfp (rys. 7) pod obciazeniem réwno-
miernie roztozonym p™ = const = p/L dla nastepujacych danych liczbowych [por.
wzory (7.1) oraz (7.2)]:

1

c = 0,04765, A =0,025, Y=

(8.1) 6’
0o =0,2, Y4 =136,63.

Analityczne rozwiazanie tego typu powlok podane zostan w p 5, przy czym
funkeje ¢, maja tu postaé (5.17).
W przypadku rozwazanej konstrukcji jednostupowej mamy wg zaleznoéci (7.6)
oraz (1.7)
p

8.2) Cc= B
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Zaleznoéé (6.11) przyjmuje tu postaé

- 64 .
(8.3) = LSI> AL

Zgodnie wiec z rozwazaniami p. 6 nalezy do rozwiazan bral Scisly catke szoze-
gblna rdéwnan.

Scista catka szczegdlna réwnania podstawowego (5.14) dla danych numerycznych
(8.1) zgodnie z (5.15) i (5.16) oraz tablic 5,6, 7 ma postac

3.4 @, = p (4,18063 p* — 10,49310 p),
(8.5) . EML« W5 = p+701,89 g3,
Warunki brzegowe (7.11) prowadza do ukdadu czterech rownan wzgledem sta-
tych Ay, po rozwigzanin ktérego mamy
Ap = 6,28563 p,
Ay = — 2,74651 p,
Ay = 0,026798 p,
Agq = — 0,000030 p.

(8.6)

Na rysunkach 8, 9, 10 wykresy sit wewnetrznych obliczone wg wzoréw z tablicy 1
przy statych (8.6) podano linia ciqgly.

Jezeli wbrew otrzymanemu w (8.3) niespelnieniu warunku (6.11) przyja¢ do
obliczefi blonowa catke szczegdlng wg (6.2), (6.3) oraz tablic 3 i 4, to dla danych
numerycznych (8.1) ofrzymamy -

(8.7 @ = p (10,49310 g3 — 10,49310 p),
(8.8) EALW = 1761,708 po2.

Warunki brzegowe (7.11) prowadza do uktadu czterech réwnan wzgledem sta-
tych An, po rozwigzaniu ktérego mamy

Ay = 0,017620 p,

Ay = — 19,2420 p,
Ay = — 0017620 p,
Ay = 0,050000 p.

(8.9)

Na rysunkach 8, 9, 10 wykresy sit wewnetrznych obliczone wg wzordw z tablicy 1
przy stalych (8.9) podano Hnig przerywang.

Jak wynika z rysunkéw 8, 9, 10, blad spowodowany przejeciem calki szczeg6lnej
7 rozwigzania blonowego w przypadku powloki logarytmicznej jest tak duzy, ze
olrzymane na tej podstawic wykresy sit wewnetrznych sa zupelnie inne i nieporow-
nywalne z wykresami otrzymanymi na podstawie $cislego rozwiazania réwnan.
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Pezwme
OCECHMMETPUYECKAA OEPOPMALIMA IIOJIOTHX OBOJOYEK BPAINEHIAS

Ha otHone numelinofl TeopHE MONOrEX OGOIOYER DPACCMETPHBAIOTCH Ypapdemys o6oiouex
Bpamenns. FleTansno PACCMATPHBACTCS OCECHMMETPHUCCKAA AehODPMAIAA MONOTHX O0B0I0MEK
Bpaurenus. OOCYEAACTCA 3a0aya 3AMMCTBOBAHMA MACTHOTO DENleHHs M3 Ge3MOMCHTHOH TEOpRH.
TTonmy4enst yenoBHA DPHMSHEMOCTH GE3SMOMEHTHOTO DPEIICHEA, B KAYCCTBS TACTHOIC DPENEHES
ypasuenmi noaorux obonotex. YKa3eBaroTCH HEKOTOPHIE THIEL OBOIOMEX ¥ HAIPY3OK, N KO-
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TOPHIX Ge3MOMEHTHOE DEIEHTe COBNAAAET ¢ TOYHBIM TACTHRIM pPEleHueM ypaBuenwd, Jlarorcs
AHAIMTIICCKHE DPEIIeHNs IAA Kiacca napabonoupanbHeX OGOIOYSK H OET JIoTapubmerdeckoil
oBonourn. Jaercs npuMe]p PACYCTA HA PABHOMEPHO PACHPENEIEHHYIO HAIPY3KY OBHOCTONOHOTO,
IPHGOBHIHOTO [EPeKpRITHS, NApaGONOBmAnLHas M orapudmuueckas ofGO0MKA KOTOPOTO
MMEeT OTPHIATENBHYRO TAYCCOBYRO KpHBM3HY. JIi MHCICHHBIX IAHHSIX NDMMEPR, LOTMYYCHABIE
B paGoTe YCIOBMS — HE BLIIONHAIOTCH, PACKOXIEHHS Pe3yNbTATOB TOYHOIQ PACHETH W DOIMICHHA
OpH 3aFMCTBOBAHME YacTHOTO DEINGHAA M3 Ge3MOMEHTHOH TEODHE, NPEBLICINANOT TOYHOCTL
YpaBHEHRH nonorux oGonoueK.

Summary
AXISYMMETRICAL, BENDING OF SHALLOW SHELLS OF REVOLUTION

The object of the considerations are equations of shells or revolution on the grounds of the li-
near theory of shallow shells, The case of rotational symmetry is studied in detail. The possibility
of using membrane solutions for particular solutions is analysed, some conditions for this being
derived. Some cases of shells and loads for which a membrane solition coincides with the accurate
particular integral of the equations are indicated. Accurate solutions are obtained for uniformly
loaded paraboloidal and logarithmic shells. As an example the axially symmetric problem of a uni-
formly loaded single column shell roof of the paraboloidal and logarithmical type and negative
Gauss curvature is solved. The above conditions for the numerical values are not fulfilled in this
example, The differences between the accurate results and the solution obtained by using the mem-
brane theory solution as a particular integral are greater than the accuracy of the linear theory of
shaliow shells,
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