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TROJWARSTWOWYCH

RYSZARD GANOWICZ (POZNAN)

1. Teoria plyt tréjwarstwowych rozwingta si¢ ostatnio niezwykle szeroko. Szereg
autoréw [1}-]5] zajmowalo si¢ tym zagadnieniem rozpatrujac réine modele.

Ze wzgledu na to, 7e w typowych plytach tréjwarstwowych spotykanych w kon-
strukcjach lotniczych czy budowlanych warstwa Srodkowa jest wykonana z materia-
16w o niskich wartosciach wytrzymalociowych, konieczne jest badanie wplywu
odksztalcen od sit poprzecznych warstwy Srodkowej na prace plyty. Cecha wiec
najbardziej rézniaca plyty trdjwarstwowe od tzw. plyt cienkich jest uwzglednianie
odksztalcen od sit poprzecznych. W tym sensie bliska jest teoria plyt trdjwarstwowych
teorii Reissnera [6].

Twierdzenie o wzajemnosci prac E. BETTIEGO stanowi dogodne narzedzie do
konstruowania rozwiazan w teorii sprezystodel a takze w teorii plyt. Twierdzenie to
spelnia podobng rolg w teorii sprezystodei jak znany wzdr Greena

O Iy

w teorit funkcji harmonicznych. Wzor ten posiada swéj odpowiednik w teorii plyt
cienkich w postaci tozsamodci Rayleigha-Greena [7]

(1.2) ff (V2 V2u — uV2 V2 o)dxdy =

—{—flM(u)—— g{uyv — M('a)w+q('v) u]ds.

W dalszym ciggu pracy, w celu wyprowadzenia {wierdzenia o wzajemno$ci prac
dla plyt tréjwarstwowych, oprzemy si¢ na wyzej cytowanej ksigzce S. BERGMANA
i M. ScHrIFrerA [7].

2. Zajmiemy si¢ zginanymi plytami tréjwarstwowymi, ktérych warstwy skrajne
sg izotropowe I nie posiadaja sztywnofci na zginanie, a warstwa Srodkowa jest
nieéci§liwa i jest sztywna jedynie na odksztalcenia postaciowe w kierunku prostopad-
tym do powierzchni §rodkowej piyty.
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Réwnania réwnowagi takich plyt przyjmuja postaé nastgpujaca [8]:
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Dla przemieszczel mamy

u=zp (5,3, ©=7zp3(x0), w=@i(%)).
‘We wzorach powyzszych przyjeliSmy jak zwykle oznaczenia

2ER d Edh

D=2 1T Gy
symbole F, » oznaczaja stale materia’owe warstw skrajnych, a Gs = Gy = Gye
moduty odksztalcenia postaciowego warsiwy §rodkowej.

W celu wyprowadzenia twierdzenia E. Bettiego wprowadzimy do rozwaZzah wy-
tazenie na energie sprezysta nagromadzong w elemencie plyty:

1 i) 83 ( B2 5‘993)
2. N S AT EACA NE
(2 3 dv 2 [mx ix My oy Mgy

dpy 0y
el fpg—l—“éx— + 4y <Pa+-g dxdy.

Uwzgledniajac zaleznosei (2.2) wyrazimy catkowita energic nagromadzona w roz-
patrywanej plycie (rys. 2) w sposéb nastepujacy:

a<p2) B B3 (arpa)"" 1—v (5992)2
2.4 - oPs {093 92
. e d ff{( Y ax 8y+ dy -+ 2 dy -
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Wprowadzimy teraz pewien funkcjonal zaleiny od dwoch ukiadéw funkejis
1—w 6(]71 oD, atpg 6@1 8@; 6@1]
(2 5) e{(p! (D} _ff{ [a}t dx + o dy 5)’ J“?’Z ax +(P3"5 +
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ktéry ma zwigzek nastgpuiacy z energia spre-
zysta (2.4):
{2.0) V=-e{p, ¢}.

Odnoénie funkeji @s i @ zalozymy, e sa
one ciagle wraz z pochodnymi do drugiego
rzedu w obszarze B i ciggle wraz z pochod-
nymi rzedu pierwszego na brzeg C.

Zajmiemy si¢ teraz funkcjonalem (2.5)
i zastosujemy do mniego prze-ksztalcenia
Greena. Przykdadowo wykonamy to prze-
ksztalcenic dla calki Rys. 2

@1 0P
@7 ff_'"f “Ldxdy=— f
Postepujac analogicznie z pozostalymi skiadnikami wyrazenia (2.5), otrzymamy
D(l—w) dpa
(2.8) ef{p, @} = — T V2 q31+ — —5— @1 dx dy-+-
B

D(l—v)ff(acm n P nPep q 14 Pes)
T T a2 a2 21— axdyl

(lﬂv) dpr n 14 2 n ey
x@gdxdy M—Elﬁvaxay'{’(;ﬂgﬁl__‘v ayz

Rozprawy Inzynierskie -- 7

dxdy+ f —— @y cos (1, Ox) ds.
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0Zeg D{— i)
i T2 )@3 dx dy+ —(—-i)f [((pz ;91) cos (n, Ox)+

2
i i/ 7]
—l—(rp3+ :)cos (n, Oy)] @ ds+ = f[( 72 ;:)x

I-—» 6@2 (3
% cos (n, Ox)+ —5— ( 2 + P )cos (7, Oy)1 Dy ds+
w3 Ops 1—» {dpy O3
+ Ejf{( +9 B—) cos (n, Oy) —x— 5 ( o + ox ) cos (n, Ox)] Dsds.
C

Jezeli funkcje ¢ i @; (i = 1,2) na brzegn C przedstawimy
@2 (x, ) = @a(x, ¥) cos (n, OX) — pu(x, y) cos (1, 0y),
(%, 3) = P (%, 9) 08 (1, O9)+ i, ¥) cos (1, O)
oraz zauwazymy, 7e
My = myg c0s2 (1, Ox)-+my cos? (n, O)+2may cOS (1, Ox) cos (n, O),
(2.10)  as = (tmy — my) cos (n, OX) cos (1, OF)+May [cos? (n, Ox) — cos?(n, ON],
dn = gz c0s (1, Ox)+gy cos (r, 0F),
to wtedy funkcjonal (2.8) bedziemy mogli przedstawi¢ w postaci

a
@211) e{p,P}=—Gsh ff (V2 ¢1+ + %) @, dxdy+

P n g g 0 14+v & ‘Ps)
o [ o2, 52
+Gs ax Bz 1—» 0x2 2 R 2 1—» &xdy Pydxdy+

dpr _-m 14v &2 n 2 ‘7?52973)
+G8hff( 21— 6x5y+%— 1—» 0y2 T2 ox2 @3 dxdy +

(2.9)

1 .
+ 5 f (gn () @1+ () DPu+-111n: () Dy ds.

Z warunku e {p, P} = e {®, p} i na podstawie (2.11) otrzymamy formule stano-
wigca pelna analogi¢ do toZsamoéei Rayleigha-Greena (1.2).

W celu uzyskania zasady E. Bettiego dla plyt trojwarstwowych zaloZzymy, 7ze oba
uklady funkcji ¢ i @ spetniaja réwnania réwnowagi zagadnienia (2.1) dla danej
plyty tréjwarstwowsj. Oznaczal to bedzie, Ze rozpatrzymy plytg, na ktdrg dziala
obciazZenie p () w obszarze B, sily brzegowe na brzegu C [stan § (p)] oraz obcigzenie
P (D) w obszarze B i sily brzegowe na brzegu C [stan § (P)].

Z warunku e {p, D} = e {D, ¢} otrzymamy wiedy

(2.12) ff{p(w) Dy — p(P) p1] dB = ﬁf[qn(qﬂ) D1+ () Pt

+mn6(99) D — gn (D) 1 — M (D) pn — Mt (D) @il ds .
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Rownosé powyzsza przedstawia poszukiwane przez nas twierdzenie o wzajemnosci
prac dla plyt trojwarstwowych.

3. Jako przyklad rozpatrzymy péiplaszczyzne tro_]warstwowac x > 0. Niech na
brzegu x = 0 beda dane nastgpujace funkcje:

B @ 0,n=/0), mu(0,)=m(0,0)=f2(»), ¢:(0,3)=p3(0,y)=0.

Poszokujemy ugiecia w (x, ) = ¢ (x, ¥) dla x>0 przy poda.nych powyzej (3.1)
warunkach brzegowych.

Zadanie takie mozna rozwiazaé bezpofrednio korzystajagc z réwnan zagadunienia
(2.1), jednak jest to droga uciazliwa. PoniZej wzyskamy rozwiazanie opierajgc si¢ na
twierdzenin E. Bettiego i wykorzystujac rozwigzanie dla plyty nieograniczonej
obcigzonej sifa skupiona [8].

Jezeli plyte nieograniczona obcigzymy antysymeirycznie wzgledem osi x =0
dwoma sitami skupionymi, to dla x > 0 otrzymamy rozwigzanie poélplaszczyzny
obciazonej sila skupiona, spetniajacé nastgpujace jednorodne warunki brzegowe na
krawedzi x = 0: :
1= @3 =ty =0,

W dalszym ciggu potrzebna bedzie znajomos¢ sit poprzecznych gy, oraz wielkosci gy,
na brzegu x = 0 dla pélplaszezyzny obeiaZonej sita skupiong p = 8 (x - x) 6 (31 — »)
dziatajaca w punkcie {x, ¥). Wykorzystujac rozwigzanie dla plyty nieograniczonej
latwo wyznaczymy te wiclkosci:

X

0 P —
dn (x, ¥, yl) .717 x2+(y1 y)z »

(3.2) o
Pu (x, 9, 0, p1) = — 0 x {In [2+01 — yP1+1}.
Zastosujemy teraz twierdzenic o wzajemnoéei prac (2.12) przyjmujac jako jeden

stan obciazenie pélplaszczyzny sila skupiona, a jako drugi okreslony przez dane
wielkodci brzegowe (3.1). Biorac pod uwage, Ze

'ffw(xlayi) 6(x1_x)6(y1_y) dX1 dyl:—“W(x,y),
B

otrzymamy poszukiwane rozwigzanie:

F Ao
6 wen=o | mciyl—

- f £2O0) {in 124G — P+ diy.

0

Jako przyklad przyjmiemy nastgpujace dane:

M & '
fi) =90, fz(yl):;;ﬁ; e>0, M = const.

+¥
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Dla tego przyldadu otrzymamy
X

M g
- — 2 2
(3.4) w(x, ¥) oy S (. {In [x24-(p; — 22141} dyy .

—00

Jezeli wezmiemy pod uwage, ze ciag funkcji (1/=) (e/e>+-»%) dla e —0 zmierza do
funkeji Diraca & (y,) 9], to przechodzac do granicy & — 0 w wyrazeniu (3.4) otrzy-
mamy dla przypadku obciaZenia brzegu polplaszezyzny momentem skupionym
drialajacym w poczatku ukladu wspélizednych ugigeie

M
(3.5) wix, )= — 4D x [In (x24-p234-17.

4, Zwrécimy uwagg na fcisty zwigzek wprowadzonego przez nas funkcjonatu
e {p, D} z pierwsza wariacja emergii sprezystej. Latwo mianowicie stwierdzi€, Ze
funkcjonat ten przedstawia polowe pierwszej warlacji energii sprezystej V(2.4),
jezeli oznaczymy wariacje poszczegélnych funkcji w sposéb nastepujacy:

4.1) Spr =Dy, Oy =Dy, Oy =Ds.
Przy tej interpretacji otrzymujemy
(4.2) 8V = 2e {p, B}.

¥.atwo takze udowodni¢ w oparciu o wyrazenie (2.11), ze podane na poczatku pracy
réwnania réwnowagi (2.1) przedstawiaja uklad réwnan Eulera zagadnicnia waria-
cyjnego znalezienia minimum catkowitej energii plyty:

(4.3) . SU = 6V — pdoy — 0.

Opréez powyzszego mozemy tez na podstawie wyrazenia (2.11) podaé naturalne
warunki graniczne:

@.4) [ B1+mn Bu-tmue D) ds =0,
C

Stad otrzymaé mozna osiem typéw warunkéw brzegowych, kidre uzyskamy
spetniajac warunek (4.4).
Na przyklad dla brzegn swobodnego ofrzymamy:

“.5 gn =0, mp=0, mu=0,

Pozostale warunki brzegowe otrzymuje sig analogicznie.

Literatura cytowana w tekscie

1. Axexcangpos, Bprokep, Kypmms, Ilpycaxos, Pacvem mpexcaoinsix nanesel, Mocksa 1960.

2. CuieN C. CuanG and BerTrAND T. FaNG, Initially warped sandwich panel munder combined
loadings, Aerospace Sci., October 1960.

3. C. Lsove and S. B. BATDORF, A general small deflection theory for flat sandwich plates, NACA,
No. 899, April 1948.




TWIERDZENIE O WZAJEMNGCSCI PRAC DLA PEYT TROJWARSTWOWYCH 427

4, M. Steiv and J. MAYERS, A small deflection theory for curved sandwich plates, NACA, Report
1008, 1951.

5. J. Wacnowisg, P. WiLps, Wolnopodparte, prostokqtne plyty tréjwarstwowe, Arch. Inzyn.
Ladow., 1, 12 (1966).

6. E. RESSNER, The effect of transverse shear deformation on the bending of elastic plates, J. Appl.
Mech., 12, A. 69 (1954),

7. 8. Bercman and M. SCHIFFER, Kernel functions and elliptic differential equations in mathematical
physies, Ac. Press, New York 1953,

8. R. Gavowicz, O pewnym rozwigzanin plyty tréjwarstwowej, Rozpr. Tnzyn., 3, 14 (1966).

9. V. M. Tendanp, I E. Ilmtos, Obobuennste dynxyuu u oefiemann nad numu, Toc. M3a.
Dus.-Mar. Jut.,, Mocksa 1959,

Pesrome

TEOPEMA O B3AMMHOCTY PABOT UISI HEKOTOPOT'O THITA TPEXCIQWHBIX
HNTACTHHOK

B paboTte BeiBoguTCH TEopeMa . BETTH NN TPEXCHOHHBIX IITACTHHOK, BHELIHME CHOH KOTOPHIX

HC O0MAHANOT IKECTKOCTRIO Ha W3THD, A CePeNUHEEIL CIIOM BO3MEHCTBYET €AMHCTBEHHO HA ILONE-
PCURLIC CHITHL.

SL{I‘H mary
THE RECIPROCITY THEOREM FOR THREE-LAYER PLATES
This paper contains a derivation of the Betti theorem for three-layer (sandwich) plates of which

the outer layers have no flexural rigidity and the middle layer carries shear forces only. An example
illustrates the application of the theorem proved.
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