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1. Wst@p

Jak Wladomo w plaskiej, klasycznej teoril sprezystosei przy rozwigzywaniu kon-
kretnych zagadnien duze korzysci przynosi zastosowanie funkcji zmiennej zespolone;.
Jest to mozliwe dzigki temu, Ze kazda funkcje harmoniczng i biharmeniczna w ob-
szarze plaskim mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji anahtycznych Jednego zespoionego_
argumentu. :

W ostatnich latach metoda rozwiazywania zagadniet w oparciu o teorig funkgiji
zmiennej zespolonej zaczgla przenikaé do innych dzialéw mechaniki stosowaned,
w szczegllnodei tam, gdzie mamy do czynienia z réwnaniami réznicckowymi elip-
tycznego typu, ktc'n_'e do$¢ czesto dajg si¢ rozwiazaé i napisaé w postaci ogdlnej
(zespolonej) przy przejSciu z rozwazaniami na plaszozyzng zmiennej zespolone;.
Postaé zespolona rozwiazania réwnania (lub uktadu réwnan) z pochodnymi czastko-
wymi zawicra w sobie wszystkie rozwigzania wewngtrz pewnego danego obszaru,
przy czym dane wyraZenie sklada si¢ z dowolnych funkcji zespolonego argumentu.

Wyrazenie takie w wielu przypadkach w oparciu o metody teorii funkcji anali-
tycznych pozwala Iatwo wykazaé wazne wlasnodei rozwigzania i jest szezegélnie
korzysine przy rozwigzywanin zagadnieri brzegowych. Pozwala ono konkretne
zagadnieni¢ sprowadzi¢ do réwnowaznego zagadnienia brzegowego funkeji anali-
tycznych. Ta droga rozwigzywania w wielu przypadkach okazuje si¢ bardzo efek-
tywna i w wyniku dos¢ czgsto prowadzi do zamknigtego rozwiazania postawionego
problemu. '

W literaturze technicznej znane jest ogdlne (zespolone) rozwigzanie ukladu réw-
nan dwuwymiarowej teoril napreZen cieplnych [2 i 6]. Nie spotyka sie natomiast
zastosowania go do rozwiazywania konkretnych zagadnien brzegowych.

W celu wyjadrienia pewnych subtelnosci ogélnego rozwigzania dwuwymiarowej
teorii napreZen cieplnych w pracy niniejszej podano na innej drodze szczegblowe
wyprowadzenie poszczegdlnych zaleinodci' wzbogacajac je w dodatkowy zwigzek
(4.41), bardzo przydatny przy rozwiazywaniu konkretnych zagadnien brzegowych.
Poza tym w oparcin o rozwigzanie dla obszarn nieskoficzonego wystepujace w ogdl-
nym rozwigzaniu potencjaty rp(z) i (z) odpowiednio zinterpretowano, co pozwolito
korzystaé z teorii funkcii anahtycznych 1w wyniku dany problem brzegowy udaje
si¢ sprowadzi¢ do zagadnied brzegowych funkcji analitycznych.



532 JAN FILTPKOWSKI

2. ZaloZenia, oznaczenia

A. W odniesieniu do pola temperatur przyjeto nastgpujace zalozenia:

a) typowe zalozenie przewodnictwa cieplnego, e ilo§¢ ciepla AQ. przechodzaca
przez element ds w jednostce czasu jest proporcjonalna do ds i pochodnej normalnej
femperatury;

b) temperatura zalezy jedynie od dwéch zmiennych x; y oraz Ze temperatura
jest funkejg analityczng tych zmiennych. )

B. W odniesicniu do ciala przyjeto:.

a) rozwaza sig ciato jednorodne ze wzgledu na wspolhrzedne punktow przestrzeni
jak réwniez na zmienng czasowa;

b) rozwaza sie odkszfatcenia w zakresie odksztatcen liniowych malych i w zwiaz-
ku z tym zaklada si¢ stosowalno$é¢ klasycznych podstawowych zatozen geometrycz-
nych liniowej teorii spreZystosci; '

¢) zaklada sie, z¢ zmiany temperatur zachodza w “takich gramcach Ze nie wplywa-
ja w sposob istotny na wielkodé stalych sprezystych i gesto§é ciala.

' Oznaczenia

uy skiadowe wektora prremieszozer,

oy wspblrzedne tensora naprezen,
51 wspolrzedne tensora odksztalced,

X, Y skladowe wektora sif powierzchniowych,

M wypadkowy moment sit powierzchniowych,
F; skladowe wektora sit powierzchniowych,

aq wspblezygnnik rozszerzalnodei cieplnej,
A wspblczynnik wewngtrznego przewodnictwa cieplnego,
W iloé ciepla wytwarzana w jednostce czasu i w jednostce objetosci,
E modut sprezystoci,
G modu! odksztaleenia postaciowego,
v wspblczynnik Poissona,

A, i stale Lamégo,
y = (3i+2u) ar.

Dla plaskiego stanu odksztalcenia wprowadzamy oznaczenias

+ 3y arE
L W A { S iy
At-p iH2p 2(1—w
a dla uogolnionego plaskiego stunu napr¢zenia:
A*3 3y g1
ok — 1“': , k*'=—2}~—'u—2—-—aTE,
A*u 1+ A2 2
i+ = 2uk » 2y

Ttz VT Ao
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3. Podstawowe zwiazki dwawymiarowej teorii naprezen cieplnych

W przypadku plaskiego stanu odksztalcenia mamy do czynienia migdzy innymi
z nastepujacymi zaleznosciami:
réwnania réwnowagi _
3.1 | o c_r;f,jf{—Fz:_Q, Li=1,2,
zwigzki migdzy nap:rfgier.liami a przemieszezeniami .
(3.2) o5 = po (i, s+tag, )+ Qa5 — yT) i, 033, = Mg, — yT;
réwnania przemieszczeniowe
33 ' ug, (e A) e, b Fy — yTi=0.
Podobnie dla uogdlnionego plaskiego stanu naprezenia moZna otrzymac:
réwnania réwnowagi
(3.4) oyt F=0, §Lj=12,
zwigzki miedzy naprezeniami a przemicszczeniami
(3.5) o5 = p (o, 10, )HOF w1 — ™) By
oraz réwnania przemieszezeniowe
(3.6) wt, g (2% Uk, ki +F - y* T =0.

Jak widaé, w obu przypadkach postaé zasadniczych zwiazkéw jest taka sama
(r&znica w stalych) i dlatego tez w dalszych rozwazaniach nie ma potrzeby zajmowaé
sie tymi stanami oddzielnie. Wystarczy przy rozwigzywaniu konkretnego zagadnie-
nia uwzglednié wlasciwe stale. Rozwazanie ogblne zostalo przeprowadzone dla
plaskiego stanu odksztalcenia. '

4. Wyrazenie naprezei i przemieszezedi przez temperature i dwie dowolne funkcje zmiennej zespolonef

Wiadomo jest, ze dla wyznaczenia naprezefi i przemieszezen, na skutek dzialania
pola temperatur w ogdlnym przypadku, mozna wykorzysta¢ rozwiazanie nzyskane
dla ciala obciazonego sitami masowymi zmieniajac przy tym odpowiednie wyrazy.
Stuszne jest to réwniez w przypadku plaskiego zagadnienia.

Biorac pod uwage réwhania przémieszczehiQWe bez uwzglednienia sit masowych
4.1) g, e+ (A4-p) i, w0 — yT,0 =0
1 warunki brzegowe on; = oy ny, gdzie '

oy = 2ueii+(Reps — ¥T) Oy,

widzimy, ze zamiast tych zwigzkéw mozna rozpatrze¢ réwnowazne réwnanie

(4.2) ' gt i+ (A-H o) e, i FY = 0
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ze zmodyfikowanymi warunkami brzegowymi
@3 O = 4y 1
gdzie
0% = oy+yToiy = 2usiy~+Aegs Oy

Nalezy tutaj zauwazy¢, ze sity masowe F; maja $cisle okre§lony charakter; wyrazaja
si¢ potencjalna funkcja temperatury, taka Ze

@4 By e,
4) a:_—yax’ y—_?’ay

Dla rozpatrywanego wyzej zastgpczego zagadnienia opisanego réwnaniami (4.2)
réwnania réwnowagi sa nastepujace: '

*3 oHF — 0
lub _
(4.6) - ¢ — T, = 0.

Po przedstawieniu tych réwnan w postaci rozwinietej i odpowiednim zgrupowa-

niu przyjmuja one postaé
3 s a a

4.7 a—x-(cxm—yT)+adwy=0, g((’yy—yT)—l_-é;Gwy:O‘
Zamiast niezaleznych zmiennych x, y wprowadzimy inne zmienne z, z okreslone
zaleZno$ciami .
(4.8) : z = x+iy, z=2x—iy.

Operacije roZzniczkowe zwigzane z tym przeksztalceniem beda mialy postad

0 _2 0 au_(a a)
"8x 8z L8z @y \ez azl’

8 -1(6 6) il 1(6 a)
— =l i), ==\t i .
oz 2 \ox oy 0z 2 _

(4.9)

Yezeli teraz pomnozymy drugie réwnanie (4.7) przez { oraz dodamy do pierwszego
wykonujac elementarne przeksztalcenie z jednoczesnym przejiciem do nowych
zmiennych z, z, to bedziemy mieli

( 0 0 0 : 0 a 0 0

4.10) 67(6“ — Oy t-2i0g,) T Fg.'(“wx+“yy — 2¢T)=0.
Réwnanie (4.10) jest spelnione przez funkcje G (z, z} wtedy, gdy

= — gyt 0yy — 2iogy .

aG o 0
(4.11) 2 Oy — 2T,

o7



DWUWYMIAROWE ZAGADNIENIE TEORI NAPREZEN CIEPLNYCH 533

Niech teraz funkcja D (z, z) przedstawia zespolone przemieszczenia, tzn.
(4.12) D (z, z) = uptiuy .

Obliczajac pochodng tej funkcji wzgledem zmiennej z i. wykorZystujacc zw1azk1 (4 9
mozemy napisaé

aD ou ou s du |
(4.13) == ( ”)

0z ax dy -‘l3y+6x
Z zaleZno$ci migdzy napreZeniami a przemieszczeniami
ng = p (uy, 3T, i)+ﬂ-uk,.,.fc dyy

dochodzi sie do wzoréw

aua’; auy . O':z:y

(4.14) > ox P
4.15) Qo _ Dy _ %%
@. ox ay 26
(4 16) 6um aUy Gg. + O'g.

o Ty T 24k

Po uwzglednieniu zwigzkéw (4.14) i (4.15) réwnanie (4.13) przyjmic postaé

l b o0 0 . 0
4.17) : 454?}—— = Oy — Oy +200, .

Z kolei biorac pod uWagQ drugie réwnanie z (4.11) otrzymamy

229G
@.18) S R

co prowadzi do zaleznogel
4.19) 4uD(z,2) =f (2} — G (2, 2),
gdzie f(2) jest dowolng funkcja analityczng zmiennej z.

RozZniczkujge funkcje (4.12) wzgledem z i nastepnie wykorzystujac zwigzki (4.9)
oraz zalelnoSci (4.16) otrzymujemy

(4.20 A0 422 (% O
(4.20) ()5, = o 20 |5 — 5

Podobnie rézniczkujgc obie strony réwnania (4.19) wzgledem z i podstawizjac
zamiast 0G/0z wyrazenie ze zwigzkdw (4.11) dojdziemy do zaleFno$ci -

oD
4.21) : 4p W =f'(2) — o5y — Oy T 2T .
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Eliminujac teraz z réwnaf.{4.20) i (4.21) pochodna éD/dz otrzymamy réwnanie

ﬂ—!—,u A—p (3uy 6ux)

. 0 0 — . o ;— 4 ! ,
*.22) Tt Oy — A—I—Z,u T %A—l—_?.,u dx. &y i=4 @ i
gdzie
4.23 ' !

(4.23) . g@ =7 ;t+2,uf()
Czgdé rzeczywista rownania (4.22) ma postaé
0 . }'+ - .r WWES
{4.24) fepie o‘yy 2/1——{—2“ =2[p @+ (2.

Jezeli teraz zamiast sumy naprezefi w pierwszym réwnaniu (4.11) wstawi¢ odpo-
wiednie wyrazenie ze zwigzku (4.24), to wyzej wymicnione réwnanie przyjmie postaé

4.25 0 T @ £
(4.25) o Ly @+e (Z?]JZE_ﬂ?T,

a po scalkowaniu
(426) Gz =2[p@)tzg @] +29 @) — 21—&; f T(z,7)dz.

Majac funkcje G (z, z) nie trudno znale#é pozostate wielkosci. Przemieszezenie
wyrazimy za pomoca funkcji @ (2), v (2) 1 funkcjg temperatury 7' (z, z), jezeli weZmie-
my pod uwage zaleznosci (4.19), (4.23) i (4.26), mianowicie

A+3u _
@27 24 (uptiuy) = ;:F @ (z) — zp @ (z) — P p(z) + 3 +2 T{(z,z)d=.

Celowe wydaje si¢ przyjecie nastepujacych oznaczen:

At3p YH
Atp’ ﬂ+2,u

Po wprowadzeniu stalych 2 i k funkcja G (z )1 ZW]QZSk na wartos¢ zespolong
przemieszczed przy_]muje; postad nastepujgca:

(4.29) ' wz-G(z,:z) = p(2)+z¢' @)ty () - kf:r(é, 7)dz,

(4.28) % =

(4.30) 2 (otiuy) = wp (2) — 29’ () — 9 )+ [T (@ 2) dz.

W celu okreslenia napreZen w zaleznosci od ¢ (2), v (2) 1 T'(z, z) wréémy jeszeze
raz do réwnan (4.11). Pomndézmy obustronnie pierwsze z nich przez dz = dz-+-idy,
a drugie przez dz = dx — idy i nastgpnie dodajmy stronami. Otrzymamy wowczas

oG

oc |
(431) S dz+ ——dz =2 (o, — T) dx+2i (o, — yI) — 203, (dy-+id).
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Lewa -strona réwnania (4.31) jest r6zniczks zupetng funkcji G (z, z). Przechodzac
po prawej stronie do naprezen rzeczywistych, tzn. powstatych na skutek przylozenia
pola temperatur, bedziemy mieli

¢ . .
4.32) TdG (2, 2) = Gyy dx+itsg dy — Ouy (dy--idx) .

Sily brzegowe o WyraZaja sig nast@pﬁj'qcow:_ B
(433) Gy = 045 COS (1, X)+-02y COS (10, 3),  Ony = Ouy €05 (i, X)--Oyy cos (1, y).
Wiedzac, Ze cos(n, x) = dy/ds, cos(n, ) = —dx/ds, moina zwigzkom (4.33)
nadaé postac ) _
dy dx dy dx
(4.34) Cpp = U'xmg — Ogzy :f;‘_" . Opy = Ozy E — Oyy ;1;

Mnozgc teraz oba réwnania (4.34) przez ds oraz pierwsze réwnanie przez. —7
i dodajac stronam1 otrzymamy

4.35) (#wm—l—o‘w) ds = —0oyy dx — ioza dy+aw (dy+zdx)

Nie trudno zauwazyé, ze prawe strony wzoréw (4.32) i (4.35) sg-pod wzglegdem
wielkoéci identyczne; wystepuje tylko réznica w znaku. Wobec czego dochodzimy
do zaleznodci

1 -
i (U‘nx—!"l.aﬂy) ds = '?dG (Z, Z)-,

ktdra na mocy warunku (4.29) przyjmujé postac
@.36)  (onetiow)ds = —idlp (D+z9' @+y (@) —k [T @D

Zalezno4é ta ma zasadnicze znaczenie w dalszych rozwazaniach i jak widac w przy-
padku izotermicznego stanu przechodzi w odpowiedni zwigzek podany przez
N. I. MuscpeLiszwiLieGo ([3], str. 114).

Analogiczme jak w pracy [3] dochodzi si¢ do nastgpujacych zaleznoscl

1

(437)  oautioay = 9" (D¢ (2) — 2420”(2) P’ (2) — kT (z, ZH-f

4.38) oy — ivew = @ @9 (@) +zp"’ (z)"Jrv,u (2)— kT (z, z) — f—_dz.

Ze zwiazkow (4.37) 1 (4.38) przez proste przeksztalcemc otrzymuje sig zaleznoscx
ktére w prakiyce sa bardziej przydatne, mianowicie

(4.39) . ozt oyy = 2 [p' () F9’ (D] — 24T,

i . " o 7 I
(4.40) Oyy — Ogat2i00y = 2 [z¢" @)1y (2)] ~ 2kf6—z dz . o,
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Dla wypisywania w postaci rozwinigtej warunkéw brzegowych szezegdlne znacze-
nie ma zwigzek, jaki otrzymamy catkujac obustronnie wzgledem s réwnanic (4.36):

441 i f (0nz—+Iiony) ds-Feonst = ¢ (z)+m+w_@ —k f T(z,2)dz.

Tak wigc otrzymano wyraZenia na podstawowe wiclkosci, jak przemieszczénia
i naprezenia w zaleznodci od dwéch dowolnych funkeji @ (2), v (2) i {unkeji tempe-
ratury. W przypadku stanu izotermicznego zwiazki te przechodza w odpowiednie
postacie podane w pracy. [3].

5. Naprezenia i przemieszczenia w ciele nieograniczonym
Kazada catka szczegélna ukladu réwnan
(5.1) g, g+ A v e —yTe =0, 4,ji=1,2

moze by¢ zinterpretowana jako ogdine rozwiazanie dla ciala nieograniczonego.

Rozwiazanie szezegdlne ukladu (5.1) uzyskad mozna w prosty sposéb, postepujac
droga podana przez J. N. GOODIERA, wprowadzajae tzw. potencjal termosprezystego
przemieszczenia @ zgodnie ze zwigzkiem

{(5.2) =0,
Po uwzglednieniu zalernosci (5.2) réwnanie (5.1) przyjmie postaé

uD, xx+(A-+p) @ kit — YTy =0,

a nastgpnie po wykonaniu catkowania wzgledem x; i prostym przeksztalceniu otrzy-
mamy réwnanie Poissona

(5.3) Doy = I_I_—ZHT.
Zwykle rozwigzanie rownania (3.3) przyjmuje sig w postaci calki Poissona,
ktora dla przypadku plaskiego zagadnienia ma postaé

(5.4 : . D(x) = MPWJ‘ T(E) nr (xp, &) dT(&) .
E -

Tutaj r (xp &) jest odleglodcia punktu x, od punktu &

Majac okreflona funkcje @ (x,) mosna przy uwzglednieniu zaleznodci (5.2)
wyzZnaczyC przemieszezenia i nastgpnic napreZenia. W ten sposdb zbudowane roz-
wigzanie ze wzgledu na catkows postaé wzoru (5.4) nie jest zbyt proste. Analizjac
to rozwigzaitie mozna doj$¢ do wniosku, Ze dla otrzymania ostatecznych wynikéw
weale nie musimy znaé postaci funkcji @, wystarczy, gdy bedziemy znali jej po-
chodne, '
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" 'Wobec tego zamiast réwnania (5.3) mozemy rozwiazaé réwnanie

I 4
(5.5) o Up, & = o T,
ktére otrzymamy, jezeli uwzglednimy od razu zalezno$é (5.2). .
Réwnanie (5.5) po wprowadzeniu nowych zmiennych zgodnie ze wzorem (4.8)
i uwzglednieniu zaleznosci (4.9) przyjmie postaé

_ys*T.

{5.6) : (u$+1uy) + (ua; zuy)_ = A Y2n

Otrzymane réwnanie nap1szen1y w nieco prostszej postaci mnozqc obustronme
przez 2p i Wykorzystu_]qc drugi zwiazek (4 28):

5.7 24 -ém; (u'm—|—iuy)+2_,u "a? (uy — iuy) = 2KkT.
Réwnanie (5.7), a tym samym i réwnanie (5.5), bedzie spelnione, jesli przyjmie sie

5.8) 20 (b)) = k [ T2, 2) da.

Mamy wige wzér okresla_]acy bezpofrednio przemieszczenia termiczne w ciele
nieograniczonym. '

Z tak okreSlonych przemieszezefi moZna przez zwiazki (3.2) wyznaczy¢ napre-
Zenia. W tym przypadku ze wzoru (5.8) nalezaloby wydzieli¢ czesé rzeczywista i uro-
jona. Aby tego uniknaé, moZna najpierw okrefli¢ kombinacje wspdlrzednych ten-
sora naprezef, a nastepnie przej$¢ do samych sktadowych.

Sume naprezefi oxr Wyznaczamy poshignjac sig wzorem- (3.2) dla przypadka’
i=j==J i réwnaniem (5.5) przechodzac w ostatecznym wyniku do stalej k:

(5.9) Gawt oy = —2KT.
Wyrazenie oyy — Ope+2icye na mocy zwigzku (3.2) moZna napisaé w postaci
| . J .0 :
(5.10) Tyy — axfoIGym = —2;\& (a — za—y— (uz — fuy),

a po przejéciu do zmiennych z, z i uwzglednieniu zaleznosci (4.9) do postaci
. 7
(5.11) Tyy — O'mx"*’ZiO'wy == —4,u,‘a—2(um — iuy) .

Podstawiajac do prawej strony zwu;zku (5. 11) sprzgZona wartosc wyraZenia
(5.8) otrzymamy ostatecznie
Tz, z) _
—dz

(5.12) O'yy —_— Gmm+2l6my —_ "‘"2kf 62

Mamy zatem bardzo pi‘oste wzory odnoszace sig do ciala nieograniczonego,
z ktbrych réwnie prosto wyznacza sie same naprezenia. Od funkcji temperatury
zadamy, aby byla funkcia analityczna wzgledem zmiennych x i y.
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6. Sprowadzenie dwuwymiarowego zagadnienia teorii naprezef-cieplnych do zagadnienia brzegowego
funkcji analitycznych

Niech ciato 0 dowolnym brzegu zajmuje jednosp6jny lub wiclospGjny obszar §
i niech na niego dziala jedynie dane pole temperatur (przypadek obcigzenia ze-
wnetrznego mozna rozpatrzec oddz1elme 3D.

Poréwnujge wzory (5.8), (5.9)1 (5.12) ze wzoralm @“. 30), (4 39) i i (4.40) widzimy,
e pierwsze mozZna otrzymaé z drugich przez opuszczenie pewnych sktadnikéw,
Nasuwa si¢ zatem bardzo istotny dla dalszych rozwazah wniosek: funkcjom ¢ (2)
i v (2) odpowiada stan naprezen i przemieszczefi powstaly na skutek pojawienia
na brzegach ciala napreZeni lub przemieszczen ze znakiem przeciwnym, Wzglf;dnle
jednoczeénic jednych i drugich (mieszane warunki brzegowe), okreslonych’ przy
tej samej temperaturze w ciele nieograniczonym.

W zwigzku z tym mdwiac o potencjatach ¢ (z) 1 ¢ (2) trzeba mie¢ na nwadze,
7¢ odnosza si¢ one do stanu izotermicznego. Dlatego tez wszystko to, co odnoénie
funkcji ¢ (2) i y (2) powiedziane jest w pracy [3] réwniez stuszne jest w calej roz-
cigglo$ei i tutaj. Poza tym rozpatrujac dziatanie na ciato tylko zmian temperatury
bedziemy mieli szereg uproszezen, wynikajacych z faktu ciaglodei naprezen i prze-
mieszezen wzdtuz dowalnej linii nie przechodzacej przez zrodio 01ep1a (begdzie o nich
mowa w dalszym ciagu pracy). :

Dla jednoznacznego okreSlenia naprezen i przemieszezen musimy znaé postacie
funkcji ¢ (2) 1 v (). Funkcje te wyznaczamy z warunkow, jakie musza spehiaé
naprezenia i przemieszezenia na brzegu rozpatrywanego ciata. S, Sformulowanie
tych warunkdw brzegowych prowad21 do zagadnien brzegowych funkcji anahtycz-
nych.

Rozréiniamy trzy rodzaje wa,runkow brzegowych

L. Dane sa warto$ci naprezen w kazdym punkcie brzegowym cia%a W tym przy-
padku zwigzek brzegowy na funkcje @(z) i 9(z) moina napisaé korzystajac
z zaleimosci (4.41), mianowicie

6.1 i f (o'mwl-lo'ﬂy) ds-}-const = @ (r)—l—tcp (t)—i—ep (6 — kJ (2, r)
Prawa strong zwiazku (6.1) nalezy traktowac Jako graniczng warto§¢ wyraZenia:
¢ @+ @+y (@) — k[T D dz,
gdy z zmierza do punktu brzegowego f. Przyjgto tutaj, Ze
J(z,2) = f T(z2)dz.

Lewa strona wzoru {6.1) jest funkcig zespolong rzeczywistego -argumentu 5, a po-
niewaz wartoéci & odpowiada $cifle okre§lona liczba zespolona f, to tym samym
wyrazenie to jest funkcja zmiennej zespolonej ¢

II. Dane sa wartodci przemieszczen w kazdym punkcie brzegowym ciata. Do
zwiazku brzegowego dochodzi sig tutaj w oparciu o wzor (4.30)

©2) 21 hk-) = 29 (1) — 10" () — 9 DRI,
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Podobnie jak poprzednio tak i teraz prawa strona réwnania (6.2) jest wartodcia
graniczna funkcji

@) 29’ @ — vy @k [T e,
gdy 'z zmierza do punktu brzegowego .

TII. Na czesci brzegu L' ciata S dane sa wartosci naprezen, a na poZostalej czedol
brzegu L'' wartodci przemieszczen.
Zwiazki brzegowe wyraZaja sig nastgpujaco:

na konturze L'

(6.3) i f (anﬁmﬂy) ds—l—const = (p(t)+t¢a O+y @) — kT, t)

na konturze L’
6.4) 2 (et iug) = xp () — tg" () — p (O KT (4, 0).

W przypadku gdy na brzegu ciala jednospdjnego naprezenia wzglednie prze-
mieszczenia sq réwne zeru, to zwiazki brzegowe przyjmuja znacznie prostsza postac:

I’. Brzeg ciala swobodny (1) 7
(6.5) ¢ ()19 O+ () = kI (4, 1).

II'. Brzeg ciala zamocowany
66 —wgp ()t )+ () = kT (2, 1).

TII’. Brzeg ciala na czedeli L™ swobodny, a na pozostalej czedci L'" utwierdzony:

na konturze I’

6.7 o (19" ) +p () = kJ (1,0),
na konturze L'
(6.8) —np (1" Dy ) =kI @, D).

Otrzymane zwiazki brzegowe, jak wida¢ z ich postaci, sa bardzo do siebie po-
dobne, szczegdlnie w przypadku I” i II” warunku brzegowego. Istnicje tylko réznica
we wspolczynniku przy pierwszej funkcji wyrazenia po. lewej stronie wzorow (6.5)
i (6.6). Dlatego tez nie ma potrzeby zajmowaé si¢ tymi zagadnieniami oddzielnie;
wystarczy rozpatrze¢ warunek (6.6), a w przypadku gdy bedzie nas interesowaé za-
gadnienie opisane zwigzkiem (6.5), przyja¢ w rozwiazaniu (6.6) wspdlezynnik % = —1.
Innymi slowy, zagadnienie teorii naprezen cieplnych dla ciala jednospdjnego o swo-
bodnym brzegu jest szczegdlnym przypadkiem-tego samego zagadnienia dla ciata
o0 brzegu utwierdzonym. '

(1) Opuszczono- wartosé. i stala; _]eSt to dopuszczalne, poniewaz funkcja ¢ (z) okreslona jest
z dokladnodcia do stalej,
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7, Zaletnosé sity wypadkowej i momentu od potencialéw i temperatary

Silg wypadkowa (X, ¥) powierzchniowych sit dziatajacych na dodatnle_] stronie
tuku AB znajdujacego sig w obszarze zajetym przez cialo mozna okreslié w zaleznosci
od potencjaléw i temperatury, opierajac si¢ na réwnaniu (4.36). W rezultacie otrzy-
mamy '

@D XY= [ (@neFion)ds = —i [p @tzg’ Dty QE+ik U G DT,
AB

gdzie symbol [f1 oznacza przyrost wyrazenia f wzdluz fuku 4B.
Moment wspomnianych sit powierzchniowych wzglgdem poczatku ukladu na-
piszemy w postaci
(7.2) M= f (X0 ay ~ Yonz) ds = Re [m i f z{Tnationy) dS]
4B
‘Wykorzystujac zaleznobci taczgee naprezenia w réznych uk}adach odniesicnia
i zwigzki (4.39), (4.40) wzér (7.2) mozna napisaé nastepujaco:

(1.3) M = Re [y (2) — zy (2) — zz¢’ (B)]5+&kRe [/ (z, DI -

Tutaj ¢ (2) = v (2).
W przypadku gdy krzywa AB jest krzywa zamknigta, to z uwagi na jednoznacz-
noéé pola temperatury, naprezen i przemieszezen bedziemy mieli:

(7.4) XY =ilp @ty O, M=TRely( -z @L.

Ze wzordw (7.4) wynika, ze w jednospéjnym obszarze; gdzie ¢ (2), v (2) i x (2)
sa funkcjami analitycznymi, mamy X = ¥ = M = 0.

8. Naprezenia i przemieszezenia w ortogonalnym kxzywoliniowym ukladzie wspolrzednych zwinzanych
z konforemnym odwzorowaniem danego obszaru na kolo jednostkowe

Niech funkcja z = w ({) odwzorownje wzajemnie jednoznacznie obszar 2
plaszezyzny { (najezesciej okreg jednostkowy) na dany obszar jednospéjny S plasz-
czyzny z. Niech poza tym' odwzorowanie przebiega w ten sposéb, Ze punktowi
¢ = 0 odpowiada punkt z = w (0) = 0, o ile obszar jest skofczony i wartosci £ = 0
odpowiada wartoéé z =  (0) = oo W przypadku, gdy obszar jest nieograniczony:

Zwigzki na napreZenia i przemieszezenia w krzywoliniowym ukladzie wspolrzed-
nych zwigzanym z tym odwzorowaniem. beda mialy postaé i

OogbOuy = 211 (OB, (D] — %T1 (4, ),

2.

B w2 = e[ (O 01 (O @) ¥ ©) = ko ) K16 ),
i 02w’ (0) - _

_’(?)

( 5 e ] (0 — v (C)+k11 (C, C)]
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Przyjeto tutaj

@D =9loD] - Pt (C) ¥ Lo (0],
?’1 (C) ) 1:"‘1 (C)

TGO =Tw@, 0@l K¢D=Ko@),oOl,

L@ D =70 @, o)
gdzie :
_ _ . _ or(z,z) _
J(z,z):fT(z,z)dz, i K(_z,z):dez

9. Napreienia i przemieszezenia w ortogonalnym krzywoliniowym ukladzie wspdlrzednych, zwigzanyme
z konforemnym odwzoerowaniem danego obszarm na polplaszczyzng

Niech funkcja z = w (), gdzie z = x-+iy, { = E+in, odwzorowuje wzajemnie
jednoznacznie polplaszczyzng # < O na obszar § plaszczyzny z w ten sposcb, aby
punkty w skoriczono$ci plaszezyzny { przechodzity w punkty w skoficzonosci plasz-
czyzny z i odwrotnie.

Przy takim odwzorowaniu naprgZenia i przemieszezenia w krzywoliniowym
uktadzie wspohrzednych mozna napisaé w nastepujacej postaci:

Get Oy = 2 [@1 O+B, D] — 2T LD,

(1) Oy — dgtiog = ﬁ [0 @) 8] Q)+ Q¥ () — ko' @) K & DI,

o’ C

2 g+ fuy) =

Symbole ¢y, 1, @y, ¥1, Ji, 1 Ky majg to samo znaczenie, co w poprzednim
punkcie. : :

10. NapreZenia i przemieszczenia wyraZone przez temperature i jedny fimkeje zmiennej zespolonef
odpowiednio przediuzona na rewnatrz rozpatrywanego obszaru -

Zwiqzki dla obszaru ograniczonego okregiem. Niech cialo zajmuje obszar S7
ograniczony okrggiem L i niech promieri okrggu réwna sie 1 (fatwo przejsé w kofico-
wych zwigzkach do okregu o dowolnym promienin R). Wprowadza;acc uklad bie-
gunowy o, ¥ mamy .
z= Qe s

a zwiazki na naprgZenia i przemieszczenia przyjmuja postad:

) [tp’ (z)+ﬁ)] — 2T (5 2),
(10.1)  opticy, = ¢ (z)—l—rp (z) — ch”(z) mw (z) - kT(z Z)+k— f—dz,

2 (ug-tfuy) = %(p (zy—zp (z) (z)—i—lc f Tz 2) dz.
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Jezeli teraz. wykonamy rézniczkowanie wzgledem » w réwnaniu (10.1)3, nastgpnie
przyjmiemy ¢’ (z) = @ (z) oraz y' (2).=¥()to zwigzki powyzsze przyjma posiac:

tot-Om = 2 [0 (DB @)] — 2T (2,2) 5

. e Z z (erT
(10.2) Gt 0y = @ (2)+ P (2)— z®' (z)— 7 Y () —kT{(z, 2+ —E‘f % dz,

g  Ouy B M_m% zZ— - Bf _
2,u( = + IE#) = 1z[x@ (2)—D (2)+z D' (2) +—z- ¥ (z) +k5v— T(z,z)dz].

Wystgpujace W powyzszych wzorach funkcje @ (z) i ¥ (2) sa funkcjami anali-
tycznymi w obszarze S zaimowanym DIrzez ciato i jako takie moga by¢ przedtuzone
analitycznie na obszar dopelniajacy S—. W punkcie 6 wykazano, ze potencjaly ¢ (2)
i 9 (2) odnosza sig do stanu jzotermicznego i dlatego w tym zagadnietiu przy kon-
struowaniu przedfuzenia analitycznego funkeji @ (z). moina skorzystaé ze wszyst-
kich wywodéw podanych w pracy [3], str. 121. W rezultacie bedziemy mieli nastg-
pujace zwiazki: .

o (%) — @+ ()P ()2 P+ (3),

1 1 {1 1
— e —— 1
B+ (@) 20T (@) =2 @) — D (?)

Tutaj w celu unikniecia nieporozumied w prowadzono oznaczenie: @+ rowna sig
funkeji @, jedli jej zmienna niezalezna z nalezy do S+, @~ rbéwna si¢ funkeji D,
jesli jej zmienna niezaleina z nalezy do 57

Przez tak zdefiniowana funkcje naprezenia i pochodne przemieszczen wyrazaja
sie nastepujaco:

Gogt-0 = 2 [B+ ()BT ()] — 24T (2. 2) 5

1 Y A T .z [eéT
Opgt i =D+ (2)—D~ = +z 2 El’+(z)——kT(z,z)+Ic—z— a—nz:-dz,
Oty Oty 1 e 1\ ————
2u (—v~ + z~—v-*) =iz [x@*‘ )+~ (_E_) — z(z — ;’) Y(z) +

¢
-l"ka—va(z,E)dz].

Zwiqzki dla plaszezyzny. Niech teraz ciato sprezyste zajmuje dolna plaszczyzne
y < 0, ktérg oznaczaé sig bedzie przez §—. Nalezy zwrbci¢ uwagg, Ze przyjety zwrot
linii L (osi x) ograniczajacej cialo jest przeciwny do tego, jaki zwykliSmy uwazaé
za dodatni (dodatni, gdy obszar S znajdiije sig po lewej stronie linii L).

(10.4)
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Zwigzki na naprgzenia i przemieszczenia mozna w tym przypadku napisaé:

Oaztoyy = 2 [@ (2)+D (2)] — 2kT (2, 2),

_ B aT
(10.5) Oyy — Oazt 2005y = 2 [2D"(2)+P(2)] — 2k f p

21 Uat-ig) = g () — 29" @) — yp () — k [ T (5, ) 2,

gdzie @ = @' (z) i ¥ (2) = v’ () sa funkcjami regularnymi w . Z powyiszych
wzoréw po elementarnych przeksztaleeniach dochodzimy do nastepujacych formut:

dz,

oT
Oyy — 102y = D D+D @+28 D+ T @) — KT (5,7) — k f o5z,

(aux 6“3;

(10.6) . 5
-I-z——) == x@ () — D () — 20 (z) — Yf(z)—l—kafT(z, z)dz.

Wrystepujaca we wzorach (10.6) funkcje @ (z) mozna podobnie jak w punkeie pier-
wszym niniejszego usigpu przedluzy¢ analitycznie na pozostala cze$é obszaru S+
{polplaszczyzng gorna):

(@)= —0~ () — 207" () - V" (@),

(10.7). — .
Y (2) = @ (2} — B (2) — 207 (2) .

Podstawiajac teraz za ¥ (z) funkcjg (10.7), do wzordw (10.5); i (10.5), bedziemy
mieli

TuatOyy = 2 [~ (4D~ (2)] — 2T (z, 7),

(10.8) B f
Oyy — Tuat2i0ay = 2[z —2) D' (2) — D~ (2) — D* ()] — 2k | —dz.

Podobme Jesli podstaw1my (10. 7)2 do wzorn (10 0), to otrzymamy

Oyy — iGgy = O~ (2) — P+ (2)+z — DD ' (2) — kT (z, 2)] — kfz—?dz ,
(10.9) z

(a x-i—z—)—«x@ @D+P () — (z—E)ﬂz_)Hc%fT(z, Z)dz.

11. Uwagi o rozwigzanin zagadnien w przypadku diialania skupionego Zrédia ciepla

W zasadzie wszystkie rozwaZania, jakie zostaly przeprowadzone w poprzednich
punktach, odnosza si¢ do przypadku, gdy funkcja temperatury Jest funkc:]a analitycz-
ng zmiennych niezaleznych w danym obszarze S.

Rozpatrujac dziatanie skupionego Zrédla ciepla przylozonego w punkcie zg
obszaru & nalezy wziaé pod uwage fakt, e potencjal zespolony przeplywu cieplnego
w punkcie z; posiada osobliwogei typu logarytmicznego i funkcja temperatury, jako
czgsC rzeczywista tego potencjaty, nie jest funkcja analityczna w tym punkcie.
Wobec tego przy rozwiazywaniu konkretnych zagadnien z tej dziedziny nie mozemy
korzystaé (w sposéb bezposredni) z podanych powyzej zaleZnosci.

Rozprawy InZynierskie — 2



546 JAN FILTPKOWSKI

Wracajac do rozwiazania dla obszaru nieskonczonego, podanego w p. 5, moZna
zauwazyé, ze calka szczegdlna

(11.1) 20 (gtiey) = k f T (2, 2) dz

réwnania rézniczkowego

(11.2)

ity Oty
B ( o + 5—) =ikT
przedstawia poprawne rozwigzanie takze w przypadku dziatania skupionego Zrodia
ciepta przytozonego w punkcie (0, 0). '

Przez termin poprawne rozwiazanie tozumie sig rozwiazanie spelmiajace réw-
nanie rézniczkowe (11.2) i posiadajace wlasnodci funkcji klasy Cl. Z prostych
zaleZznosci podanych ponizej wynika, 7e tak jest rzeczywiscie.

Temperaturg w ciele nieograniczonym okre§la funkcja

- 4
{11.3) . T(z,z)— — H—IDZZ—FC
i wobec tego cafka szezegdlna przyjmie postaé

‘ Wk
{11.4) 2 (g tity) = Adm Z (In zz — 1)-+kCz.

Wydziclajac czgé¢ rzeczywista i urojona w (11.4) i rozaiczkujac odpowiednio wzgle-
dem x i y bedziemy mieli

aux__ Wk [1 n 1]+£]£
ey R 2+2 2

(11.5)
Ouy Wk {1 2 + 2t ]_I_Eli
Juay— SA n(x—l—y) 2+2 2

Z dodania zwiazkéw (11.5) otrzymujemy réwnanie rozniczkowe (11.2). Innymi stowy,
postaé zespolona (11.4) jest rozwiszaniem réwnania (11.2). Latwo takie wykazac,
Ze spelniona jest zaleznosé
Oty Oty
S

Analiznjac powyze] wykonane operacje matematyczne nie trudno dojsé do
wniosku, Ze otrzymane rozwiazanie szczegblne na podstawie wzoru (11.1) w przy-
padku dzialania Zrédla ciepla poza poczatkiem ukladu nie jest poprawne, tj. nie
spetnia réwnania rézniczkowego (11.2) i w oparciu o tak otrzymane wyraZenie nie
mozna budowaé rozwiazania dla konkretnego zagadnienia.

Majac #rodto ciepta dane poza poczatkiem ukladu wspotrzednych, np. w punkcie
zy, poprawne rozwigzanie otrzymamy, gdy catkg we wzorze (11.1) obliczymy w lo-
kalnym ukladzie wspéirzednych, ktérego poczatkiem bedzie punkt zg, 1 nastgpnie
przez zwykle przesunigeie- uktadu lokalnego wracimy do ukladu wyjsciowego.



DWUWYMIAROWE ZAGADNIENIE TEORII NAPREZEN CIBPLNYCH 547

12, Naprezenie cieplne w tarczy kolowej o mieszanych warunkach brzegowych, wywolane dzialaniem
sicapionego Zrédia ciepla

W oparciu o podane wyzej zaleznosci 1 pracg [3] rozwazmy zagadnienie wyzna-
czenia naprezen termicznych w tarczy kolowej o promieniu R, kibrej cze§é brzegu
L’ jest wolna od naprezeni, a pozostala czgsé brzegu L' jest zupelnie wtwierdzona
i w érodku ktérej dziala skupione Zrodlo ciepla. Zalozymy ponadto, ze na po-
wierzchniach zewnetrznych (gérnej i dolnej) tarcza posiada- doskonaly izolacje ter-
miczna, a na brzegu I tarczy panuje stala temperatura Tg.

Temperaturg wewnatrz ciala wyznaczymy postugujac si¢ potencjalem zespolonym
przeptywu cieplnego dla obszaru nieskoficzonego. Dla podanych wyzej danych
w ukladzie prostokatnym przechodzacym przez frodek tarczy bedzie ona wynosié

. w 12
(12.1) T(x, )= mln R(x24y2)~"4-Ty.

Tutaj W oznacza intensywno$¢ Zrédia ciepla, a A wspolezynnik wewngtrznego
przewodnictwa cieplnego. Po przejéciu do zmiennych z = x4iy, z=x—iy

otrzymamy
R2

W
(12.2) T2 =gl —+T

W dalszych rozwazaniach potrzebne beda catki f T(z,z)dz, f z—:dE , ktére
odpowiednio wynosza .
- - Wz R2 .
J(z,2) = fT(z, z)dz = m(lng + 1) +Toz,
(12.3) con

_ f 6Td, _ W oz
K(z2) = 0z T 4dm z°
Dla uproszezenia zapisu przyjmujemy, e promief tarczy R =1 i wprowadzamy

oznaczenia jak na rys. 1.
Zwiazki brzegowe dla powyzej zdefiniowanego zagadnienia mozna napisaé

w dwojakiej postaci:
1) w oparciu o zaleznoéci (6.7) i (6.8)

N LA w ,
pO+p' Oty =k (4/1:: +Tg) t na L',
(12.9)
'— o) W rr
—up )Lt () +y () =k (m +Tg) t na L'';
2) biorgc pod uwagg wzory (10.4); i (10.4);
- W ’
O (f) ~.@ €3] =k(m“‘1"Tg) na L',

(12.5) w
#®F ()+P~ (1) = —k (m + Tg) na L,



548 JAN FILIFKOWSKI

Zaréwno jedno (12.4) jak i drugie (12.5) zagadnienie brzegowe sprowadza sig
do zagadnienia Riemanna dla funkcji analitycznych z tym zastrzeZeniem, Ze W pler-
wszym przypadku droga prowadzi przez catke typu Cauchy’ego i osobliwe réwnanie
catkowe, natomiast w drugim przypadku przejécie jest bezposrednie.

by .
////tﬁi_\“\

A P L=t
_// _ U_q:e-:'a.
/ S+ - bfzefa.
f

i g X

i\ o) a -

\
N
\\
N . // a,
S =
S
Rys. 1

Dla rozwazanego przez nas obszarn (okreg jednostkowy) latwiejszym do rozwig-
zania jest zagadnienie (12.5). Oznaczajac wystepujaca po prawej stronie Wzoru
(12.5) wielko§¢ przez s, 1.

124
(12.6) | &y = k(m +T0) s

zaleznodciom (12.5) nadamy postaé

D+ (Y -DP (H=¢ na L',
a2 ® () ==&

#®+ (D+O~ ()= —& na L.

Réwnanie (12.7) moZna rozwiazaé bezpoSrednio (bez dodatkowych przeksztalcen)
wzglednie w dwu etapach: najpierw réwnanie

(12.8) | S — DT (H=0 mal,
a nastepnie uklad réwnan 7 '

Of () —D; ()=0 na L/,
w®F (- P5 () = —s, na L,

Tutaj & jest suma &, z ukladu (12.7) i dodatkowego sktadnika pojawiajacego sig
na skutek rozwiazania réwnania (12.8). Rozwiazaniem bedzie funkcja

D (2) = Dy ()12 (2).

(12.9)
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Ten drugi sposéb rozwiazania, mimo Ze jest nieco dluzszy, wydaje sig byé bardziej
preejrzysty.

Zwroémy uwagg, Ze waronek brzegowy (12.8) odpowiada przypadkowi, gdy
na brzegu ciala § (okregu jednostkowego) dane sa naprezenia, a zwigzki (12. 9)
odnosza si¢ do przypadku, gdy na czefci brzegu L’ ciala S naprezenia sa rowne zeru,
na pozostalej za§ czegfei brzegn L' dane sa jedynie przemieszczenia.

Na mocy znanych zaleznoséci z teorii catki typu Cauchy’ego rozwmzamem ow-
nania (12.8) bedzie funkgja

1 &1
(12.10) | G (z) = %!-t_—-z— dt4-By.

Jak pokazano W pracy [3] (§ 121) stata B, spelnia zwigzek
(12.11) | Ag+By =0,

gdzie Ag = @ (0). w naszym przypadku A4y wynosi
1~ | ‘
Ay = Es';f &1 dp+By = &;-+-By
(4]

i wobec tego rownanie (12.11) przyjmie postaé
(12.12) e1+By-+By = 0.
Korzystajac z warunku, ze funkcja @y (2) okreslona jest z dokladnoscia do Im By,
mozna przyjaé Im By == 0 i wéwczas otrzymujemy
1

(12.13) By= — Pt

Po obliczeniu catki we wzorze (12.10) i uwzglednienin zwigzku (12.13) ostatecznie
funkcja @, (2) przybiera postac

1 1
@?L(Z):(?l“?ﬂ:'i‘sh z est,
(12.14) . 1 _
@f(z)zo—*?al:—?el, ZE§.

Dla podania w tym przypadku calkowitego rozwiazania zagadnienia musimy znaé
postacie funkeji D7 (1/z) i ¥ (2). Funkcje te obliczone w. oparciu o zwiazki (10.3);,
(10.3); odpowicdnio wynosza

1 1
@1_ (?) = _3_ EL s

1 1 /e s‘; '
W (z) = 1[@“"(2)4*@*(_“)]:;(1*—1):0.

z 4

(12.15) |
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W wyniku powyZszych rozwazah ofrzymaliémy

(12.16) @1 (Z) = %* k (1% +T0), ‘-P'l (Z) =0.

Nieznana warto$é e, okre$la wzér
g = a1+HO7 (0P (D],
ktéry na mocy (12.14) przyjmie postaé

1+
2

{12.17) C gy = g1,
Rozpatrzmy teraz waranki brzegowe (12.9). Jak widac¢ z ich postaci, zagadnienie
sprowadza si¢ do okreflenia funkeji @3 (2) regularnej na plaszezyZnie z rozcietej
wzdhuz fuku L'’ i ograniczonej w nieskoticzono$ci. W teorii funkcji analitycznych
dowodzi sig, 7e Tozwigzanie w tym przypadku okreflone jest ‘wzorem :

' 82X @) f

(12.18) P2(@) = —— X ( I) ( g THOPGE,

‘gdzie |
Xo(2)=1(z— eaiﬂ)—llz—f-ﬁ (z — e+z’a)~1,'2+iﬁ ,

a Py (2) jest wielomianem nugo stopnia. W naszym przypadku Py = Py = C1 z+4Cy,
a f=Inxl2m.

Funkgcja X, (z), jak latwo zauwaZyé, jest funkcja dwuznaczng i nalezy okreslic
przez narzucenic odpowiedniego warunku galaZ jednoznaczna. Najczesciej zada sie,
aby zachodzita zaleznoéé lim [z Xj (2)] = 1, co jest réwnowaine, Ze dana galgz

Z—00

fankeji X, (2) dla duzych |z} posiada rozwinigcie w szereg

d_n+1
z6—1

1
(12.19) X@ =, ~ + ...

Dla rozpatrywanego zagadnienia rozwinigcie funkeji 1/Xp () W szereg W otoczeniu
punktu lezacego w nieskoficzonoéci jest nastgpujace:

1
(X0 2)

1
(12.20) = z — (cos a+2f cos )+ 0 (?) .
Wystepujaca w réwnaniu (12.18) catka daje po rozwigzaniu wyrazenie zamknigte,
ktére przy wykorzystaniu zaleznogci (12.20) ma posta¢

i 2%5
_ i \2 A,
fX*(t)(t—z) ple-enTre
AR 14+ —
" eia)11'2~iﬂ_ Z Cos a+2ﬁ sin Gt] .

(12.21)
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Wobec tego wzdér (12.18) moZna napisaé w postaci

(12.22) &, (e) = (Cz—{- 1k )zXO (z) + [ :%x (cos 628 sin a)} %

X, 2
>< —_——
0 (Z) i +?¢
Tak wigc otrzymaliémy funkcje @ (z) bedaca rozwiazaniem uktadu réwnan (12.9).
Dla jednoznacznego wyznaczenia naprezen 1 przemieszezen musimy znaé wiel-
koéci dowolnych stalych Cy i C; wystepujacych w réwnaniu (12.22). Pierwsze r6w-
nanie na state Cq i C; otrzymamy z warunku (12.11), ktéry teraz napiszemy w postaci
nastepujacej:

(12.23) B, (0)-+B5 (o0) =

a po podstawieniu do niego funkeji (12.22) otrzymamy

(12.24) [C2 -

[:0) . E-
1+%(COS a-2f sin a)] Xy 0y — TTn C = 0..

Przy wyznaczaniu warto$ci X (0) trzeba zwrécié uwage, ze wszystkie dzialania
na funkeji X (z) powinny byé wykonane przy warunku
lim [zX, (z)] ==1
200
(warunck okreSlajacy dana galaZ funkc_]l).
Z prostych rozwazan wynika, Zze wieloznaczno$é funkeji X (z) spowodowana
jest wieloznacznoscia funkeji arg (z — ¢~ *) i funkgji arg (z — €'). Wskutek uwzgled-
nienia warunku lim [zX5 (z)] =1 moZna Jednoznaczme okresli¢ Arg (z — g7

Z0a

i Arg (z — €% i tym samym wybrac odpowwqu galaz funkc_u X (2).
Obliczajac odpowiednig granice, gdy zmienna z dazy do zera, otrzymu}emy

Zay .
(12.25) XYoO)=—e 2= ¢ . _, =
1 nastgpnie réwnanie (12.24) przybiera postad
£ 3 o &2 .
(12.26) [C2 17 {cos a28 sin cc)] -+ 1 + Cl =40,

Do drugiego réwnania na stalej C; i C, dojdziemy na podStawie warunku
ciggtosci przemieszezenn wzdluz tuku L. Warunek ten napiszemy w postaci naste-
pujace;j:

(12.27) J C0F O+P5 1) dt = — ez (1 —by).

b1a1
Uwzgledniajac teraz, e na tuku L' spetniona jest zalezno§é @F (1) = @5 (r) oraz
76 ag=e " =cosa—ising, b = e" = cosalisina, zwiazek (12.27) prze-
ksztalcimy do postaci
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(12.28) L+ [@F@)di=2issina.

b1

Przy rozwiazania réwnania (12.28) w oparciu o zalezno$é¢ (12.22) trzeba bedzie
micdzy innymi wyznaczyé nastgpujace cafki:

[ @a, [xo @t
r L

Jak wiadomo, funkcje zX; (z) 1 Xi (2) sa funkcjami regularnymi w obszaize st
i w zwigzku z tym mozemy napisac:

[zxf @ dz= [ 2Xf (@ dz+ [ X @ dz =0,
L i 74 I

fxgr(z)dz:ij(z)dz+fx.;r(z)dz:o.
L L L

Ze zwigzkdw tych otrzymujemy:
(1229 [ XS @dr= - [ix$@de, [XF@dt=-— [x5mar.
I _ i i ir
. Funkcie zX§ (2)1 X¢ (2) po rozwinigein w otoczeniu punktu lezacego w nieskoficzo-
nosci przyjmuja postaé

1 1
zXo(z):1+(cosa+2ﬁsina)_;+o(;)’
Xo () =+ + (cos w26 sin )5 +0 {5

O(Z)"fz (00_‘%0&—!* ﬂsma)z2 =)

Calki po prawej stronie zWi@zkéw (12.29) obliczone w oparciu o te rozwinigcia
daja wyrazenie zamknigte

2mi
142"

| 2t
(12.30) ftX(;" () dt = — H?_z; (cos a-+-28 sin a), f Xi () dt = —

I ¥

Wykorzystujac teraz zaleznofci (12.30) réwnanie (12.28) napiszemy W postaci
nastepujacej! -

(12.31) Cy (cos a+28 sin a)+-C = 0.
Z rozwigzania ukladu réwnan (12.26) i (12.31) otrzymujemy

g9 —l—l—x_; (cos a-1-28 sin a)
Cl = >

14w -= :
t+x * (cos a+2f sin a)

(12.32)

R 2§ si
Oy = — 22 +# 7 (cos at2f sin ) (cos a+28 sin a) .

JE -z i
14% ™ (cos a+28 sin @)
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Podstawiajac (12.32) do wyrazenia (12.22) i uwzgledniajac zaleznoéé (12.17 otrzy-
mamy

; —c 28 si 1
(12.33) B, (z) = — = o @26 sin a) Xo(D) — ;.

_z 2
142 * (cos a4-24 sin a)

Superpozycja rozwiazan, ktérym odpowiadaja funkcje @) (2) i @, (z) daje rozwia-
zanic rozwazanego zagadnienia. Ma ono postaé

(12.34) &) — ey (z ﬁ; cos a--2f sin a) % Q).

I+x * {cos a-1-2f sin )

NaprezZenia i przemieszczenia wyznaczamy ze wzoru (10.4).

Tutaj ograniczymy sig do podania naprezen wzdiuz tuku 1", tj. czebei zamoco-
wanej, gdyz te naprezenia wydaja sig by¢ najbardziej inieresujace.

Funkcje naprezen wzdtuz luku wyznaczamy w oparciu o wzory (10.4); i (10.4),.
Zwigzki te dla punktéw lezacych na obwodzie ciala (kola jednostkowego) wskutek
istnienia zaleZnosci 1/t = f przyimuja znacznie prostsza postaé

Grpt0Opp = 2 [D+ (&) D+ ()] — 2KT (1, Z) s
(12.35) "

. _ t _—
Oprtigr, = D+t () — @~ (1) — kT (¢, -k M;K 0.
Nastgpnie uwzgledniajac dane pole temperatury bedziemy mieli
(12.36) oprt-0pp =2 [P+ (O +DP+ (D] —2kTy, Opt-icr, = PH{H) — D~ H—e-
Wystepujace w wyrazenin (12.36) funkcje odpowiednio wynosza
g1 (¢ — cos a2 sin a)

B+ () = ——— X (1),
142 ™ (cos a-}-2F sin o)

(12.37) g1 {(f —cosa+28sineg) —

XO (t)s

Qj+ (t) = )
142 * (cos a+2f sin a)

D ()=—g — D+ () (przy zaidieniu, e a#0),

przy czym réznice funkeji @+ () — [@~ (Y)+&;] mozna napisaé w postaci naste-
pujacej:

(14-2) &1 (t — cos a+2f sin a)

(12.38) @+ — @~ () — & = X, (8.

‘1+x_; {cos a+28 sin o)

Napreienia o, i 0y Wyznaczymy rozwiaznjac réwnania (12.36) z wykorzystaniem
zaleznoéci (12.37). Po niezbyt trudnych przeksztalceniach dochodzi sie do wrordw
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-1 sin 2 ¥
Catep a—-g 2 1 % 2
oy = Hisin 3 S5 cos > qa—ln;ln m —
sin
2
. atg
( Inx - ) 1 . % : s
(cos a - simafcos 5 tp-!-“llm: n 7—(; ,
. sin
1 . Gt
_ate  a—gl ) 1 . M -
Orp = H |sin 5 sin 5 sin 519 — n - _n a—g
§in .l
(12.39) . . ‘ . ot
: In» | o1 % sm. 2
+lcose — ——sinalsin-—~{ g+In—In|—1 F1,
2 2 4 . O—g
sin
2
X sin 277
et a—p 2 . 2
Upp = H [sin 5 sin 5 cos | o — In gln — —
. sin 2%
2
.ot T
In » 1 % s
— fcos e — sinafcos—§ p+In—In |——— —2kT,.
4 2 7T n 7

Tutaj kat ¢ wyznacza polozenic dowolnego punktu f na utwierdzonej czgéci
tuku, a siale H i H; odpowiednio wynosza

P N I
H—m?(l—i—x)x 142 cosa+—ﬂmsma Sy + T},

(12.40)
e b E e ] L )
1= 3(3—%)% L2 cosa+nsma Ayype Tol].

Z rozwigzania (12.34) otrzymuje sig przez przejécia graniczne, gdy ¢ — 0 rozwia-
zanie dla tarczy o brzegu wolnym od naprezed, a gdy a — @ — rozwiazanie dla
tarczy o brzegu utwierdzonym. Rozwigzania te sa nastgpujace:

a} brzeg tarczy wolny od naprezen

1
(,D'(Z) = lim @ (Z) = '2— &1

a0

stad
' 1
(12.41) . p@=—5eaz, y@E=0;
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b) brzeg tarczy utwierdzony

. 1
@’ (2) = lim @ (2) =1

a—7mn

stad

‘ 1
(12.42) v@=1—wz, mE=0.

555

Ze wzordw (12.39) wynika, ¢ sktadowe 0y, Oy i 0py zmieniaja znak nieskoncze-
nie wiele razy, gdy kat ¢ dazy do . Ma to miejsce dla katéw bardzo mato réznia-
cych sie od kata o i w zwiazku z tym odcinek tuku, wzdhuz ktérego napregzenia zmie-
niaia znak, jest maly. Dokladne okreSlenie kata; dla ktérego wielkosci oyr, Orp 1 Gpgp
pierwszy raz réwnaja sig zeru, jest trudne ze wrzgledu na bardzo skomplikowane
réwnanie trygonometryczne. W rzeczywistosci odpowiednie zjawisko nie wystepuje,
poniewaz w micjscn, gdzie koficzy sig utwierdzenie, material uplastycznia sig i w tym
obszarze traci sens prawo Hooke’a, a tym samym przestajg byé shiszne zwiazki

(12.39).

Rys. 2

Rozwazmy na koniec nastepujacy przyklad: tarcza kotowa o promieniu R =1
wutwierdzona jest na czgécl tuku L' 20 = 80°. Warunki termiczne te same co,

w zagadnienin wyjsciowym. Wspdlczynnik Poissona » = 0,3,

Rozwiazanie dla tego przykladu ograniczymy do wyznaczenia naprezeft na li-

nii utwierdzenia.
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Z obliczen tabelarycznych w oparciu o wzory (12.39) otrzymujemy wykresy
naprezen oy i oy (rys. 2 i 3). Obliczenia przeprowadzono dla kata ¢ zmieniajacego
sie w przedziale [-—44°, 44°]. .

Rys. 3
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PesroMme

JBVXMEPHAS 3AJAYA TEOPWH TEPMAYECKWMX HAIIPSDKEHTAN

B macrommeit paboTe BhIBOMUTCH O0IMEe (KOMUNEKCHOS) PEMICHES YPABHEHMH JBYXMEpHOM
TEOPHH TEPMMYSCKAX HAODDKCHME NPEANONaTras, 4r0 TEeMUepaTypa ABRJETCE AHANATHYCCKOW
bysxumedr, Ha ocHose pemenms sl OECROBEYHOH OBNACTH, CYMECTBYIONIHE B OOMIEM pemIeHUE
HOTCHLMANEI ¢ (2) | 1P (z) COOTRETCIBSHHO HATEPIPETYIOTCH, 1TO MO3BOIHET HCNONE30BATE TCOPRIO
AHANMTHYECKAX (QYHENEH ¥ B pesyisTare NAHAYI KPAcByIO 3aMauy MOXKHO CBECTH K KPACBBIM
BaMA9aM AHAWATHYCCKEX Gymkiuw. datorca GopMmyds OnAd HADPMKCHHA H ICPCMCINSHHE
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B EpHBOIMHCHHEIX CHCTEMAX, CBI3AHHBIX KOHGOPMHABIM OTOOpDAMEHHEM Kpyra HIH [OLYIITOC-
KOCTH HA pAanHy® obiacysb S. : ’

Kpome Tore pna xpyra H yOPYroH DONYIIIOCKOCTH, COITACHO MYCXENHIIBANM, BHPAKAIOTCA
HANIPSUKeHUs H NEPEeMEIICHHES ¢ HOMOIIBI0 TEMOCPATYPH ¥ OAHOH aHANKTRMECKOH (yREmMy, A0-
faBoano oupeyeleHEHOE BHE paccMaTpmeacMoii obmacTa. JaeTca Cirocolb MOITONB30BAHMS 3ABU-
CHMOCTR JJid CHydYas DeHCTBAA COCPEIOTOYSHHOTO HCTOYHHKA Tenna,

B nocnemmem paszene paboTsl ONpemensiorcs TePMHYSCKRe HANPLKCHAS B KPYTOBOM IUCKS,
TTOMBCPIKCHEOM [OSHCTBHIO COCPEHOTOYMEHHOTC WCTOYHAKA TEIfa C MOCTOAHHLIM PACXOOOM BO
BpemMend . Ha OKpYXHOCTH AECKA YHCDEWBACTCA NMOCTOSHHAR Temmeparypa Tp. Ilmockoctw,
OFpAHHYKBAIOLIME AECKE H3O0NHPOBAHEL TepMAMECKH. JacTs OXpYXKHOCTH ,imcxa. ¢BoGopHa, TOTDA
KaX OCTR/IbHAS 9aCTh IONHOCTHO JamemuicHA. ITONYYEHHOE peImeHHe MMECT 3aMXHYTVIO (opMy.
B pezynsraTe TPasdHBIX IEPEXON0B, 1O 3TOMY PEIIEHHO, NMOJIYYRESTCH PEHICHAC IUif JACKA <O
¢BODOOHBIM KpaeM H ¢ NOIHOCTHO BAIMeMYCHAEM. JgwrTcs IrarpaMMBl [T $acTH 3aL(eMIeH-
HOTQ KpOf NHACKA Cpp H Opp. '

Summary
THE PLANE PROBLEM OF THE THEORY OF THERMAIL STRESS

The general {complex) solution of the equations of the plane theory of thermal stress is obiained
assuming that the temperature is an analytic function. By considering the solution for the infinite
region, the potentials ¢ (z) and v (2} involved in the general solution are given an interpretation,
enabling the application of the theory of analytic functions to reduce a given boundary-value problem
to boundary-value problems for some analytic functions, The equations for the stress and the
displacement are obtained in curvilinear coordinates connected with the conformal mapping of
a circle or a semi-plane into the given region S.

'2 In addition, following the argument of Muschelishvili, the siresses and the displdcements are
expressed for the circle and the elastic semi-plane in terms of the temperature and an additional
analytic function defined outside the region considered, A method is proposed for using the above
relations in the case of a concentrated source of heat. i

The last section of the paper is concerned with the determination of the thermal stress in a
circular panel acted on by a connected source of heat of constant intensity . The temperature
To at the edge of the panel is also constant. The planes bounding the panel are thermally insulated.
Part of the periphery of the panel is free, the remaining part being fixed. A closed-form solution is
obtained. By passing to the limit we obtain from it the solutions for panels with free and fixed edge.
Diagrams of oy and ayp are given for a portion of the fixed edge.

POLITECHNIEA GDANSKA

Praca zosi&!a zlozona w Redakcii dnia 11 listopada 1956 ».





