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BEZPIECZENSTWO LINY JAKO ZEOZONEGO ELEMENTU KONSTRUKCYJNEGO

WACEAW PIEKARSKI (WARSZAWA)

Wstep

W kounstrukcjach budowlanych wystepuia elementy konstrukcyjne rozciagane,
zhozone z n skladnikéw. Takimi konstrukcjami sa: lina, kabel, wigzka kabli, wiazka
strun, wiazka pretow zbrojeniowych w konstrukcjach Zelbetowych itp.

Rozpatrzono tu ling jako pret zloZzony z n drutéw, ktdry najlepiej reprezentuje
te grupg konstrukeji i jednoczesnie jest najdogodnicjszy dla naszych rozwazan.

Podstawowym warunkiem wytrzymalo$ciowym jest
(1 o <R,

gdzie ¢ oznacza napreienie obliczeniowe, a R wytrzymalo$¢ materiatu.

Przy zalozeniu, ze druty w linie pracuja tak samo jak pOJedynczo, naprezenie o
obliczamy ze. wzoru

P
(2) ’ G_HF’

gdzie P jest sifa rozciggajgca, F.polem przekroju poprzecznego drutu oraz n liczba
drutéw w.linie. Nieistotna jest tu rzecza, czy pret jest pojedynczy, czy tez zloZony
z wigkszej liczby drutéw. Tymczasem w ‘§wictle rachunku prawdopodobiedstwa
iloé¢ n skladnikéw w precie zlozonym ma wplyw istotny na bezpieczenstwo kon-
strukcii.

1. Wytrzymalosei poszczegﬁlnych drutéw liny jako niezaleine zmienne losowe

Dana jest lina zlozona z n drutéw. WytrzymaloSé na rozerwanie R; kazdego
2 ntich jest zmienna losowa, zanim on nie ulegnie zniszczeniu, gdyz wytrzymalo$¢ Ry
moze przyiaé dowolng wartos¢ zgodnie z prawem rozkladu prawdopodobienstwa,
- wlasciwym rodzajowi stali uzytej na druty. Z chwilyg rozerwania si¢ drutu wytrzy-
maloéé jego R; osiaga okreslona wartosé liczbowa i Jednoczesme tym samym prze-
staje by¢é zmienna losowa.

Informagje o rozkladzie prawdopodobiefistwa otrzymujemy z badan laboratoryj-
nych drutéw, pobranych z tego samego wytopu, z ktorego pochodza druty za-
stosowane do liny [5].

Proba statystyczna jako wynik tych doéwiadczen jest podstawa do okreslenia
prawa rozktadu prawdopodobiefistwa. Prawo to mozZe byé wyrazone za pomoca
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szeregu rozdzielezego, histogramu, krzywej prawdopodobiefistwa. Funkeja praw-
dopodobienstwa moze byé wyrazona przez parametry czyli charakterystyki staty-
styczne takie, jak érednia wytrzymalo$é R, odchylenie $rednie p. Wielkosci R i p
s konieczne i wystarczajace do okreflenia normalnego rozkladu prawdopodobien-
stwa. Tak wyznaczone prawo rozkladu odnosi sig do generalnej zbiorowodci, czyli
do wszystkich drutow wykonanych z tego wytopu co druty pobrane do préby.

Wytrzymalosm pﬂszczegolnych drutéw R; Jako zmienne losowe sa niezalezne,
gdyz wytrzymalos¢ kazdego z nich jest niezaleina od pozostalych. W linie ztozonej
z n drutéw mamy wigc do czynienia z » niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Normalny rozktad prawdopodobienstwa wyraza sie funkcja

. _Bi—Rep
@ 24
wiy2m

Ll

®) - OE

gdzie R; oznacza éredniq wytrzymalo$é oraz /.;,, odchyleme §rednie wytrzymalosm _
i-tego drutu WChodza_,cego w skiad hny

Ogolnie blorqc wytrzymaiosc poszezegblnych drutdow lmy R; jako zmienne losowe
mogg wykazywaé rézne wartosci $rednich wytrzymalodci &;

R]_, R?_, wrry qu, ey Rn
oraz roine odchylenia $rednie uy:

#i’ #27 el juiy siey !.f:ﬂ,-

Moze to mieé micjsce wéwezas, gdy druty pochodza z réznych wytopow i $4 0 nie-
jednakowym skladzie chemicznym.

Zgodnie 7z rachunkiem prawdopodobiefistwa wytrzymato$é liny R, jest rdwniez
zmienng' losowa o normalnym - rozkladzie prawdopodobiefistwa, poniewaz jest
suma s-niezaléznych zmiennych losowych R; o normalnym rozkladzie prawdo-
podoblenstwa

Normalny rozklad prawdopodobiefistwa wytrzymalodcl Ry przyjmuje warto$é
1 _ (Fr— Ry

@ LRy =

gdzie R jest sredmac Wytrzymalosma, a odchylemem sredmm Wytrzyma}0501
: llny Ry ) -
Srednia wytrzymalcis’é R, i odchylenic érednie g wytrzymalosci liny

1 .
R = —n—(Ri—f—Rz—}—---‘i‘Ri‘{_"_r_i_Rﬂ)’

ktora jest frednig arytmetyczna wytrzymalo$ci poszczegdlnych drutéw R;, mozna
~ odpowiednio wyrazi¢ za pomoca §rednich wytrzymatosci poszczegdlnych drutéw R;
. oraz-odchylef $rednich g;. Mianowicie zgodnie z twierdzeniem o §redniej wartodei
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sumy n niezaleznych zmiennych losowych Srednia wytrzymatoéé liny R; jest réwna
$redniej arytmetycznej $rednich wytrzymalosei R; :

®) o M*MZm

oraz zgodme Z tw1erdzemem 0 odchylemu sredrnm sumy # niezaleZnych zmiennych
losowych odchylenie Srednie wytrzymatosci liny p; réwna sig 1/n pierwiastka kwa-
dratowego z sumy wariancyj tych zmiennych:

(6) : | , ‘:“]/Zm

o

-Rys. 1
Ogolme odchylema s1edme 77 wytlzyma%osm drutdw mogg byé réine. Zwykle nie
wiele odbiegaja od siebie. Wérdd nich istnieje zawsze najwigksza py:
< g
Zrobimy blad na korzy$¢ bezpieczenstwa konstrukeji, jezeli na migjsce j; we Wzorze
(6) podstawimy warto$¢ ug. Wowezas otrzymamy wyraZenie na gy

o
6’ =,
() o
W przypadku szczegbinym, gdy $rednie wytrzymalodel poszezegdlnych drutéw RB;
i odchylenia $rednie sg sobie odp0w1edn10 rowne: Ry =Ry = .. Ri=...= Ru =R
OTaZ ) = g = o = fli = o0 = y,,,, = s, wzory (5) i{6) odpowiedmo przyjmuja
postaé: - _
(5 \ -~ R, =R,

AN

Va

") =
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Wartosci $redniej wytrzymalosei R, wzigte ze wzoru (5) lub (5) oraz wartoéci od-
chylenia Sredniego ze wzoréw (6), (6”) lub (6'"} sa podstawg do oceny bezpieczeil-
stwa liny, _

7 powyzszego wynika, ze wytrzymato$é liny jest zmienng losowa o $redniej wy-
trzymatosci R, wyrazonej za pomocy $redniej arytmetycznej Srednich wytrzymatosci
R; drutéw skladowych oraz o odchyleniu érednim g, mnicjszym y'r razy od od-
chylenia éredniego u;. Wplyw ilosci n drutéw w linie na rozrzut wytrzymalosci
Ry przedstawiono na rys, 1.

2, Wskaznik bezpieczefstwa liny

Miarg bezpieczenstwa liny moze by¢ wskaZnik bezpieczenstwa p lub wspol-
czynnik bezpieczenstwa s. _

Wskaznik bezpieczenistwa p jest liczbg o wartosci 0 < p <1, ktéra wyraza
prawdopodobiefistwo faktu, ze lina nie ulegnie rozerwaniu.

Wiasciwy dobdr wskaznika bezpieczenstwa p 1 wspolczynnika beszeczenstwa K]
powinien byé wynikiem analizy ekonomicznej i wytrzymatosciowej, jak réwniez
powinien uwzgledniaé range, jaka reprezentuje rozwaiana lina w catoksztaicie
budowli [4].

Dla tak obranego stopnia bezpieczenistwa p liny zgodnie z metodac polproba-
bilistyczng W. WiErRzBICKIEGO [1, 2, 3] musi by¢ speiniony nastepujacy warunek:

M W02 =p,

gdzie £, oznacza prawdopodobiefistwo, ze przyrost naprezefi obliczeniowych o,
wynikly z niespetnienia si¢ zaloZef, na ktérych oparte zostaly wzory
uzyte do obliczen, nie przekroczy pewnej wartoscl as;

£, prawdopodobiefistwo faktu, Ze przyrost naprezerr obliczeniowych,

' wynikly z niespelnienia si¢ zatoZzonych warunkdw pracy, wlasciwosci
_materiatowych (wymiary), nie przekroczy, pewnej wartodci o;

2, prawdopodobiefistwo faktu, Ze wyirzymalo§é materiatu R jest wigksza
od wytrzymaloéci granicznej R,.

Przez wprowadzenie pewnych wartoéci liczbowych, okreslajacych wielkoséé przy-
rostu maprezen obliczeniowych o wskutek niespelnienia si¢ zalozes, czynniki po-
wodujate ten przyrost przestaja by¢ zmiennymi losowymi; prawdopodobienstwa

— 0, =1 i odpowiednio wzdr (7) zgodnie z tym przyjmuje posta

a A

Ze wzoru (7°) znajdujemy wytrzymalo$é graniczng R,. Dla wytrzymatodei liny R;
przyjety rozktad normalny f(R;) wyrazony wzorem {4) przedstawiono na rys. 2.

Pole zakreslone £2; na Tys. 2 oznacza, 2e z prawdopodobiefstwern (23 wytrzy-
malos¢ R; liny jest wicksze od Ry, co wyrazamy wzorem

: : (g') _ _ Q= [ f(RydR:.

Ry
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Dla rozkladu normalnego wzér (8) mozZna wyrazi¢ w postaci

, 1 I
@®) Q= +50 ]/Z(R; Ry,
gdzie 0 jest funkcja Laplace’a oraz R; i g wyrazaja $rednig warto$¢ i odchylenie
$rednie wytrzymatodcel liny R;.

Wstawiajac warto§é prawdopodobiefistwa 23 do wyrazenia (7") dochodzimy
do zaleinodci

© pz—+—a[ 7 R;g)].

Srednia wartoéé R, i odchylenie érednie wr wytrzymaloei liny Ry mozemy wyrazié
za pomoca $rednich wartoéci Ry i odchyleni §rednich g drutéw wehodzacych w sktad

J

%

R

Rys. 2

liny. Ogdlnie dla wytrzymaloéci' drutdéw jako zmiennych losowych z réznymi sred-
nimi wytrzymatoéciami R; i réznymi odchyleniami $rednimi p; dla kazdego z nich,
érednig wytrzymaloéé R; liny wyrazamy za pomocg wzoru (5), zas odchylenie Srednie
i — wzorem (6), przy czym dla uproszczenia mozna przyjaé wartos¢ odchylenia
$redniego iy ze wzoru {6°). :

W przypadku szezegblnym, kiéry rozpatrzymy dla zobrazowania naszych roz-
wazafi, gdy $rednie wytrzymalo$ci Ry i odchylenia érednie p; sa réwne sobie dla
wszystkich drutéw, wartoscl. Ry 1 u, wyrazamy odpowiednio wzorami (57 1 (6"'),
przy tym wzdr (9) przyjimuje forme

Ve _ 1
9 P=?+ [ /ﬁ( ”*Rg)]-

 Wzbr (97) wyraza zaleznodé migdzy wskaznikiem bezpieczenstwa a wytrzymatoscia

graniczng liny, przy czym uwzglednia on liczbe n drutéw, jako sktadowych liny.
Nalezy zaznaczy€, ze liczba drutéw n w linie ma zasadnicze znaczenie przy wyzna-
czaniu granicznej wytrzymalosci Ry.
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3. Wspolezynnik bezpieczensiwa liny - -

Naprezenie o wystepujace w linie, obliczone za pomoca wzoru (2) wraz z prey-
rostami a; i ¢y, wyniklymi z niespelnienia sie zalozen, czyli napreZenie graniczne

(10) G =o(+m), w20, i=12.,n
nie moze by¢ wigksze od R, czyli
(11) Ry = o(1+Za).

Wzér (11) oznacza, ¢ dla zapewnienia rozwazanej konstrukcji stopnia bez-
pieczefistwa réwnego przyjetej wartosei p napreZenie graniczne o, niec powinno
byé WJf,;ksze od wytrzymalosm gramczneJ Ry, znalezionej ze wzoru (9).

Przy uwzglednieniu wszystkich czynnikéw zwiekszajacych naprezenie obhczeniovve,
naprezenie o we wzorze (11) jest naprezeniem dopuszezalnym k (¢ = k) i ze wzoru

(11} znajdujemy jego wartoéé
(12 | =1
) ED>5)

Tloraz éredniej wytrzymatodci liny“_f{ przez napreZenie dopuszczalne k

| i

(13) ST s

Jjest wspdlczynnikiem begzpicczenstwa liny. :
Wspdlczynnik bezpieczensiwa s wyrazony wzorem (13) moze byé miarg bez-
pieczenstwa liny podobnie jak wskaZnik bezpieczenstwa p.

[

4. Przyklady

Dla zilustrowania wplywu liczebnosci n drutéw w linie na €] bez.'pleczenstwo
rozpatrzono nasiepujace przyklady: ‘

Przykiad 1. Dana jest lina ztoZona z n drutéw ze stali konstrukeyjnej o $redniej
wytrzymalosei R = 0 = 51,81 k(}/mm2 i odchylemu sredmm tao = 3,18 kG/mm?2
[7]. Przy- tym nalezy zaznaczyc, e nie obliczano tu czynnikow ZWIkazajqcych
napr¢Zenie, a rozpatrzono Jedyme wplyw liczby drutow n na wytrzymalosé gra-
‘niczna Ry i obliczono warto§é Xu;, o ktéra mogg wzrosnaé naprezenia o wskutek
niezrealizowanych zatozen. Ponadto zalozono, e druty w linie pracuja w takich
samych warunkach jak pojedynczo. '

Przy naprezeniu dopuszezalnym k = 30 00 kG/mrn2 wspdlezynnik bezpleczenstwa
ze wzort (13) przyjmuje wartosé s = 1,73. :

Dla przyjgtego wskaznika bezpieczefstwa p = 0,9 dla réznych wartosei z obliczono
wytrzymalodci. graniczne Ry 1 przyrosty naprefen obliczeniowych oy i wymkl

“obliczen przytoczono w tablicy 1. g




BEZPIECZENSTWO LINY JAKO ZLOZONEGC ELEMENTU KONSTRUKCYINEGO 15

Z tablicy 1 wynika, 7e ze wzrostem n wyraZenie (l—I—Z'ai) wzrasta 1 zbliza sie do
wartosci wspdlczynnika bezpieczefistwa .

_Tab]ica 1
n | 1] 2] a4 9 |16 | 25 [ 100 | 1000
Ry | 46,74 | 4892|5977 | 50,45 | 50,79 | 5099 | 51,40 | 51,68
Zos | 055] 062] 066] 068] 0,69] 0,70| 071| 072

Przykiad 2. Dana jest lina z n drutéw ze stali konstrukcyjnej o sredniej wytrzy-
matosci na granicy plastycznoéei O = 25 225 kG/mmZ‘ 1 odchyleniu §rednim p =
= 2,263 kG/mm?2 [6].

Zalozenie jak w przykladzm 1

Dla danej liny obliczono wytrzymaiosa graniczne R, przy zmieniajacej sig liczbie
drutéw w linie oraz stalych warto§ciach : wskaznika bezpicczefistwa p = 0,91 wzrostu
naprezen (1+4Za) = 1,60. W zaleznodci od znalezionej wartosci Ry obliczono
naprezenie dopuszezalne k i wspdlezynnik bezpleczenstwa s, Wyn1k1 obliczed przy-
toczono w tabhcy 2. '

Tablica 2

n | vl 2] 4] 9 [ 16 | 25 | 100 ] 1000
Ry | 22,40 2317 23,77 24,26 |.24,50 | 24,65 | 24,94 | 24,14
k{1400 14,50| 14,80 | 15,20 15,301 15,40, 15,60 | 15,70
1,80 1,74 1,70 | 1,66| 1,65| 1,64 1,62| 1,60

Z tablicy 2 widag, e ze wzrostem liczby n drutéw w linie dla p = 0,9 przy lacznej
sumic przyrostéw 2 = 0,60 wyniklych z niezrealizowania sic zalozen naprezetiie
dopuszczalne k przyjmuje coraz wigksze wartosci, a wspélczynnik bezpieczefistwa
s zmniejsza sig. ' ' '

Whnioski. 1. Lina zlozona z n drutéw wykazuje. frednia wytrzymatosé TOWNg
Sredniej arytmetycznej $rednich wytrzymalosci poszezegdlnych drutéw oraz roz-
rZut wytrzymalodci jest ]/ n razy mniejszy od rozrzutu wytrzymatodei drutdw,

2. Wskutek zmniejszenia si¢ rozrzutu wytrzymalosci liny wraz ze wztrostem
liczby n drutéw przy stalym naprezeniu dopuszczalnym k wzrasta Sy i przez to
zwigksza si¢ rezerwa wytrzymalosci, ktéra mozna wykorzystaé na nieprzewidziane
lub trudno uchwytne czynniki mogace zwickszyé naprgzenie obliczeniowe ¢,
Drzigki temu lina jako element zlozony wykazuje wicksze bezpieczenistwo od po-
jedynczego drutu.

3. Przy stalym wskazniku bezpieczenstwa p i okre§lonym przyroscie naprgzen
2oy spowodowanym niezrealizowaniem si¢ zlozed, a uwzgledniajacym wszystkie
czynniki mogace zwickszy¢ naprezenia obliczeniowe, moZemy dla liny zwigkszyé

naprezenie dopuszczalne k 1 jednoczes$nie zmniejszyé wspolcaynnik bezpieczen-
stwa s. :
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4. W przypadku rozpatrzonej liny. czynniki ‘mogace zwiekszyé naprezenie obh-
czeniowe, wyrazone suma 2oy, maja decydujacy wplyw na wyznaczenie naprezenia
dopuszezalnego k i tym samym na wspdlczynnik bezpieczefistwa 5. Wskutek tego
przy duiej ostroznosci wspolezynnik bezpieczefistwa s moze przybieraé znaczne
wielkosel, _

5. Z rozpatrzonego przykladu wynika, ze wskaznik bezpieczefistwa p jest do-
skonalsza miarg bezpieczefistwa konstrukeji niz wspdlezynnik bezpieczefistwa s.
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PesmomMe

BE3OIMACHOCTE CTANBHOI'O KAHATA
KAK CIIOXHOIrO SHEMEHTA KOHCTPYKIIUKN

B smeMeRTaxX KONCTPYKIMH, TOXBEPTASMEIX DACTMECHATIO, TAKHX KaK HAND. CTANLHEIE KAHATSL
xabermm, TyIKE Kabenei, Myuky CTPYH, HYYKH CTepKECH B Hxene300e TORHERIX KOHCTPYKIMX A T.AL. ——
KONHMYECTBO H ¥X COCTABHHX SNICMCHTOB. HMEOT CYHIECTBEHHOC 3HAYEHHE HA Oe30mACTHOCTE KOH-
cTpykopu. B pafore paccMarpupasrcs CTaIsHON KaHAT, COCTOANAN M3 # IPOBOIOK,

I'Ipormocn, i 9TOH HPOBONOKH B ¥aHATE SBIAETCH CHYUAHHOMN BeNMIHOYN, mopyRHAIOIHCHCA
JAK0HY DPACIpPEHEIEHHs BEPOATHOCTEH, COOTBETCTRYIOMAX CTaNel, YIOTPeGNeHHEIX OPH €To m3-
I‘OTOBJ‘IEHHH, a TAkKe JIK KaXA0H # IPOBONIOKM — HC 3ABHMCHT OT UPOYHOCTH OCTANBHEIX TIPO-
sdirox, IMosromy B xaware, COCTOMLIM H3 A IPOKOAOK HMEEM HGHO C 77 HE3ABUCHMEIME, Clydaif-
HBIMH BEIHYHHAMI,

IMpounocte R kamaTa, Kak Chyuaiinas BEINYMHA SBIACTCS, TAKHM ofpazomM, cymMoit » He--
SABHCHMELX CHY4aiunix Benusms. OICIONA, M0 KAHATA: cpepuas TIPOYHOCTE ARIACTCA CpemMei
apPEQMETHYECKOR CpefHMX TpourocTed R; TPOBONOK [HopMymEl (5) u (57)]; pacbpoc mpouroCTH
SIBIFICTCSA ]/ 7 paz Mempme pactpoca IpoTHOCTH nposoirox [dopmynet (6), (67) = (6°)].

_ Kamat, B kavecTRe aIeMenTA KOHCTPYKINE, COCTOSILN 13 TPOBONOK, DPOSIBIIsET, Graromaps
. . YMCHBINEHVH Pa3fpoca HpOTHOCTH, TOBBLIUEREYID Ge30macHOCTH 4eM OOHHAPHAS OPOBONOKA. -
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Summary

THE SAFETY PROBLEM OF A ROPE

In composite structural elements subject to tension, such as ropes, cables, sets of wires or bars
in r.c. structures etc. the number » of component elements has an essential influence on the safety
of the structure. The object of the present considerations is a rope composed of » wires.

The strength of the i-th wire is a random variable obeying the probability distribution law for
the type of steel used and independent of the strength of the remaining wires. Thus in a rope of »
wires we are concerned with » independent random variables. The strength R; of the rope (which
is a random variable) is therefore a sum of » independent random variables. Hence the mean strength
R; of the rope is the arithmetic mean of the mean strengths R; of separate wires [the Eqs. (3) and (5]
and the dispersion of the strenpth is ]/ 71 times smaller than that of the wires [the Egs. (6), (6 and
(6"

Due to the reduction of strength dispersion the rope (which constitutes a structural part composed
of n wires) shows greater safety than that of a single wire.
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