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STATECZNOSC PRETA OPELYWANEGO ROWNOIEGEYM STRUMIENTEM PLYNU
PRZY UWZGLEDNIENIU GPORU CZOLOWEGO

ZDZISEAWA KORDAS (KRAKOW)

1. Wstep

W ostatnich latach wiele uwagi poswieca sig badaniu statecznosci elementdw
(prety, piyty, powloki) znajdujacych sie w strumieniu plynu. Wiaze si¢ to z waz-
nymi technicznie zastosowaniami wynikow tych badan przy projektowaniu rakiet,
pociskéw, czesel skladowych samolotéw, okretéw itp.

W pracy niniejszej zajgto sig problemem statecznoéci preta (plytki) jednostronnie

utwierdzonego, znajdujacego sig w réwnoleglym strumieniu plynu (rys. 1). Punkt -

cigzkoéel pracy spoczywa na analizie samej statecznodci preta poddanego dzialaniu
sit hydrodynamicznych, podczas gdy wielkosci tych sil okreSlone zostana w oparciu
o stosowane mozliwie proste teorie oplywu.

W prostoliniowym polozeniu réwnowagi pret poddany jest dziataniu sily §ciska-
jacej, wystepujacej w jego czolowym przekroju (opor czotowy). Przy pewnej predkosct
strumienia U pret moze utracié statecznosé prostoliniowego poloZenia réwnowagi.
Wraz z wychyleniem preta obok sit czolowych zaczynaja sie pojawiaé obciaZenia
boczne, bedace rezultatem nachylemia elementu preta do kierunku strumienia.
Obciazenia te na réwni z oporequzolowm posiadaja zasadniczy wplyw na statecz-
no$é preta. Jak dotychczas poszciegé]ni autorzy badali problem statecznodci preta
poddanego dziataniu jednego tylko rodzaju sit. Zajmowali si¢ oni mianowicie wy-
facznym dzialaniem «ci$niefi bocznych», badz tez wylacznym dziataniem sity czolowej.
To jednostronne ujecie problemu bylo &cifle zwigzane z pewnymi prakiycznymi
zastosowaniami uzyskanych rezultatéw. W niektdrych przypadkach bowiem wobec
przewazajacego dzialania jednego rodzaju obcigzen okazalo sig rzecza mozliwg
pominigeie obeigzen pozostalych. :

Prace poéwigcone wylacznemu dzialaniu ci§nient bocznych prowadzone sg glownie
w Zwigzku Radzieckim i Stanach Zjednoczonych. Wérdd prac autordw radzieckich
wymienié trzeba przede wszystkim pracg A. A. ILusziNa [13], w ktdrej sformutowat
on podstawowe prawo rozkladu cifnieft dziatajgcych na powierzchnie boczne oply-
wanego elementu (prawo plaskich przekrojéw). Sformulowane przez ILIUSZINA
prawo oplywu bylo nastepnie wykorzystywane w pracach MoOwCzZANA, BOLOTINA
i innych [15], [20] i [21].

Wirdd autoréw amerykanskich zajmujacych sie zagadnieniami oplywu elementdw,
nalezy wymienié H. ASHLEYA 1 C. ZARTARIANA [1], ktérzy podobnie jak ILIUSZIN
sformutowali zlinearyzowane prawo rozkiadu ciénie na powierzchni oplywanego
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elementu, Prawo to zostalo przez nich nazwane «prawem tlokowym». Ze wzglgdu
na stosunkowo prosta postaé teoria thoka jest szeroko stosowana przy analizie
statecznoéci elementdw w strumieniu plymu. Stosuja ja J. M. HepceperH [11],
G. Serert [24], H. K. CHENG [7], M. A. Bror [3] i inni.

Polskie prace dotyczace statecznofci elementéw oplywanych strumieniem ptynu
prowadzone sg gléwnie w odniesieniu do projektowania rakiet i pociskow. Prace
S. KALISKIEGO, J. KACPRZYNSKIEGO, A. BOBESZKI i Z, DZYGADEY [4] i {14}, dotycza
najczedciej statecznosel ciata smuklego w oplywie naddZwigkowym. Autorzy ci
zakladajac istnienie potencialn oplywu przyjmujg rozkiad sit aerodynamicznych
zgodnic z podang przez W. 1. DORRANCE'A teoria optywu cial smuktych [9].
Wirdéd prac analizujacych statecznoéé preta poddanego wylgcznemu dziataniu
sily czolowej nalezy wymienié przede wszystkim prace dotyczace statecznodcl pretow
pod - dziataniem obciazei «$ledzacych», tj. zachowujacych (w trakcie wyboczenia
preta) kierunek styczny do odksztalconej osi preta w punkcie przylozenia [2, 8,
10 i 211. Przypadek skupionej sily §ledzacej ma miejsce — jak pisze DZANIELIDZE
[10] — gdy pret oplywany jest strumieniem plynu doskonalego; wowezas to w prze-
kroju czotowym preta wystepuje jedynie skladowa normalna catkowitego parcia
ptynu (skladowa styczna wobec braku lepkosel plynu nie wystepuje).

Bardziej ogdlny sposéb zachowania sig sily czolowej w trakcie wyboczenia preta
jest analizowany w pracach [17 i 18].

W pracy niniejszej podjgto prébe rozwigzania problemu statecznodei preta (plytki)
jednostronnie utwierdzonego, znajdujacego sig w réwnoleglym strumieniu plynu
przy jednoczesnym uwzglednieniu obu rodzajow obciazedi: ciSpied bocznych i sity
czolowej. W szezegdlnosei badano, jaki wplyw wywiera wystgpujacy opor czolowy
na krytyczna warto$é predkosel strumienia.

Problem statecznosci preta w strumieniu plynu zalicza sig do zagadnien «aie-
konserwatywnych» (niezachowawczych), bowiem mnie wszystkie sily zewnetrzne
dzialajace na rozpatrywany pret posiadaja potencjal. Statyczna metoda badania
statecznodci jest tu wiec metode na ogdl niewystarczajaca. Nalezy stosowaé metode
ogdlnicjsza, polegajaca na badaniu malych drgaft ukladu. Analiza drgafi stanowi
«dynamiczna» metode badania statecznosci statycznej oraz prowadzi do ogolniejszej
definicji obeiazen krytycznych. Miapowicic obciazeniom krytycznym odpowiada
zamiana ustalonych lub zanikajacych drgan ukladu na drgania nieustalone. Zamiana
ta mozZe nastepowaé przy czestosci @ — 0 (co odpowiada kryterium statycznemu}
lub przy pokrywaniu si¢ dwéch sasiednich czestodei drgan wlasnych (méwimy wiedy
o kinetycznym kryterium statecznos$ci).

2. Zaloienia i réwnania podstawowe

.~ W przyjetym do rozwazafi schemacie jednostronnie utwierdzony pret znajduje
sig. w strumieniu plynu poruszajacym sig z predkoécia U w kierunku réwnoleglym
do nieodksztalconej osi preta. Poczatek ukladu wspélrzednych przyjeto w punkcie
utwierdzenia (0§ biegnic wzdiuz nieodksztatconej osi preta, rys. 1). Wektor predkosei
~ strumienia U jest dodatni, gdy strumien powoduje §ciskanie preta (dziata przeciwnie -

- do zwrotu osi &).
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Przyjmiemy nastepujace zaloZenia:

a) Przekrdj preta posiada co najmniej jedng of symetrii; ograniczymy sie do
badania wyboczenia w plaszczyZnie symetrii oznaczajac odpowiednia sztywnoéé
zginania przez EJ.

W zasadzie stosowane prawa aerodynamiczne odnosza si¢ do przekrojéw o ksztak-
cie waskiego prostokata, jednak mozna sig spodziewaé, 2e dostarcza réwniez orien-
tacyjnych danych i dla innych przekrojéw symetrycznych.

b} Zatozymy dalej, ¢ mamy do czynienia
z oplywem stacjonarnym. Bedziemy przez to
rozumieé, ze parametry charakteryzujace oplyw
nie zmieniaja sie w ¢zasie, jak rowniez fakt, Ze
jednostkowe sity dzialajace na element preta
zaleza jedynie od chwilowego polozenia tego
elementu (i jego pochodnych) w stosunku do
przyjetego ukladu odniesietia (s uzaleinione
«lokalnie», a nie zaleza od odksztalcenia cale-
go preta).

c) Rozklad cisnien na pobocznicy preta
przyjmiemy zgodnie z ogodlnie przyimowanymi
uproszezonymi teoriami oplywu. .

Podobnie jak BoroTiN w pracy [6] zalozy-
my, 7¢ ci$nienie boczne

l
Yuso

> b ow ()w)
2.0 r= B (U()_§ YL
gdzie B = po#/cy jest staly charakteryzujaca 73, 7 %

wlasnosci plynu. Gdy chodzi o przypadek gazn,
to we wzorach tych ¢y oznacza predkosé dzwie-
ku, » wykladnik politropy, U predkoéé strumienia, w = w (£, 1) rownanie linii
ugigcia preta, b szeroko$¢ preta (plytki). Wzér (2.1) bywa na og6t stosowany
w przypadku oplywu ciata strumieniem gazu. Moze on jednak znalezé zastosa-
wanie rowniez i przy badanin oplywu cial strumieniem cieczy, przy czym stala B,
charakteryzujaca wlasnodci cieczy, nalery wowczas wyrnaczyé dodwiadezalnie.

Wzér (2.1) mozna zinterpretowaé fizykalnie tak, Ze cisnienie p jest proporcjonalne
do wspdhrzednej wektora predkosci wezglednej U, oblic'zonej wzgledem normalnej »
do ugietej osi preta w dowolnym przekroju (rys. 2). Mianowicie,

22 : P = 2B (U,

przy czym wektor predkosei wzglednej Uy bedzie réznica wektora predkodci bez-
weglednej strumienia U i wektora predkosci unoszenia ow/ot (wynikajacej z dodat-
kowego ruchu drgajacego pre¢ta w poruszajacym si¢ strumieniu). Zatem

ow . ow ow  dw
(2.3) pﬂZBb[U (E)L—sz(Usmrp—Hacosrp)z2Bb(UE;5——§;).

Zalozono przy tym, Ze ugigcia preta sz bardzo male, czyli Ze sin ¢ & p=0w[oE

Rys. 1
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oraz cos¢= 1. Przyjecie ow/of =0 oznacza pominigcie predkosci unoszenia
(elementu preta wzgledem poruszajacego sig strumienia) wzgledem samej predkosci
strumienia i przyjecie, Ze wektor predkosci wzglgdnej strumienia Uy jest rowny
predkosci bezwzgledne] U.

Zwl
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7 ot
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ot
B

Rys. 2

Wzér (2.1) podstawimy teraz do réwnania rézniczkowego drgan poprzecznych
preta:

2.4) EJ@—Fanz—w—"p—i—gaiv:O,
o&4 02 or?
gdzic EJ jest sztywnofcia przekroju preta; znajdujemy w ten sposéb
(2.5) EJﬂ+PﬂﬁZBbUa—w+gﬂ+szaj: 0.
of4 0+ O o2 ot

Przyjgto przy tym, 7c Py = P (stuszne dla malych odksztatcef)). Réwnanie (2.4)
zawiera jedynie sktadowsa P, dzialajacej sily. Natomiast skladowa Py nie wystepuje
w rownanin, a jedynie w warunkach brzegowych.

Zauwazymy, ze réwnanie (2.5) rézni sie wyrazem zawierajacym opdr czolowy F
od afalogicznego réwnania réimiczkowego podanego przez A. A, MOwWCZzZANA
[20] dla drgajacej plytki optywanej strumieniem plynu z pominigciem oporu czo-
lowego. :

3. Stateczno§é preta przy jednoczesnym dzialanin oporu czelowego i cifnienia bocznego.
Rozwiazanie scisle i

Uwzglednienie jednoczesnego dziatania oporu czolowego i cisnienia bocznego
sprowadza si¢ do rozwazenia ogdlnego réwhania réZniczkowego czwartego rzgdu
(2.5), opisnjacego- ruch drgajacy preta. Przepiszemy jeszcze raz rownanie (2.5)
oznaczajac kropkami u gdéry pochodne wzglgdem czasu:

3.1 - ERY 4 pw'' — 2BbU w' + ow + 2Bbw = (.
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Do réwnania (3.1) dolgczymy warunki brzegowe, wynikajgce z zalozenia, Ze opdr
czolowy pozostaje w trakcie wyboczenia pregta styczny do ugietej osi. Zatem ma
~ charakter sily $ledzacej. Warunki te majg wigc postaé:

w0, =0, w'{,=0,

(3.2)
w0, ) =0, w"(,f=0.

Zakladajge rozwigzanie rownania (3.1} w postaci

(3.3) w(é 1) =" f(9),

otrzymujemy ﬁo podstawieniu (3.3) do (3.1) réwnanie roiniczkowe zwyczajne:
(3.4 EJfY 1 Pf' — 2BBUF -+ f4 (oA + 2bB) = 0

7z warunkami brzegowymi |

(3.5) FO=0,7@=0[f"(N=0, fr=0.

Przyjmujac w réwnaniu (3.4) B =0 otrzymujemy réwnanie (2.3) (praca {17});
jui w tym przypadku analiza statecznodci w oparciu o kryterium kinetyczne jest
stosunkowo zmmdna i prowadzi do skomplikowanych réwnad przestepnych,
W rozpatrywanym obecnie przypadku lacznie dzialajacych obcigZen zajmiemy sig
wige tylko kryterium statycznym. Rozwazania statyczne dajace jak wiadomo roz-
wiazanie w ograniczonym zakresie zmienno$ci oporu czotowego i ci$nienia bocz-
nego (a tym samym predkoSci strumienia) sprowadzaja sie do zaloZenia czgstosci
@ = Afi = 0 (odpowiada to statycznemu kryterium statecznosci statycznej). Zakresem
obowigzywania kryterium kinetycznego zajmiemy si¢ szezegblowo w dalszej czeéei
pracy, stosujgc przyblizona metodg energetyczna. Je§li o = 0, to réwnanie (3.4)
bedzie réwnaniem rozniczkowym ugigtej osi preta, mianowicie bédzie mialo postac:

(3.6) EJFfYPf— 2bBUf" = 0,

przy warunkach brzegowych (3.5).
Poszukujac rozwigzania tego rdwnania w postaci

3.7 f(& = ce®,
ofrzymamy rdwnanie charakterystyczne

- P 2 2bBU .
-(3.8) EJ 5 F =0

Mamy ‘tu ki = 0, a pozostale pierwiastki okreslone bgda wzorami Cardana. Po-
niewaz

A_'.bBU)2+(p)3_'
(3.9 4(—-? 35] =0,

przynajmniej w zakresie Sciskajgcych sil P, zatem

k2= — 2(1, ks = a+iﬁ, k42 a4 — fﬁ,
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gdzie wprowadzono oznaczenia:

T V)
 =_}/3 ]/bBU Vi ]/bBU_l/Z).

Catka ogdlna réwnania (3.6) bedzie wige (wobec zalozenia (3.7)) nastgpujaca kom-
binacja funkeji:

(3.10)

(3.11) O FE) = GGyt Cyesin i+ Gy e** cos fé.

Wykorzystujac warunki brzegowe (3.5) otrzymujemy uklad réwnan jednorodnych
ze wizgledu na stale Cj. Przyréwnanie do zera wyznacznika glownego tego uktadu
pfowadzi do réwnania przestgpnego, okreslajacego krytyczna warto$é oporu czo-
lowego i predkosel strumienia (a tym samym ci§nienia bocznego) w zakresie obo-
wigzywania statycznego kryterium statecznosci statycznej. Mianowicie réwnanie
to po przeksztalceniach ma postaé

(3.12) ko &% [faky — (a2 — p2)] sin BI4-p (ki — 2a) cos i+ (@ +42) = 0.

Aby uzyskaé krzywa graniczna w ukladzie sity P i predkosci strumienia Ulaif
wyrazaja si¢ przez P i U: wzory (3. 10) i (3.9)], nalezaloby znalezé kilka punktow
tej krzywej rozwigzujac numerycznie réwnanie przestgpne (3.17), np. reguta falsi.

Z uwagi na do§é skomplikowana posta¢ réwnania (3.12) rozwigzanic jego jest
bardzo zmudne i dlatego tez wspompniang krzywa graniczng W zakresie stosowalnodel
kryterium statycznego (jak réwnicz w zakresie obowiazywania kryterium Kinetycz-
nego) znajdziemy w dalszej czgSci pracy przyblizona metoda energetyczng. Row-
nanie (3.12) wykorzystamy jednak do sprawdzenia dokladnosci uzyskanych wyni-
kéw metoda energetyczna. .

W przypadku zanikania oporu czotowego otrzymujemy problem statecznodci
preta pod dziataniem cifnienia bocznego, rozwigzany pizez A. A. MOWCZANA
w pracy [20], M. A. Biora w pracy [3] i W.W. BorotiNa [5]. Mianowicie gdy
P = 0,.to réwnanie (3.12) przyjmuje postac

(3.13) _ 2632 ¥l cos (— J/2— ks 1) “+1=0.

Jest to réwnanie identyczne z réwnaniem otrzymanym przez MOwCZANA droga
dhuzsza 1 bardzie] zmudna.

Rozwigzanie réwnania (3.13) znajdziemy jeszcze raz reguta falsi, uzyskujac
wynik: ky [ = 1,8499. Daje to krytyczna warto$¢ predkosci strumienia

3.14 1651 d
3. )A Uir = 3, B
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Wynik ten jest nieco dokladniejszy od wynikéw podanych przez A. A. MoOWCZANA
[20], M. A. Brora, [3],1 W. W. BOLOTINA, [5]. BOLOTIN rozwazajac problem statecz-
nofci plytki w strumieniu plynu uzyskuje krytyczna wartoéé predkosci strumienia
przyblizona metoda GALERKINA,

4. Stateczno$¢ prefa przy jednoczesnym dzialaniu oporu czolowego i cifnienia bocznego.
Rozwigzanie metoda energetyezna -

4.1. Wprowadzenie. Stosujagc metode energetyczng w przypadku braku poten-
cjalu nalezy rozpatrzy¢ ruch uktadu i traktowaé linie ugiccia jako funkcje nie tylko
polozenia, ale réwniez i czasu. Mianowicie przyjmuje sie ja zwykle w postaci przy-
blizonej:

@.1) w(E D= D> g @wi(d), |
i=1

gdzie ¢;(f) sa funkcjami czasu, a w; (£) funkcjami po-
fozenia, spetniajacymi wymagane warunki brzegowe.

Warunek na minimum energii potencjalnej nalezy
zastapi¢ przez rdwnania Lagrange’a drugiego ro-
dzaju:

g

i 2 (aW) oW _

( - ) dr aél aqf, - Q‘f) t=1, 2: » 1,
gdzie

(4.3) W =Ey— L+ 4

jest potencjalem kinetycznym, Fy energia kinetyczng
ukladu, L energig potencjalng odksztaicenia sprezy-
stego, 4, praca sil zewnetrznych posiadajacych poten-
cjal, natomiast (J; beda silami nie posiadajacymi
potencjalun (pracujacymi na przemieszezeniach dgy),

Rownania Lagrange’a (4.2) prowadza do ukiadu
réwnan rdZniczkowych zwyczajnych, okreslajacych
w sposob przyblizony ruch ukiadu; analiza statecz-
nosci tego ruchy okreéla statecznosé statyczna ukladu.
Dla wygody rachunku poczatck ukladu odniesienia w tej czeéci pracy bedziemy
przyjmowa¢ na swobodnym koricu nie odksztalconego preta, zwroty osi jak na
rys. 3 oraz wprowadzimy wspdhrzedne bezwymiarowe

& 1%

“.4). X=T, yT o

Rys. 3

Przyjmiemy do dalszych rozwazan dwuparametrowe roéwnanie linii ugiecia w po-
staci [16],

4.5) : Y0 =q1(0fi(D+q2(0 (),
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gdzie g (£ i ¢z (¢) sa iloczynami funkcji gy (9) i g2 (z) i odpowiednich poteg dhigosei
preta /,

Bedziemy zakladaé rowniez, Ze opdr czelowy P gledzi za styczng w koilcowym
przekroju preta z pewnym odstawaniem, scharakteryzowanym parametrem ~#.
Jakkolwiek przyjete réwnanie linii ugigcia bedzie spelnialo dokladnie warunki
brzegowe jedynie dla 5 = 1 (sifa $ledzaca), to jest warunki:

w(l,)= y(1,H=0, w{l )=y 1L=0
w(0,7) = y"(0,y =0, w"(0,0)=y"0,0=0,

(4.6)

to jednak uzyskane wyniki przy innych wartoSciach 7 zorientuja nas o wplywie
tego parametru na uzyskiwane krzywe graniczne, a jednoczeénie na zakres stoso-
wania kryterimm statycznego i kinetycznego.

4.2. Réwnania Lagrange’a, Przy obiiczaniu energil kinetycznej] ukdadu poshuzy-
my sie wzorem nastepujacym, wyrazonym przez wspdlrzedne bezwymiarowe:

1
&) . i . . . .
4.7 Eg = jf LyGoPdx = 3913(¢111Q§+201291¢12+ﬂ'—zzqg),
D -

gdzie przez p oznaczono masg jednostki dlugodci preta, kropkami u géry oznaczono
r6zniczkowanie wzgledem czasu, a ponadto gdzie :

1
(4.9) ay = [ fi()f; () dx.
]

Podobnie obliczymy energie zginania L:

EF
{4.9) L= [y"(x)? dx = =5 (bu g+ 2b12q1 G2+ b2 42),
0
gdzie
1
(4.10) by = [ F (S () dx
- ]

i oznaczong przez A; prace sktadowej pionowej sy Pz = P (zakladamy przy tym
male ugigcia preta) - :

Pl [T ,
(4.11) Ay = "i“f ' (0P dx = ‘2'(01191+2612 192+ 92);
[+ .
gdzie wprowadzono oznaczenia

1
(4.12) _%=fﬁ@ﬁ@¢.
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Zgodnie ze wzorem (4.3) potencjal kinetyczny wyrazi si¢ wi¢e nastepujaco:

i . . . ES N
413 W= ?mﬁ (@193 4281291 g2+ a2 G)) — _(5119‘%4‘2512 q192F+

+bpg)+— (611 a1 +2c12q1 g2+ C2 43,

gdzie wspdlezynniki a1, dya, @12, b11, Pa2s 12, €115 €22 1 €19, sa okreflone wzorami
4.8), 4.10) i (4.12).
Elementarna praca skladowej Py begdzie obliczona ze wzoru
(4.14)  ddz = Pyw'(0) dw (0) = Pyly’(0) dy (0) =
= Pyl [{d11 q1-+d12 g2) dg1-+(daz g2-+d21 q1) dg3),
gdzie oznaczono
i dij = i O f5 (0).

Dzialajace na element diugodci pobocznicy preta cisnienie p rozlozymy na dwie
skladowe:

(4.15)

Pe=pSsing, py=pcosqp,

gdzie przez ¢ oznaczono kat, jaki tworzy normalna do elementu ds z osig pozioma y.
Dalej zalozymy, Ze cinienie p rozklada si¢ zgodnie ze wzorem (2.4), Wzér ten
przepiszemy jeszcze raz tak, aby byl stuszny dla przyjetego tu ukiadu odniesienia
x, ¥ {rys. 3), mianowicie

ow ()w)

(4.16) pzZBb(U——————

dy QV)
ag at~—2Bb(U +1 -

ox ot

Wobec zatozZenia malych ugieé 1 (4.16) jednostkowe sily py 1 py wyraza si¢ wzorami
= omlola) i 5l
PaRpHLT T 2B\ UL ox ot

oy
Py p = —sz(U—+z—-)

(4.17)

Jak widaé ze wzorow (4.17) jednostkowe sily p, i py nie posiadajg potencjatu, bowiem
ich wartosei zaleza od kata obrotu dowolnego przekroju preta. Zatem ich wplyw
uwidoczni si¢, podobnie jak wplyw skiadowej Py sily P, po prawej stronie réwnan
Lagrange’a.

Mozna wykazaé, ze elementarna praca skladowej pionowej p, jest mata i wobec
wyrazenia (4.14) moZna ja pominaé. Elementarng prace skladowych poziomych py
mozemy obliczy¢ ze wzoru

H 1
(4.18) ddy= [ pyow () df =12 f Py 8y (%) dx,
Q L]
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gdzie dw (£) = I8y (x) jest przemieszczeniem dowolnego punktu preta o wspol-
rzednej & lub x w danej chwili (w pewnym odstepie czasu) w kierunku osi w lub y.
Wobec przyjetego réwnania linii ugiecia w postac 4.5

4.19) 3y (x) = f1 (x) dg1+f2(x) dg2
oraz '
@20) . py=— 2B {Ulgfy DF+aafs WIH [0/ () + a2/ (-

Pddstawiajqc (4.19) i (4.20) do wyrazenia (4.18) _otrzymujemy po uporzadkowaniu
ogblne wyrazenie na dd4 w postaci:

(421) ddy = —2BR2b {{U(q1en1+q2e12)+/ (g1a11 + g2a12)] dgy +
+U [(g2enn+a1 a0+ (G202 q1@12)] d42},

gdzie d;1, 412 zostaly zdefiniowane wzorami (4.8), natomiast

1
(4.22) e = [ fi(0)fj () dx.
0

Sity uogoélnione zatem dla facznego przypadku dzialania oporu czolowego i ciénie-
nia bocznego beda mialy postaé

01 = Pyl{dy q1+di2q2) — 2B (U (eri q1+enng2) -+ (an 71+a1292),
© 0y = Prl{dyqa+da q1) — 2B12b (U (ennga e g+ (an gatar2q1)}

Podstawienie wyrazen (4.13) i (4.23) do (4.2) pozwala zapisa¢ réwnania Lagrange’a
w nastepujacy sposdb: '

A1q1+B1 g+ C1g1+D ga+Ey 1+ F1 g2 = 0,

“.23)

(4.24) - . . .
Az gy +B1g1+CagotDqitE g2+ Fa g1 =0,
gdzie
Ay = oltayy, 4y = ol*az,
By = gl ayy, By = pltay,
__C1 = 2 hBI4 agl, Cy= 2 bBl4a22,
{4.25) D =2 bBl4ay,, D =2 bBlAay,
E1 e Ean — PIZCH — Plzdn- + Ez = Eszz — P2 Coz — Plzdgg +
-I- 2bBI3 Ueyy, +2 bB‘B Ueya,
By = FEJbyy — Pl2 ¢y — PI2dp + Fy = EJbys — Pl2ecyp — Pl2dy +
-+ 2 BbD3 Uem, + 2bBB U€21.

Uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (4.24) opisuje w sposéb przyblizony
ruch drgajacy rozpatrywanego preta; analiza statecznosei tego ruchu okresla statecz-
noé¢ statyczng preta.
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4.3. Kryteria statecznocl. Zajmiemy sig ponizej badaniem statecznosei uktadu
rownan (4.24). Zatozymy, Ze wspélrzedne uogélnione g (f) i g (¢) sa nastepujacymi
- funkejami czasua:

(4.26) g1y = a1, @) =aye”,

gdzie a4 i oy sg nieokre$lonymi stalymi. Podstawiajac funkcje (4.26) i odpowiednie

pochodne wzgledem czasu funkcji gy () 1 g2 (9), do ukladu réwnan (4.24) otrzy-

mujemy uklad réwnad jednorodnych ze wzgledu na state @; i ap, a mianowicie:
(Al kz-i"-cl I’C+E1) a1+(B-1 kz—E-.D/C—}—F]) Qn = O,

4.27)
(Bl kz-}-Dk—f-Fz) gy —I—(Az k2+ C2 IC+E2) oy = 0.

 Przyrdéwnanie do zera wyznacznika gldwnego tego ukdadu prowadzi do réw-
nania czwartego stopnia ze wzgledu na k. Jest to réwnanie charakterystyczne od-
powiedniege réwnania rdznicakowego czwartego rzedu, do ktérego moina spro-
wadzi¢ uklad (4.24):

(4.28) LA ME3 - NE24-Sk+R = 0,
gdzic

L=djd, — B}, M=4 C2+C1A2.—— 2BD, R=FEFE,—F Iy,
(4.29) N= A E+E Ay+-CCy — B Fy — By Fy — D2,

§ = Cy Ey+E; C, — DF; — DF,.

Roch typu g = ae® jest stateczny, jeéli wykladnik & nie ma dodatniej czesci
rzeczywiste]. Warunkiem koniecznym statecznosei jest

(4.30) , . I.§2— MNS+M?R < 0.

Jest to kryterium stateczno$ei ruchu Routha-Hurwitza [15]. Jesli dodatkowo
wszystkie wspdlczynniki réwnania (4.28) sa dodatnie, to jest to warunek wystar-
czajzicy. Przyjecie R = 0 odpowiada statycznemu kryterium statecznosci. Wspdil-
czynniki L i M sa zawsze dodatnie. Wspdlczynniki N 1 § moga byé dodatnie lub
ujemmne, jednak moZna wykazaé, Ze jezeli zachodzi {4.30), to sa one dodatnie.

Uktad bedzie sig znajdowal na granicy statecznosci, jesli

(4.31) LS2 — MNS+-M2R =0,

Jest to kinetyczne kryterium statecznofci statycznej ukladow drgajacych opisanych
rownaniem czwartego rzedu. Kryterium tym begdziemy sie nizej postugiwaé dla
wyprowadzenia réwnania krzywej granicznej (rozgraniczajgcej obszar statecznodci
od obszaru niestatecznosci) w ukladzie — sita P i predkosé strumienia plynu U.
Kryterium stateczne natomiast uzyskamy przy zalozeniu, e czesto$¢ drgand

w ‘ . . .
k=72 0 (pret znajduje sie w réwnowadze). Prowadzi to do rdéwnania

{4.32) R=EFE, — F,F,=10,
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Zwrocimy uwage, Ze w przypadku pominigcia predkoéei unoszenia strumienia
(p. 2. takie zaloZenie czyni W. W. Borotin [S]), ciénienie p wyrazi sig za pomocs
wzoru

3 = 1
(4.33) p=2BOUS, = =

Jest to réwnoznaczne z przyjeciem w ukladzie réwnad (424) C,=Cp=D =0
(pominigcie wyrazow z pierwsza pochodng wzgledem czasu wspélrzednych uogdl-
nionych ¢; i g5). Uklad (4.24) sprowadza sic wtedy do jednego réwnania roznicz-
kowego czwartego rzedu w postaci:

(4.34) Lq+Ngy + Ry =0,
ktérego rdwnaniem charakterystycznym bedzie réwnanie o postaci
(4.35) Lik4-Nk2+R = 0.

Pierwiastkami tego réwnania beda

—N+VA N+ VN2—4RL
kz,z:j:]/——z——?—/—::!:]/ +V ,

2

L
—N—VA4 —N— VN2 4RL
k3,4:il/____-{__ﬁ: :t]/ L .
2L 2L

Jak dhugo wszystkie pierwiastki (4.36) sa rézne i posiadaja warto$é urojong, ruch
ukladu jest stateczny. Ruch przestaje byé stateczny w przypadku, gdy R = 0 (kryte-
rium statyczne) lub gdy

(4.37) N2 -4 RL = 0.

(4.36)

Jest to kryterium kinetyczne dla réwnania (4.34).

Poszukujac krzywej granicznej w ukladzie sita P i predko$¢ strumienia U bedziemy
sie postugiwali zarowno kryterium statycznym, jak i kinetycznym. Okaze sig, Ze
krzywa ta czefciowo bedzie odpowiadala statycznemu, a czesciowo kinetycznemu
kryterium statecznoéci statycznej [wzory (4.32) i (4.34) lub (3.37)].

4.4. Wyprowadzenie réwnan Krzywej granicznej dia zaloZomej postaci linii ugiecia. Przej-
dziemy-teraz do szczegblowych obliczer. Jako réwnanie linii ugigcia bedziemy
przyjmowaé wielomiany podobnie jak w pracy [16], bowiem sa o funkcje - na
ogot prowadzace do wynikow wystarczajaco dokladnych, a jednoczefnie do
stosunkowo najmniej zmudnych operacii rachunkowych. Zalozymy tu réwnanie
linii ugiccia w postaci wielomianow mozliwie najnizszych stopni spetniajacych
jednorodne warunki brzegowe (4.6), zatem nie spetniajacych warunku na sile po-
przeczna dla dowolnej wartodci #, ki6ry ma postaé: w'''(l, ) =(n— 1)y PIETw'(, D).
Jak wykazano w pracy [16] niespelnienie warunkn na sile poprzeczng W Za-
kresie sit podSledzacych w stosunkowo malym stopniu decyduje © dokladnosci
wynikéw. Zatem przyjmiemy funkcje

(4.38) fi() =x —4x-+3, fa(x) = x5 — Sx+4.
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Funkgcje (4.38) wykorzystamy nastgpnie do obliczenia odpowiednich wspGiczynni-
kow [wykorzystujac zwigzki (4.8), (4.10) i (4.12)), figurujacych w wyrazeniu na
potencjal kinetyezny (4.13). Mianowicie po obliczeniu odpowiednich calek otrzy-
mujemy nastgpujace wartosci:

104 144 72
a1 =y b”:T’ ‘=
10600 400 160
4.39) a2 = o2 bay == 2 = 5,
664 . 27
a2 = o7y b1y =40, €127= 5

Dalej wykorzystujac zwigzki (4.15) i (4.25) obliczymy wartosct odpowwdmch
wspolezynnikéw figurujacych w wyrazeniach na silty unogdlnione. Mianowicie

dip=—12, dyp=—20, dp=—15 dz1 = — 16,
ey = — 9/2, €p =— — 8, €1 — — 52/9, ey — — 56/9

(4.40)

Jezeli wykorzystamy zwiazki (4.25) i (4.29), a nastgpnie napiszemy w formic
wyraznej kryterium kinetyczne (4.31), to otrzymamy réwnanic poszukiwanej krzy-
wej granicznej w postaci rownanla drugiego stopnia ze wzgledu na sile P i predkosé
strumienia U:

(4.41)  13,026319 £E2.72-4-0,04110345 P214-4-0,02286945 P2 52 [4 —
— 0,05745925 P2yl4 — 0,002843954 B2p2[6 2 — 1,2653824 EJPI2 +

+ 0,5226024 EJPnl? - 0,0304164 EJBI3 [ - 0,00930556 PIS BbT —
B2p24

— 0,003317385 PIS nbBU + 0,2171378 EJ — 0,013871642 x
B2p2 14 B2p2 14 B2p2i4
o — P2-0,008672272 —-E— Pyl2 — 0,003045226

x

Bb3U = 0.

Kryterium statyczne natomiast (4.32) prowadzi do réwnania

(4.42) 45,71428 E2.J2+ 0,6071428 P2 /4 4 0,1975308 52 B2 [6 /2 — 19,75510 EJ PI2-+
+ 21,71428 EJy PI2 — 15,08571 EJ bBI3 U — 0,5476191 P2 5i4 |-
+ 0,5714286 PI2 bBI> U — 0,4444444 Pyl2 BI3 Ub = 0.

4.5. Analiza rownan krzywej granicznej. Przyjecie w réwnanin (4.41) i (4.42) n =1
i U=0 daje przypadek sily S$ledzacej analizowany w pracy Z. Korpas
i M. ZYCZKOWSKIEGO [16] przy wykorzystaniu tego samego réwnania linii ugiecia.
Okazuje sie, 7e kryterium statyczne (4.42) nie daje w tym przypadku rozwigzania,
bowiem prowadzi do réwnania nie posiadajgcego tzeczywistych pierwiastkéw P.
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Kryterium kinetyczne natomiast (4.41) daje réwnanie kwadratowe na P, z ktorego
wynika przyblizona warto$¢ dledzacej sity krytyczoej

EJ
(4.43) Py =21,647-.

2
W przgpadku P = 0, kryterium statyczne {4.42) daje rozwigzanie, mianowicie pro-
wadzi do réwnania kwadratowego ze wzgledu na predkosé strumienia U (kryterium
kinetyczne daje nastgpng predkos¢ krytyczna odpowiadajaca utracie stalecznoscl
«typu flatteru»). Réwnanie to ma postaé

E2j2

EJ
2 . —— =
(4.44) U2 — 76,37142 BBl U+ 231,4285 2B 0,

skad wynika krytyczna warto$c predkosei strumienia’

4.45 316115~
“-49) U= 316115555

Wyniki (4.43) i (4.45) niewicle odbiegaja od wartosci scistych podanych odpowied-
-nimi wzorami w pracy [17] i w niniejszej pracy W p. 3, wzér (3.14). Podstawlamy
dalej '
4,46 i U= 3,16115 i

(4.46) P =21,647 B 5, =3, VBD Y,

gdzie s jest bezwymiarowym oporem czolowym, v bezwymiarowa predkoécia stru-
mienia oraz oznaczymy dodatkowo

147 6_B2b214_p%x?-l4
(447) T E]  oEJcy

przy czym 0 bedzie parametrem charakteryzujacym wplyw pr@dkééci unoszenia
strumienia na posta¢ krzywej granicznej. Mianowicie przypadkowi 6 =0 odpo-
wiada réwnanie (4.35) 1 kryterium- kinetyczne W postaci (4.37). Po wprowadzeniu
zwigzkdw (4.46) i (4.47) do réwnan (4.41) i (4.42) otrzymujemy odpowiednio réw-
nania krzywej granicznej. Mianowicie réwnanic odpowiadajace kinetycznemu
kryterilim statecznosci bedzie mialo postaé

(448) o2 — (22,4064 — 798778 n)vs — (677,736 — 947,420 7 | 377,084 12) % —
— (3,38330 — 0,338729 6)2-+(963,843 — 398,067 710,561 6 — 6,60569 On) s —
J — (458,362 +7,64052 6) = O,

a réwnanie odpowiadajace statycznemtl kryterium postaé

(4.49) 22+(19,8097 — 15,4076 ) vs-+(144,132 — 130,001 ) 57 —
_ 2415935 — (216,646 — 238,132 7)) s+23,1593 = 0.
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a) Przypadek # == 1 {opdr czolowy daje site Sledzaca). Ponizej przeprowadzimy
szczegdtowa analizg uzyskanych krzywych graniczaoych w ukladzie s, v W przy-
padku, gdy opor czolowy daje site sledzaca (n = 1). Znajdziemy obszary, w ktorych
mozna stosowaé statyczne i kinetyczne kryterium statecznodci. Zajmiemy sie rOw-
niez badaniem wplywu parametru £ na postacie krzywych graniczaych. Podsta-
wiajac w réwnaniach (4.48) i (4.49) n =1 otrzymamy odpowiednio réwnania:

(4.50) 27 — 14,4186 05 — 10,7401 52 — 3,38329v 0,338729 v +
+ 565,777 s + 3,96037 tis — 458,362 — 7,640510 = 0,

{4.51) p2--4,4021 vs+14,1300 s2 — 2{1,159@4—21,485 §-+23,159 = 0.

Réwnanie (4.50) odpowiada kinetycznemu, a réwnanie (4.51) statycznemu kryte-
rium statecznodci. Okazuje sig, ze dla ustalonej wartosci 6 wykresen furikeiji (4.50)
jest hiperbola, natomiast funkcji (4.51) jest elipsa. '

Rysunek 4 podaje omawiane krzywe graniczne dla 0 — 0. Uzyskana elipsa dwu- ‘
krotnie przecina o v, mianowicie w punktach v =1 i v = 23,159. Odpowiada to
utracie statecznoéci preta pod wylaczonym dziataniem cisniefi boczaych (8 = 0);
taka utra_ta‘statec‘znoéci, odpowiadajaca kryterium statycznemu, bywa nazywana
w acrodynamice utrata statecznosci «typu diwergencji». Obie galezie hiperboli
natomiast przecinaja of ¢ W punktach: v = 23,168 oraz v = — 19,784 (uvirata
statecznofel «typu flatteru»).

W przypadku v =0 kryterium statyczne nie daje zadnego rozwiazania (elipsa
nie przecina osi §), natomiast kryterium kinetyczne (lewa galaz hiperboli) przecina
of s w punktach s =11 s = 4,268, Wartoéé s = 1 odpowiada przyblizonej kry-
tycznej wartoscei §ledzacego oporu czolowego, natomiast § = 4,268 drugiej wartoei
sity krytycznej. Okazuje sie dalej, Ze uzyskane krzywe (elipsa i hiperbola) sa do
giebie styczne. Warunek stycznoéei sformulujemy w sposob nastgpujacy: poszi-
knjemy punktu, ktory jednoczesnie spetnia kryterium kinetyczne, czyli warunsk
(452)A =N?2—4RM = 0 oraz kryterium statyczne R= 0. Oba warunki moga

‘byé jednoczesnie speinione tylko wtedy, gdy
@4.52) | N =0.

Posziikiwanie punktu stycznosel sprowadza sig wige do znalezienia wspdtrzed-
nych punktu spelniajacych warunek (4.52) i jedno z réwnah krzywej graniczoej
(4.50) lub (4.51). ' '

W omawianym przypadku 6 =0 otrzymujemy nastepujace punkty stycznoscei :
(v=16,800, s= 1,347) oraz (v= 23,691, 5= —0,097). Punkty te oznaczone sg nd
rys. 4. Na rysunku 4 ponadto numerami od 1 do Vlllsoznaczono obszary i granice
obszaréw, na ktére podzielona jest cala plaszczyzna 5, ¥, uzyskanymi krzywymi
granicznymi. W kazdym' z tych obszaréw (eweniualnie na granicy odpowiednich
obszaréw) roéwnanie charakterystyczne {4.35). odpowiedniego rdwnania rozmicz-
kowego, opisujacego ruch drgajacy preta, posiada rénej wartodei pierwiastki,
a2 zatem ogdlne rozwigzanic ma roZng posta¢ badz stateczng, badZ niestateczng.
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Obszarem statecznosci jest jedynie obszar I. Interesujg nas szczegblnie dodatnie
wartosci oporu P i predko$ei strumienia U, zatem pierwsza Ewiartka plaszczyzny
5, ». Rysunek 3 ipodaje w wigkszej skali obszar statecznosci whasnie w zakresie
dodatnich wartosci s i v. Jak widaé z rys. 5 obszar statecznosci wcina sig ostrym
klinem w plaszczyzng s, ©. Oznacza to, Ze nawet przy stosunkowo duzych pred-
kosciach strumienia o ruch preta moze byé stateczny, byleby przy tym byt dostatecz-
nie duzy $ledzacy opér czotowy, ktéry dziala stabilizujaco,

20+

HKiyerium kinelyczne

0

Kriflerium st lyczng

L
3 £ 5 & 7 v

Rys. 5

W p. 3 wyprowadziliémy $cisle réwnanie krzywej granicznej w zakresie oboWiq-
zywania statycznego kryterium statecznoéci. Bylo to réwnanje (3.12). Wykorzysta-
my je teraz do sprawdzenia dokladnosci metody energetycznej. Znajdziemy miano-
wicie kilka punktéw rozwigzujacych réwnanie przestgpne (3.12) stosujac do roz-
wigzania regule falst. Okazuje sie, ze réwnanie (3.12) spelniajg migdzy innymi
nastepujace pary pierwiastkéw;

s =0, o=1,0012; §=0,3375, »=1,5; § =0,8551, »=3.

Punkty te zostaly naniesions na rys. 5.
Wspélrzedne odpowiednich punktéw uzyskane metoda energetyczna majg
wartosci ; :
5=0, v=1; §=0,3306, v=1,5; s == 0,8605, o =13,

Jak widaé, krzywa graniczna uzyskana metoda energetyczng przebiega bardzo
blisko $cisle znalezionych punktéw. Zatem mozna stad wyciagnaé wniosek, ze
metoda energetyczna daje tu wystarczajaco dokladne wyniki.



36 ZDZISLAWA KORDAS

 Na rysunku 6 pokazano krzywe graniczne dla r6znych wartodei 6. Mianowicie
przykladowo wybrano §—316=10 Krzywa graniczna uzyskana z kryterium
statycznego (elipsa) nie zmienia swego charakteru ani potoZenia (bowiem W réw-
naniu (4.51) nie figuruje parameter 0). Kryterium kinetyczne natomiast daje inne
hiperbole, jak wida¢ z rys. 6 sa one bardzo bliskie hiperboli uzyskanej dla 0 = 0
i pozostaja w dalszym ciagu styczne do. elipsy. Przyjecie 6 =0, odpowiadajace
pominigeiu predkodel unoszenia strumienia jest praktycznie uzasadnione, bowiem
w najczesciej stosowanych pretach 6 nie osiaga nawet wartosci 1.

LY )

Knfterium _kinetyczne

i " Krylerium stafyczng

N

L i
1 z 3 4 5 g 7 & g

=¥

Rys. 6

Na przykiad dla nastgpujacych danych: pret o dhigosei I = 1 [m], przekrdj preta
kwadratowy o boku ¢ =1 [cm], modut Younga dla stali E=2,1.106 [kG/cm2},
masa jednostki diugodci preta p = 0,008/981 [kG sek2/cm?], cifnienie hydrostatyczne
powietrza po =1 [kGjem?}, predkosé diwigku w powietrzu ¢y = 331 [m/sek],
wykltadnik politropy powietrza # = 1,5; 6 przyjmuje wartosé = 0,2.

b) Wplyw parametru 5 na postal kizywe] graniczng) DPIzy ustalonej wartosci

0 = 0. W przypadka 0 =0 kryterium kinetyczne (4.48) przyjmuje postaé:

.
(4.53) o2 — (22,4064 — 7,98778 mos — (677,736 — 947,420 1-+377,084 5%) 52 —
- 3,38330 0+(963,843 — 398,067 1) s — 458,362 = 0,

natomiast kryterium statyczne daje uzyskane réwnanie (4.49). Dla ustalonej war-
todci n krzywa graniczna odpowiadajaca keryterium statycznemu (4.49) jest elipsa,
natomiast krzywa graniczna odpowiadajaca kryterivm. kinetycznemu (4.53) jest .
hiperbola styczna do elipsy o tej samej wartosci parametru 7. Aby oceni¢ wplyw
wspdlczynnika sledzenia # na przebieg krzywych granicznych, sporzadzimy wykresy
funkcji (4.49) i (4.53) dla ustalonych wartogei 5 = 0; 5 =105; =07
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Rysunek 7 podaje wykresy uzyskanych krzywych; na rysunku tym linig cienka
wkreélono rdwniez uzyskana wezeéniej krzywa graniczng dla % = 1. Ponizej zaj-
miemy si¢ analiza uzyskanych krzywych. Okazuje sig, Ze kryterium statyczne dla
kazdej warto$ci daje elipse przecinajaca oS v W punktach v =1 i » = 23,1593
(odpowiada to przypadkowi zanikania jednostkowego oporu czotowego). Wartosc
v = 1 odpowiada krytycznej warto$ci predkosei strumienia przy pominigciu oporu
czolowego [wzor (4.45)]. Natomiast uzyskane elipsy dla malych wartosci n prze-
cinaja 06 5 w dwoch punktach, nastgpnie dla rosnacych 7 Przesuwaja si¢ w prawo
(w kierunku dodatnich wartoéci v); dla pewnej wartodcl = 0,572, elipsa jest styczna
do osi 5, natomiast dla wartosci > 0,572 elipsa nie przecina juz osi 5. Oznacza 1o,
ze w przypadku wylacznego dziatania oporu czolowego (v = 0), kryterium statyczne
daje rozwiazanie (daje krytyczna wartos¢ oporu czofowego) jedynie dla 7 < 0,572.

Nalezy zwrdcié uwagg, ze jest to warto$é przyblizona, jak bowiem wiemy z roz-
wazan cistych, kryterium statyczne daje rozwiazanie jedynie dla 7 < 0,5. W szcze-
gélnosel dla n = 0 elipsa przecina of s w punktach s = 0,1158 i s = 1,3873.
Wartodé s == 0,1158 odpowiada przyblizonej wartoci pierwszej sily krytycznej
przy ustalonym pionowym kierunku dzialania. Wynosi ona wobec wzoru (4.46):
Py == 2,5067 EJ/I2, zamiast wartodci §cislej

n2 EJ

EJ
T 2,4674 —

Py n

Wszystkie hiperbole uzyskane z kinetycznego kryterium statycznodei (4.53) jak
nalezalo sie spodziewaé, przecinajg o§ » w tych samych punktach v = 23,1675
oraz v = — 19,7845; odpowiada to przypadkowi zanikania oporu czolowego.
Znaczenie prakiyczne posiada jednak w tym przypadku wynik uzyskany z kryte-
rium statycznego, mianowicie » = 1. Jak wida¢ z rys. 6 odpowiednie pary krzywych
granicznych (elipsa i hiperbola dla ustalonej wartoéci #) sa do siebie styczne; wa-
runck (4.52). :

Zastosowane tutaj prawo tlokowe bywa w zasadzie stosowane dla ponaddzwic-
kowych predkosci przeptywu, jakkolwiek na przyklad H. ASHLEY i C, ZARTARIAN 1]
wspominaja réwniez o mozliwosci zastosowania dla pewnych przeptywow pod-
dzwiekowych. Jednakze nawet ograniczenic sig do przeptywow naddiwigkowych
prawic nic zmniejsza waznosel uzyskanych wynikow. Tak na przykiad przy predkosci
strumienia U réwnej predkosci déwigku w powietrzu ¢p (U = ¢3 = 331 [mjsek]),
wykladniku politropy powietrza x = 1,5, moduie Younga dla stali E=
== 2.106 [kG/cm2], wymiarach preta /=10 [cm], « =1 [em] oraz b =3 [cm]
otrzymujemy bezwymiarowa predkosé diwigku o = 0,03. Tak wige tylko odcinki
krzywych 0 < v < 0,03 moglyby ulec zmianie. W zastosowanych przez nas wspol-
rzednych bezwymiarowych nie mozna jednak ustali¢ jednolitej granicy stosowalnosci
prawa ilokowego, poniewaz zalezy ona réwniez na przyklad od wymiardw preta.

Wydaje sig, 7e dalszy postep W rozwiazywaniu postawionego zagadnienia
powinien i$¢ w kierunku zwigkszenia dokladnose i uogdlnienia stosowanych praw
oplywu. '
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PezwMe

VCTOMYNBOCTE CTEPXKHA, OETEKAEMOT'O TIAPATLTETBHLIM IIOTOKOM
FKHUAKOCTH, IIPH YUYETE JOBOBOTC CONPOTHBARHIA

ARLMDEPYETCS BOTIPOC YCTOWMIBOCTHE OF(FOCTOPONHS 3aieMIICHHOr0 CTEPAKHA NIIACTHHOYKH,
BAXONAMETOCH B TAPATIIEIEHOM TOTOKS RANKOCTH. B 770M ClIy4ae CYEPXKEHD 3arpyKen noboso#
cuioi, a TaKe GOKOBHIME CHTIAMH, HOSBIHIOMEMICT pocie TOTepH YCTOHUMBOCTH IPAMOMH-
HeHEOr0 TONOKEHHS PABHOBECHT.

Bo BBegeHAH paBOTH! HaeTed KpPaTKEd ofa0p METEPATYPEL ‘gacaroliciics amanuza’ yCroiym-
BOCTH 3NEMEHTOB B TOTOKE JKAAKOCTH, KOHCTATAPYA, 4T0 3TOT BOXPOC DACCMATPMBAIICH BO CHX
nop AOBONGEO ORHOCTODOHSS, PaccMATpHBAs ACKIECUNTENBHO BO3AeHcTBHe OGOBOS COMPOTH-
BHcHEA, WM KCKIEOYATEILRO BO3ACHCTBIC GOKOBRIX HABTICHHIL,

HacTosuman pabora cOCTABIAeT TOMBITEY AHATHIA npobrenMsl yCTOHUMBOCTH CTEPIKHL ApE
OIHOBPEMERHOM JSHCYBEHE OGCHX HArpy3OK. Cympocts pafoTEl COCTOHT B AHANA3S camoil yc-
TOIEBOCTHE CTEDKHES, TOTA KAX BEIIIMAHET THAPOAMEANMITCCKUR CHII OFIPERENdeTCs Ha OCHOBAHITA
TeopHH TIIOCKHX cevermit [(hopmyma .1l

B pasjens BTOPOM NOPHBOAATCH HPHHATHIC HpeOuOACKeHHA 1 HYHIaMEHTATIEHOE YPABHEHHE
GECKOHEURD MATLX HONCPeYARIx KomeOarmi oBCyKIAeMOT0 CICPHES fypasmesie (2.5)].

B pasfene TPETLEM JASTCH TOUHLIA anamd3 [ONYHEHHOTO YPABHCHNA TONBKO JIHIIL B obnactu
CTATHYNECKOTO KPATCDHA,

B paspene 4eTREPTOM PACCMATPHBACTCH OBNACTB, B KOTOPOHE 0OA3LEBA0T KHHETHHECKAS KPH=
TEPHA, TPAMEHLS TPHOTAKSHHABIHE JHePreTMIeCKUd MeTOMN. B sTOoM paspene mif OPEINOICKEHHOR
dopMEr IEHMM IPorMGa BHIBOJHTCS YPABHCHIG openensoil xpupoH B o6IacTH, B KOTOpOif 00a3bi~
BArOT CTATAYECKHE F KHHETHHECKAS XPHTCPUM YCTOHYHBOCTH.

3aTeM IPOBOANTCH NOAPOGHEIL AHAIHS IOy ICHIEX yDaBHCHAN, IPHBOILL opMy pPeSIENbHBIX
KpPWBLIX B cucToMe: Ge3pasMepras CKOPOCTh HOTOKE 2 u HespazMepioe FoO0BOS COMPOTHRICHMES 5
(puc. 8 w 9). Ha puc. 11 norazana {hopma HpeHeNBHEIX KPABRIX A/ PASTIMMEEIX BHATCHIH Napa-
MeTpa 7, 4 Ha pHe. 10— g pasmHHeX AHAYEHWH napaMeTpa f, XApaKTepHIYIOMETO BIIMIHAC
CKOPOCTH FOTOKA KHAKOCTH.

Summary

STABILITY OF BAR IN PARALLEL FLUID FLOW TAKING INTO CONSIDERATION
THE FRONT DRAG

The above problem concerns a bar (plate) clamped at one end. The load is composed of a front
drag and lateral load acting after the stability loss.

The introduction contains a brief survey of the literature concerning the stability analysis of
elements in a fluid fow. Tt is found that this problem has hitherto been treated in an incomplete
manner the front load or the lateral load being the only considered.

The present paper presents a tentative analysis of the stability problem of a bar yunder the coml')ined
load. The main stress is laid on the stability analysis, the magnitude of the hydraulic forces being
determined on the grounds of the theory of plane sections (Ba. 2.1). .

Sec. 2 contains the assumptions and the derivation of the fundamental equation small latera
vibration of the bar (Eq. 2.5). Sec. 3 is concerned with accnrate stability analysis of the equation
obtained in cases where the static criterion is sufficient. The range where the kinetic criterion is
necessary is considered in Sec. 4. where the energy method is used. In this section the equation of
the limit curve is obtained for an assumed form of the deflection line in the applicability range of
the static and kinetic stability criterion.
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Next, the equations obtained are analysed in detail by describing the form.of the limit curves
using as coordinates the dimensionless flow velocity @ and the dimensionless front drag s (Figs. 8, 9).
Fig. 11 shows the form of the limit curves for various values of the “follow-up” parameter 5 and
Fig. 10— for various values of the parameter @, characterizing the influence of the convection
velocity of flow.
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