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1. Rys historyczny zagadnienia

Zagadnieniu statecznosdci zamknietej, cienkosciennej, izotropowej powloki wal-
cowej kolistej o brzegach wolno podpartych poswiecono w literaturze swiatowej
szereg prac teoretycznych oraz badan eksperymentalnych, Po raz pierwszy problem
ten zostal rozwigzany w ujeciu liniowym przez R. MISESA [1]. To samo zagadnienie,
lecz juz w ujeciu geometrycznie nieliniowym, rozwigzali nastepnie, niemal jed-
noczesnie, W. A. Nasn [2] i F. S. IsaANBATEWA [3]. Praca [2] jest o tyle ogdlniejsza
od [3], ze uwzgledniono w niej wplyw na wielkoéé ciénienia krytycznego tzw. «po-
czatkowych ‘ddst'gps(tnvi_f)i (w jezyku angielskim «nitial imperfections») powierzchni

——§rodkowéj powloki od ksztattu geometrycznego walca kotowego. Ten sam problem
statecznosci zostal poéiniej podjety i w nieliniowym ujeciu rozwiazany przez
J. KeMpPNERA, K. A. V. PANDALAL, S. A, PATELA i T CROUZET-PASCALA [4). Seria
badan eksperymentalnych, przeprowadzonych przez E. WeNkaA, R. C. SLANKARDA
I W. A. Nasaa [5] oraz W. A, NAGAIEWA [6] wykazata, e otrzymane w pracach
I2 i 3] wielkodel tzw. dolnych ciénieri krytycznych (por. p- 11) sg nizsze anizeli
stwierdzone doéwiadczalnie. Wreszcie A. S. WoLMIR [7] rozwigzal w oparciu
o teorig nicliniowa (W jezyku angielskim «finite deflection theory»} problem statecz-
nosel cienkodciennej, zamknietej, izotropowej powloki walcowej o brzegach wolno
podpartych, poddanej dzialaniu jedynie rownomiernego zewnetrznego ciénienia
promieniowego. Waznymi zaletami cytowanej pracy sa: a) uwzglednienie wplywu
poczatkowych odstgpstw powierzchni $rodkowej powloki od ksztattu geometrycz-
nego walca kolowego na wielkosé ciénienia krytycznego; b) weryfikacja otrzymanych
wynikéw na drodze eksperymentalnej. Przypadek statecznosei zamknigtej powloki
izotropowej o brzegach utwierdzonych, poddanej dziataniu wszechstronnego ciénie-
nia zewnglrznego, zostal rozwigzany na gruncie teorii liniowej (ale na dwéch zupek-
nie odmiennych drogach) znowu niemal réwnocreénie przez. W. A. Nasua |8}
i P. P. BULaArDA [9].

Jedyng pracg, w ktérej rozpatrzono w ujeciu liniowym i nieliniowym statecznosé
cienkoscieninej zamkiiigtej powloki Walcowiej kolistej, wykazujacej tzw. «ortotropie
‘maturalags (i wykonanej 2 matefiati oitoiropowege) i poddanej dsiatanta rén
ﬂé’ﬁﬁéiﬁéé&m ciSnienia p wzdhiz tworzacych oraz rc’)wnor_nicfnego zewingtrznego

_ cignienia promieniowego g jest praca O. N. LeXxr [10]. Wazna zaleig tej ostatniej
jest sporzadzanie Wykreséw umozliwiajacych (dla szezegdlnego przypadku powloki



68 ZBIGNIEW NOWAK

izotropowej) znalezienie ciénienia krytyéznego g, przy roimych stosunkach p/g
dla réznych wartodcl bezwymiarowego parametru geometrycznego ¢ = RAfL2
powloki (por. p. 13).

2. Przyigte zaloienia i oznaczenia

Celem niniejszej pracy jest analiza w ujeciu geometrycznie liniowym i nieliniowym "
statecznodci oraz odksztafcen ponadkrytycznych zamknietej, cienkosciennej wal-
cowej powloki kdlistej, wykazujacej ortotropi¢ naturaing i poddanej dziataniu
. wszechstronnego (tj. na dennice i pobocznicg powloki) cisnienia zewngtrznego -
\ o stalym natgZeniu. Zalkladaé bedziemy, Ze:
oa) brzegi powloki polaczone sa Z podporami (wregami) W sposoh sztywny,
" uniemozliwiajacy obrdt przekrojow brzegowych wzgledem osi y (rys. 1);

Rys. 1 ) Rys. 2

_b) punkty preekrojow brzegowych nie moga si¢ przemieszczaé w kierunku pro-
mieniowym (przypadek gdy punkty przekrojow brzegowych moga przemieszczal
sig w kitrunkach promieniowych na odleglodé skoviczong zostal rozpatrzony W pracy
autora [11]); ‘ ' ' :

. ¢) brzegi powloki moga przemieszczaé Sig W kierunku réwnoleglym do two-
rzgcych nieodksztalconej powierzchni érodkowej powloki;

d) przed przylozeniem obcigzenia powierzchnia srodkowa powloki posiada
ksztalt geometrycznego walca kolowego.

W pracy przyjeto nastgpujace oznaczenia: _
x,7,z osie ortogonalnego ukiadu wspoltrzednych krzywoliniowych, zorien-
: towane jak na tys. 2, _ -
R = const promief krzywizny nieodksztalconej powierzchni srodkowej,
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L
h = const
0
Oys Typs Tayy -

0o 0 0
S Eys ya;y

u, v, w

Mz, My, May
Qxa Qi'l

ey gy Ky

g = const

| P

dhogosé powloki,

grubosé powlokl _

skladowe blonowego stanu napreZenia wg rys, 3a,

sktadowe blonowego stanu odksztalcenia, .

sktadowe odpowiednio wzglgdem osi x, y, z wektora przemieszcze-
pia dowolnego punktu M powierzchni Srodkowej (rys. 1),
momenty w przekrojach x = const i y = const odniesione do
jednostek dlugosci mlerzonych wzdiuz osi x i y (tzw. momenty
przekrojowe), rys. 3b ‘
odpowicdnie sily poprzeczne odmesmne jak wyzej,

znviany krzywizn oraz tzw. «krzywizna skrecania», wywolane od-
powiednio momentami Mg, My, My,

natgzenie obcigZenia zewngtrznego, normalnego do powierzehni
srodkowej oraz dennic powloki,

«zredukowane ci$nienie zewngtrznme» o kierunku rownoleglym do
tworzacych nieodksztalconej powierzehni. §rodkowej, réwnomiernie

' rozlozone na przekrojach brzegowych x == 0 i x=L.

al My
b Qx+ ﬁxidx Mxy*'ﬁ}ﬂdx
My

o —ﬂ‘; s ~a—x' dx
Uy

My

< 1

My
Rys., 3

Niech bgdzie dana zamknigta powloka walcowa kolista (ktdrej brzegi spetniaja
zalozenia a), b) i ¢) ), wykazujaca ortotropie naturalna i poddana dziataniu wszech-
stronnego zewnetrznego ci$nienia hydrostatycznego o stalym natezeniu g.

+

Zikladaé bedziemy, ze: .

1) material powloki jest ortotropowy, przy czym gléwne kierunki sprezystoded
pokrywaja si¢ z lintami gtéwnymi krzywizn nieodkszialconej powierzchni srodkowej
(tj. z klerunklem tworzacej i tuku przekroju poprzecznego),



—

e

70 ZRIGNIEW NOWAK

2) materiat powloki jest jednorodny wzdiuZ grubodei,
3) powloka jest cienkodcienna, tj. taka, ktérej grubos¢ h jest mala w pordw-
naniu z promieniem krzywizny R. W praktyce mozna powloke uznaé za cienkoscien-

na, gdy A/R << 1/30.
4) odksztalcenia powloki po utracie statecznodci sa spreZyste (tzn. problem jest

fizykalnie liniowy).

\

" U podstaw przyblizonej, nieliniowe] _teorii matowyniostych powlok _ cienko-

Sciennych, ktora bedziemy w niniejszej pracy stosowaé, lezg, jak wiadomo [12],
nié.giféﬁujace hipotezy, upraszczajace znacznie _poasta\i'm%_ré“zﬁi:q_zki_i_réwnania_tej
teorii: -

a) element liniowy powloki prostopadly do jej powierzchni $rodkowej przed
odksztalceniem pozostaje prosty i normalny do odksztalconej powierzehni §rodkowej
oraz nie zmienia swbjej dlugosci (hipoteza «prostych normalnych» Kirchhoffa);

b) skdadowa w wektora przemieszczenia (ktorg w dalszych rozwazaniach nazywaé
bedziemy «ugigciem») jest tzedu grubosci powloki, podczas gdy rownoczesnie

Lp_pzostaie dwie skladowe u i v sa male w poréwnaniu z w (hipoteza Donnella [13]).

Na podstawie hipotezy b) sktadowe stanu odksztafcenia &Y, 5, ey powierzchni
§rodkowej zwigzane sa ze skladowymi w0, w wektora przemieszczenia nastgpuja-

cymi zwiazkami [12]:
o Jut + 1 (aw)2
2 ox 2 \ox/’

21 ' Oﬁ_aro+1(aw)2 w
@b ' 9y | 2\

d 0w Ow ow

_R’

o =
ey 0y+0x ox oy’

Latwo sprawdzi¢ przez podstawienie, 7e 68, 6% 1 95, nie sa od sicbic niezalezne,
. lecz spelniaja nastepujace réwnanie:
028 0y 02 yay 2w\2 R2wdlw 102w
ay? axZ—axay:(ax()y) T oa? Fy?———f

(2.2) R o
zwane réwnaniem zwartosci wewngtrznef (nierozdzielnosci).

Wiasnoéci sprezyste jednorodnej wzdiuz grubodci, ortotropowej powloki walcowej
kolistej okreslone sa pigcioma statymi sprezystoéci: modutami Younga Fy i E, oraz
wspdlezynnikami, Poissona vy 1 v2 odpowigdnio w gtéwnych kierunkach sprgzystoéci,
i modulem Kirchhoffa G.

7 wymienionych stalych tylko cztery sg niezalezne, gdyz zachodzi znany zwia-
zek [12]: ‘ A
2.3) | n_f
' . ) EZ
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7Ze wzgledu na zalozenie 4, zwigzki migdzy skladowymi oy, 40’y, Tpy Stanu napreze-
nia powierzchni §rodkowej powloki oraz skladowyml jej stahu odkszta}cenla okres-
lajg réwnania Hooke a:

0 _— o . 0
Ep ™ E-]t (Gx Y1 Uy)’

(2.9) ' £y == E (oy — 2 oY), .
1
ng = E Tgy

Wprowiddzajac teraz funkcje naprezen @ (x, y) zdefiniowang nastepujaco:
Lo ke L 20
2:3) YT g T a2 T T T xgy
dla o
Oy L,.

& y)ep{ 0<y < 2mR
otrzymamy z réwnania (2.2) przy uwzglednieniu zwigzkéw (2.4) nastgpujace row-
nanie rézniczkowe: '

MO * O a4cb'u(a2w)2_ Rwdw 102w

D B R Py Wil il S B e WA W
 gdzie

N N 1 ol 2y

=, = 8= —— —,

W= T g BTETE

Roéwnanie (2.6) zawiera dwie funkcje niewiadome w (x, y) i @ (x, ). Drugie réw-
nanie 1ézniczkowe, ktére musza spelniaé¢ te funkcje wyprowadza sig z rownan
réwnowagi wewnetrznej elementu powloki [12]. W metodzie energetycznej Ritza-
Timoszenki, ktéra bedziemy w niniejszej pracy stosowac rowname to ‘nie jest
'Wykorzystywane i dlatego rezygnujemy z jego prz}toczenla )

3. Calkowita energia sprezysta powloki

Powloke cienkodcienng nazywaé bedziemy «wiotka» (termin rosyjski: «gibkaja
oboloczkan), jezeli pod dziataniem uktadu sit zewngtrznych powsta_;e w me] «miesza-
ny» nastgpujacy stan napreZenia, przy czym

a) stan ten JCSt zlozony po pierwsze ze stanu blonowego, okreslonego triojke
naprezent o5, oy, Tyy, Iéwnomiernie rozlozonych wzdtuz grubosei; stan ten okrela

sig w teorii powlok czesto réwniez trojka tzw, sit przekrojowych:

(3.1) N)=olh ~NY=oYh, Ny, =13h
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tj. sit wewngtrznych, odniesionych do jednostek dtugosei mierzonych wzdtuz osi x, y;

b)-stan ten jest ztozony, po drugie, ze stanu gigtno-skrgtnego, okreslonego napreze-
niami of,.0y, 7y, zmiennymi wzdluz grubosci. Ten ostatni stan napreZenia opisuje
sie w teorii powlok najczgéciej tréjka tzw. «momentéw przekrojowychy Ma, My,
My, okreflonych w sposéb nastepujacy:

B2 ) %) _
(3 ) M= f o, Z dz, My = f oyzdz, My = f t;,yzdz.
—Riz _hfz —hf2

Catkowita energia zmagazynowana w odksztalcqnej_ sprezyécie powloce wynosi

¢
gdzie U oznacza energie potencjalng odksztalcenia spreZystego oraz ¥ zmiang
potencjalu wszystkich rodzajéw obciaZen dziatajagcych na powloke.
Z drugiej strony

(3.4 ' U= Upit-Uy,

przy czym Uy ]est cncrglq odksztalcenia sprezystego, wywolanego blonowym stanem
naprgzema, za§ Uy energia odksztalcenla sprezystego, wywolancgo gietno-skretnym
stanem naprezenia. Ponadto

(3.5) Ve=— W,

gdzie W jest algebraiczng suma prac wszystkich rodzajéw obciazen dzialajacych
na powlokq '

Jak wiadomo z teorii sprezystoéci, jednostkowa energia potencjalna odksztalcenia
sprezystego okredlona jest za pomoca wzoru

_ 1
(3.6) U= 7 (0 £z Oy eyt 02 Ea-F Tay Yay+Tyz Yot Tow Vex)-

Ale wg hipotezy a), p. 2, mamy
g, =0, VYyz = Yez = Oa
wige dla powloki cienkodciennej wzér (3.6) sprowadza si¢ do postaci

_ 1
(3.7 U= 2 (02 ety 8yt Tay Yay) -

Calkowita energia potencjalna odksztalcenia spreZystego wyrazi sig wige dla zam-
knigtej powloki walcowej kolistej za pomocg wzoru

L 2aR Rj2

: (3.8) = ———ff f (0% ezt 0y Byt Tay Vay) dx dy dz.
L B0 —hi2 '
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Mamy wiec
| EumR Az
3.9 Uy = Eff [‘J(o'g; g+l £+ 1oy ¥3y) dx dy dz,
o0 —hn

albo wfrkonujqc catkowanie wzgledem zmiennej z i uwzgledniajgc (3.1) otrzymamy
s . 1 0 0 ] ¢ 1] ,

(3.9") Up =~ (Ng e +Ny e +NS, 42, dx dy.

. 00

Wprowadzajac teraz do (3.9) funkcje (2.4) i uwzgledniajac (2.5) zZnajdziemy

L 2xR

_ 62@ 2D 2o a2 @2
(3.10) Uy =+ + 24, e ﬁ + 4 Ty_{

+1[(;>z¢) azqsazqs]}
Gl\oxay ox2 gy2 i dy.

Mamy dalej

L 2nR hi2
i
(3.11) U, = E—ff f (0z €510y sy+1:xy yxy) dxdydz,
‘ 00 —hp

gdzie sm, ey, ymy sq skladowymi gigtno- skrfgtnego stanu odksztalcema ktére okreslone
*sa( (analoglczme jak w teorii p}yt) Za pomocy Wzorow :

Y 02 w
Ep = ZMg : — Z w,
, 2w
(3.12) &y = Zity == ~—z~5y—2,
. 2w
Vay = Z?’xy— _szxdy .
Wediug uogélnionego prawa Hooke’a
, E, ' Eyz (62 w 02 w)
%z l—vv( sty = I mmloe 2752 )

s Ey
(3.13) oy, = @(ay+v1 & ) = —

LBz (dzw 02w) '
1— 92

1—‘}'1‘?}2 Ey_z—l_yi éx?-_’
oz w
ox oy’

= G'y,w =— 2Gz
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Woprowadzajac do (3.11) zwiazki (3.12) i (3.13) znajdujemy

! L 2nR
a4 0 — 1 ff{ (a2w)2 2w 2w 4D (Ozw)2+
B N DilGia] T35 o2 T2\

NEARTR
+, 1\ ox oy ox2 oy *

gdzie :
Ei B e CEy B

Dy=— e
1 12 (1 — V1 ‘Vz), Dy 12 (1 — ¥ 1’2)

oznaczaja odpowiednio sztywnosei zginania w glownych kierunkach sprgzystodci,

. D= Gh3
N ¥
sztywnos¢ skrgeania, przy czym

_D3 = D]_ v2+2Ds = D2 v1+2D3.

4, Praca sil zewnetrznych

Przy nieliniowej analizie statecznodci zamknigte], ortotropowej powloki walcowej
kolistej, poddanej dzialaniu wszechstronnego ciénienia zewnetrznego o stalym
natezeniu ¢ za pomoca metody energetycznej Ritza-Timoszenki, zachodzi koniecz-

noéé obliczenia pracy sit zewnetrznych przy ufracie statecznosci poWlbki_.‘ Ponizej
wyprowadzono wzory na tg pracg przy interesujacych mas rodzajach obcigzenia.

A. Praca zewnetrznego ciénjenia promieniowego.  Niech ¢ oznacza nateienie ze-
wnetrznego ciénienia promieniowego. Zakladajac, ze w procesie utraty statecznosci
g = const obliczymy  poszukiwana pracg z&€ WZOTU

@1 Wy = — qdv,

gdzie Aw (<< 0) oznacza zmiang objétdgéi 15.6W10ki przy utracie jej statecznosci.
- Mamy - _ ‘ :

4.2) - Av =g — 7

przy czym vy oznacza objeto$é koncows, a vg objetos$é poczatkowa walca pelnego,

ktérego poboczoica pokrywa sig =z powierzchnig $Srodkowa powloki.

Mamy1 wg rys. 4
L 2R

1 K
Vo :ERff dx dy N/
00

1 Na rysunku 4 przedstawiono ogblniejszy przypadek, gdy powierzchnia frodkowa powioki
posiada «ugiecie wstepnes wo (x, ¥): W maszym przypadku wo (¥, ) = 0.
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oraz
) .
: dVy= > (R — wydx dyl'.
Ale
YRy lrewa
> R YT ( wW)y,
czyli
L 2aR i/ .
f (R — w)2 dx dy.
Zatem
L 2nR

f w2 4
AV~—f (w—ﬁ)dxdy
00 :

1 ostatecznie

L 2rR L . V
e
(4.3) Wy=yq ff (wﬁ )drdy - Rys. 4

Wzor (4.3) jest 7d0_kladni_ejszy od- wzoru

L2sR

(4.4) W, = qff wc?x dy
. LR Pt

stos owanego we wszystkich pracach radzieckich {10 i ]2}, i jest rOéwnowazny
WZOTOWI wprowadzonemu na bardzo zawﬂej drodze przez WA, NASHA [8]..

B. Praca cisnienia osiowego. Niechaj p bedzie nat¢Zeniem cisnienia osiowego
(tj. o kierunku réwnoleglym do tworzacych). réwnomiernis roztozonego na prze-
krojach brzegowych powloki. Zakladajac znowu, Ze w procesie utraty statecznosci
P == const obliczymy poszukiwang prace ze WZOTu

L
@ szpth'Léiy','_
e -0 )

. gdzie AL jest calkowitym skréceniem diugosei (czyli zblizeniem brzegow) powloki.
Mamy 7z drugiej strony

. AL faud
(4.6) L=f0 S

e
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Zatem
L 2

(4.7 mf~MJJ Sedvdy.
Z pierWsz_ego z rownan (2.1) otrzymujemy

- i ay’. 1 (()w)z

L =l | —
(4.8) e ew £y 2 \ax/
co po uwzglednieniu (2.4) daje
' ou 1 (32 @ 02 @) 1 (aw)z

43 ‘ o E\oy  tox2 2 \ox! -’

Otrzymujemy wigc w rezultacie

L 2xR

f (aw) (azqs 0 qb)]d oo
(4.10) Wy = ph ox] T E o ey | KAZI2

-5. Przyblizona postaé funkeii ugiecia

Przyjmiemy nastgpujaca przyblizona postad funkeji ugigeia przy utracie statecz-
nosm rozpatrywanej powloki:

(5-]) w(x, y) =h (1;)1 51112 ax cos ﬁy+1p2 sm2 ox),

gdzie a = m/L, p = m/R (m oznacza tutaJ hczb@ pelnych fal obwodowych przy
utracie statecznodci), a ) i ¥, sa to na razie nicokreslone bezwymlarowe para-
metry. :

Pierwszy wyraz w nawiasie funkgji (5.1) odpow:ada rozwmzamu problemu linie-
"Wego i zostat zaproponowany przez W. A. NasHA w cytowanej juz pracy {8], drugi
za$ odzwmrcxedla dajqce s1@ zaobserwowaé w badaniach eksperymentalnych [6]

symetryczne przemleszczeme punktow powloki w kierunku jej wquslosm {tzw.
«wgigcien powloki, po rosyjsku: «wmiatina»).

Funkcia (5.1) spetnia geometryczne warunki brzegowe przyjgtego w p. 2 sposobu
zamocowania brzegéw, tj. dla x =0 lub x = L mamy

52 w=0, —-=0.

Spetnienie przez funkcig (5.1) statycznych warunkéw brzegowych nie jest w metodzie
Ritza-Timoszenki konieczne [14].
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6. Okreslenie funkcji napreZeh

Podstawiajge funkcje (5.1) do rdwnania (2.6) otrzymujemy dla wyznaczenia
przyblizonej postaci funkcji naprezed @ (x, p) nastgpujace réwnanie rozmczkowe
(juz liniowe, o stalych wspélczynnikach i niejednorodne):

HO MG HD
{6.1) s o + 28, oy + & P Ay cos dax + Az cos 2ax |-

-} A3 cos 28y+ A4 cos Sy+ As cos dax cos Sy~ Ag cos 2ax cos 28y -
+ A7 cos 2ax cos fy,

gdzie: _ _
. a2 _ .
Al = 2 w%hza ) ’ ' AS = A45
' a2
: , a?fi 202 .
AZ = 2 Qtv%hz o R szha Aﬁ - _Ali
(6.2)
202
Ay = Ay, Ay 302521#1?’252—“;#’1/?-
‘ a2 p2
Ag= = i

Catka. szczegdlna réwnania (6.1) odpow1adajqca rozpatrywanemu przez nas zagad-
nieniu, ma postad

(6 3) |¢* (x, ¥) = B cos 4ax+B; cos 2ax+B3 cos 2py-}-By cos fiy+
H - Bs cos dax cos ﬁy—l—B6 cos 2ax cos 2fy-+-By cos 2ax cos By — L #x2 —1ipy2,

gdz1e r itsa srednlrm wartosmaml naprqzen normalnych w kierunkach, odpowiednio,
tworzqcej i obwodowym

Zastqplmy obecnic cisnienie zewnetrzne o nateZeniu ¢, dzialajace na dennice
powloki, rOwnowaznym mu statyczoie ci$nieniem (rownynr, jak tatwo wykazaé, — p)
rownomiernie roztozonym na przekroju brzegowym powloki. Z rdéwnodci paré
na powierzchnig dennicy i przekroju brzegowego mamy p.2nRh = g nR2, stad

(6.4) p = gRj2h.

Srednie napr@i&nié obwodowe ¢ jest na razie jeszcze nie znane. State B; (i = 1,2, ..., 7)
wyliczone 7 réwnania (6.1) metoda poréwnania wspélezynnikéw. przy - identycznych
funkcjach zmiennych x, y po obu stronach tego réwnania, okreslone s za pomoca
WZOTOW : : ) : .
o, B, .
2 =
ha B2 22621)01}! Rza "/’2h,

Bi= = e, M1

(6.5) |
a2 o2

- L - 2
B3 32ﬁ261 qpih » By 26261 WI"PZh »
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: a2 g o
Bs = 2(256 a4 8,--3202 82 53+ 54 61) Y1¥2 12,
. ‘ 4 a2 B2 ' B
f(c6d53 - 5= 5 (04 8y + 202 B3 85+ P &) ° h
a2
B = e 85+-8a2 2 53+ﬁ4 5 Pryah? —

2a2

T R(6a 0,1 82 p2 8, pisy I

7. Obliczenie energii potencjalnei odkszialcenia sprezystego

Podstawmja_,c funkcje (6.3} do wzorn (3.10) i wykonujac odpowiednie catkowania
otrzymamy nastgpujace wyrazenic dla energii potencjalnej odksztalcenia sprezy-
stego, wywolanego blonowym stanem napreZenia: '

aRLA .
(7). Us= ———[16a*68, (328} +2B3 + 1685 + B} +B}) +
-+ 8a2 ﬁ~ 83 (4B} + 4B% 4- B3y - 4 0; (32B3 + 2BF + BZ + 16B; + BY) +-

+ 4 (6102 — 2v1 01 pt + 6212)].

Wprowadzajac teraz funkeje (5.1) do wzoru (3.14) znajdziemy nastgpujace wyraze-
nie na energi¢ potencjalng odksztalcenia sprezystego, wywolanego gigtno-skretnym
stanem naprezenia:

wRLh ‘ 2. 2 -. 2 2
(72) . Ug = [4a* Dy (yi+292)+F2D2 2v1 21337 py HADs 2 2] h

" 8. Obliczenie pracy sil zewnetrznyeh

Po podstawieniu funkcji (5.1) i (6.3) do wzoréw (4.10) i (4.3) otrzymujemy od-
powiednio

: nRLh
(3.1) Wy= p[861(p — »i11) + a2 (yi -+ 2%) ],
. . wRLh
8.2) We=—44 4y — (wl + 293 )

9. Okreslenie

Wprowadzimy obecme nastgpujaca pomocnicza defmxc;g wyrazem okrésowym
nazywaé bedziemy kazda funkcie ¢ (x,)), okreslonq w obszarze plaskim: 0 <
Lx <L 0<y<2aR, dla ktorgj

L 2aR

{9.1) A f f g (x, ) dedy =0,
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W przeciwnym przypadku funkcje ¢ (x, ¥) nazywaé quzmmy wyrazem nieokre-
sowym.

W celu obliczenia éredniego napreZenia obwodowego t wykorzystamy warunek
«zamkmgtosm» powloki, z ktérego Wynlka Wprost ze funkqa. v (x,7)a wige i dv/oy
musi byc okresowa funkc;q zmlenne_] I Oznacza to dalej, %€ suma wyrazdéw nie-
okresowych w wyraZeniu dz/dy musi byé réwna zertu,
 Z drugiego z réwnaf (2.1) mamy :

- o 1(()14))2 W
©.2) % 2\ TR
%z rownania (2.4) zas§ przy uwzglednieniu (2.5) otrzymujemy
o 1 [020 2o 1
£y = (ﬁ — vy —ay—z) = — fz(t — v3p) + wyrazy okresowe,
Zatem -
Jvu g
Ty =~ {t—v2p) — _?Ey)l 2R 4 Rgug h-+wyrazy okresowe.
Musi wiec bys ‘
| 3p2
—Zfﬁwzh - ‘—1.”1’1 — 0 (t—mp)=20
stad
3p?
9.3) t—vzp-rERa T!’zh““ﬁ%hz-

Widzimy wiec, ze w przypadku, gdy punkty przekrojéw brzegowych powloki nie
‘moga przemieszczaé si¢ w kierunku promieniowym, $rednia warto$é naprezenia
obwodowego 7 nie jest (dla ustalonej wartodci ¢) stafa i réwna gR/h (jak to otrzy-
mano w pracy autora [11]), lecz okazuje sig funkcja zmiennych ¢, i . W konsek-
Weﬂc_]l tego przyjecie w przypadku, gdy dla x =0 Iub x =71 mamy w =0, dla ¢
wartodci qR/h (jak to ma miejsce w niemal wszystkich pracach dotyczacych roz-
patrywanego zagadnienia; np. [14]) jest, zdaniem aufora, bledne.
Podstawiajgc teraz do wzoru (8.1) wyrazenie (9.3) otrzymamy

mRLA

i P {851 (L —»i2)p+ [az (E -+ 293) A2 +

(4 3p2
— (E"‘”h—T wfhz)]}v

calkowiita praca &il zewnetrznych wyrazi sie w tym przypadku za pomoca wzoru

(9.5 W= }; k{251(1 — 9y 1’2)((in) +.(%§)[(}~a -I——'Vzﬁz—

(9.4) Wy=

3 3 Y
__4—R2 1:01}! "[" 2—-5172 1'1')2]1 +§(2—’I’2)1p2k]}‘ }
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Wreszcle energia potencjalna odksztalcenia spreZystego, wywolanego blonowym-
stanem napreZzenia okreSlona jest obecnie za pomoca wzoru

. mRLA 2 2 2 2 2
9.6) - Up = —— | 16a%8,(32B} 1-B} | 16B3 1 By 1 B)) +
' ' +802 32 83 (4B3+4B2-1-B2)-1-A4 8, (32834282 +

R\2
+ BEH16B24-BH -6, (1'— v ) (q—) + w3 W2+
: h R2 8,

gp 32 ]

L 3
8.32 52””]’ §Ra, 71 V2!
Podstawiajac funkcje (9.6), (9.5) oraz (7.2) do wzoru

3 = Ub—l— Ug — W
otrzymamy nastgpujace wyrazenie na calkowita cnergie sprezysta powloki w roz-
patrywanym przez mas przypadku obciaZenia:
| _ ARLA 2 | p2 2, p2 . p2

©.7) o= — 16040, (32B 1-B} - 16B3 B+ B+
+8a2 §2 55 (4B;+4B2+ B+ §4 6, (32B24+-2R2+
+ B2+ 16B2+ BY)+ [4at Dy (p2-+2p2) -+

‘ 3

‘+‘ ﬁzDz (2'!’1 {12 + Z ‘82) Tpi' + 4(12 ﬂZDS ’y‘)%} k+

4 352

1 p p
2 N2 dpd 2 3
+R26 1/2h+8.32 62"#1]1' 8Rﬂ%”1":”2h+

| qR gR\[{1 _ 3 3,
— s (=)o) — 5] [ 2 g ) vl
3\ , 2
+ az'—z—'—Rz '!;}zhz‘f‘}i(z—'ilz)’lpzh .

10, -Bezwymiarowy parametr calkowitej energii spreZystej powloki

Wprowadzimy teraz nast@pujqce bezwymiarowe parametry:
parametr calkowrcej energii sprezystej powloki,
Loy ,5 ; 49 R
\,\ R et =
N : VE Eynhd L
parametr liczby pelnych fal obwodowych

o m2h

R ’

parametr charakteryzujacy ksztalt powstajqcych f'al przy ufracie statecznodci

o a? :mR)
=g \mLl >
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parametr cisnienia hydrostatycznego

‘oraz parametry sprezystosci

G e
iy ——— Y P,
V B E; '
4G

= 1 — wq )42V v 2,

_ ]/EIE( 1 )42 vy 7,
‘ o
“9*12(1Hy1v2)

w=1/%.
E;

81

Waéwcezas bezwymiarowy parametr caikbwitej- eﬁérgi-i sprezystej .'Wyrazi sic w roz-

patrywanym przez nas przypadku obcigzenia powloki nastepujaco:

(10.1) 3 =Cuyi + Cyivr— Gyl Cyd -

1 . : _
+ Csyf — » U= 7@ — (Csvi+ Cryd + Cy yo) s

gdzie .
62 351 1
C= g (20 + Tk
K N4+ —
(2. 1 1
& =1 (3250 + - ¢ =
' 16
) ner_A -+ ] dno+4 +-— v
51 1 '
C3 =0 7 § ?7_(0 + »
Anw-+A4+ 4—;}—)
Cy= b2 - I + 4 (417q;+B+E—) .
62 (4770)+A+ WZ) : e

3
Cs = 170( —— + 8196770))

1 3
Cﬁ——nﬂ-f- 26_—2?9

o 3 - I
CT:??g_EfP, Co=202—w), .
przy czym ¢ = h/R.

Nozprawy Iniynierskie — 6
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11. Rozwiazanie zagadnienia nieliniowego -

Podstawione zagadnienie rozwigzemy metoda energetyczng Ritza-Timoszeniki.
W tym celu napiszemy warunek konicczny istnienia minimum catkowitej energii
spreZystej (10.1) rozpatrywanej powloki w odniesieniu do parametrow vy 1y, [12]:
aLD 03 0 '@5__0

' opr o,

Otrzymujemy w ten sposéb nastqpﬁjqcy ukiad dwoch nieliniowych réwnan alge-
braicznych z dwiema niewiadomymi y; i 9o oraz parametrem q:

ay i4-ay p} — 203 yatas — asq =0,

! ay v} 2 — a3 Pids 2 — (g p2ta 4 =0,
gdzie ‘
0 35 1 i
, @ = 5 2'.70)—1—?—6-04- : — |
: P et A+ —
Hnw
6 1 16
a2 = a 327?a)+ - : 1 - 1 [
16nw+4 +i_6;u dno + A+ %
1/5 1 1
5= 8 po Tk
(11.3) K 411m+A+4?4—1?E
1 | 31
ag i +96 (4?’]0)—%—3 4 Z%) ,
om0
31 1 3 332
5= pppe T8I0 6T Ty 4(33) ’
3 3\2 22—
. a7=1'#'5(;) » asz————na »
gdzie 3 = L[R. ‘

Uktad réwnai (11.2) okrefla dowolne, mozliwe postacie stanéw rdéwnowagi
rozpatrywanej powloki. Nas' interesowaé beda obecnie te ponadkrytyczne (tj. po
utracie statecznosci) stany réownowagi (czyli dla y; # 0 i g2 > 0), ktore odpowia-
daja minimalnej wielkogci cisnienia g. Przyjmiemy nastgpujaca definicig: dolnym
ciénieniem krytycznym ga nazywaé bedziemy tg najmniejszg wieltko$¢ bezwymiaro-
wego pg];a_ni_etrurci:éqieﬁia g, przy ktorej mozliwy jest ponadkrytyczny stan réw-
nowagi rozpatrywanej powloki przy skoficzomych ugigciach sprezystych.

Jak widaé z powyzszej definicii poszukiwanie g4 prowadzi do rozwigzania geome-
trycznie nieliniowego zagadnienia statecznosci analizowanej powloki, a konkretnie
do rtozwiazania ukladu réwnan (11.2) przy zaloZeniu ¥y # 0 oraz g, > 0.
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Proponujemy nast¢pujaca rzadko stosowana w pracach dotyczacych podobnego
zagadnienia metod¢ rozwiazywania ukladu réwnan (11.2), eliminujaca koniecznosé
rozwigzywania ciggu réwnan trzeciego stopnia. '

Z pierwszego z réwnan (11.2) otrzymujemy

_ agq — a3 yi+2a3 p —ay =
a1

(11.4) v

Podstawiajac (11.4) do drugiego z réwnan (11.2) znajdziemy po prostych prze- .
ksztalceniach

.E _ Wi btep—d

11.5) —— >

( ey — f

gdzie

116 a=a:; b=3may, c¢=aya4+2a—ajas, -

d=mas, e=aya5—a ar, f=ayag-taias.

Dalszy tok postgpowania zmierzajacego do okreflenia dolnego cisnienia krytycznego
ga jest nastepujacy: 1) na drodze eksperymentalnej okreslamy parametry sprezy-
stoSci Ey By, v; i G, 2) przyjmujemy parametry geometryczne 7, R, L powloki,
3) dla przyjetege ciagu rosnacego {pn} = my, g, oy my, (g > 2) liczb pelnych
fal obwodowych obliczamy ciagi wspélczynnikéw {a}s {@nhs s {aa}, {2}, |
{bn}s e { fﬂ} ze wzordw (11.3) i (11.6}; 4) w ukladzie wspolrzednych s, g_;wykre's’{lamy /
w oparciu o (11.5) rodzing krzywych - L /

£

(1L7) g=flp,m), i=12 ..,n,

a nastepuie konstruujemy (o ile tg')“ Jjest mozliwe) ob'wiedni:; tej rodziny, Rzedna
najnizszego punktu tej obwiedni jest poszukiwanym dolnym ci$nienicm krytycznym
dla danych parametréw geometrycznych i sprezystych powlold :

(11.8) ‘g¢ = min (91,92, .e-s dn).

Opisang powyZej metods znajdujemy wielkosé dolnego ciénienia krytycznego -

w przyblizeniu pierwszym. 7 : .
Aby znale?é gq w przyblizeniu drugim nalezaloby jeszcze dodatkowo wykreslié
druga rodzine krzywych: , . ‘

(119) a';k :fl ("PZS mi): i= ]-: 2: vy 11

otrzymang z warunku -

11.10 | | 2 _ 5

( . ) ) am - -

Rzedna majnizszego punktun krzywej bedacej miejscem geometrycznym punktow
przecigeia krzywych (11.7) i (11.9) (odpowiadajacych jednakowym wartosciom m),
okresli wielko$é dolnego cisnienia krytycznego w «przyblizenin drugimy,
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12. Rozwigzaunie zagaduienia liniowego

Jezeli brzegl rozpatrywanej powloki nie moga przemieszezaé sig w kierunku
\kg:c_?mieniowym.(pQI.._.zaloZenie.b,.. p.-2), to zaloZzenie (przyjete w pracy autora (117},

ze stan napreZenia W powloce przed utraty statecznosci jest blonowy, nie jest spel-
‘nione. Przylozenie obcigzenia g wywoluje bowiem W stanie. podkrytycznym od razu

“Inieszany stan napreZenia (por. p- 3). W konsekwencji tego powierzchnia $rodkowa
powloki przed utrata statecznodci nie posiada juz ksztaltu géometrycznego walca

* kotowego, lecz pojawiaja si¢ skofczone symetryczne wgigcla w kierunku jej wkle-
stoéct, ktére opiszemy przyblizona funkcja

(12.1) wp (X, ) = hipy sin ax, -

przy czym o jest wielkoseig skoficzona. Dopiero w momencie utraty statecznodci
przyjmiemy, 7e ksztalt powlerzchni érodkowej powloki opisany jest przyblizona
funkcja ‘ - ‘

(12.2) w(x, y) = hp; sin2 ax cos fy+wp (%, )

z tym zastrzeieniem, e W rozpatrywanym przez nas obecnie ujeciu  liniowym
nalezy zatozyé, iz ; jest wielkoécig nieskoniczenie maly. W zwigzku z tym naleZy
w wyrazeniu (10.1) na bezwymiarowy paramets 5 calkowitej energii sprezystej
powloki odrzuci¢ wyrazy zawierajace parametr gy W potedze wyZszei niz 2, a nastepnie
‘minimalizowaé 5 wzgledem parametréw wy i ¢2. Mozna rowniez postapié proseiej,
mianowicie przyja¢ od razu w rownaniach (11.2) y; = 0. S

Otrzymujemy wiedy:
(12.3) ay v — 2a3 ya+as— a6q — 0,
(12.4) as y2 — (arp2-t+ag) ¢ = 0.

Uklad réwnan jednoczesnych (12.3) i(l2.4)z niewi_adomymi Y3z, 4 Moina rozwiazaé
dwiema metodami: 1) na drodze wykresinej, 2) na drodze analityczne).

W pierwszym przgpadkn z réwnan (12.3) i (12.4) ‘otrzymujemy kolejno

arys — 2 yr+ay
3

12. a=
(12.5), | q 2

- asys
12.6) - = —,
(12.6) 1 aqipatag

W ukladzie wspohrzednych v,, g wykreslamy (dla ustalonej wartodci parametru FH)
krzywe (12.5) i (12.6). Rzgdne punktdw przecigeia tych krzywych okredlaja w ogdl-
nym’ przypadku tréjke pierwiastkéw g1, 42, 43-

Przyjmiemy nastgpujaca definicje: gérnym ciénieniem krytycznym g, nazywaé
bedziemy te najmniejsza wietko$é¢ bezwymiarowego parametru ci$nienia zewnetrz-
nego ¢, przy ktdrei mozliwe sa jednoczeénie dwie postacie rownowagi sprezystej
rozpatrywanej powloki: a) pierwotna — opisana funkcja (12.1) 1 b) druga, nieskon-
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czenie bliska pierwotnej, ale opisana juz funkgja (12.2). W $wietle powyzszej
definicji mteresowac nds bedzie tylko

(12.7) g9 =min g, ¢, ¢, i=1,2;..,n
Postepujac jak wyzej dla rozoych my > 2 znajdziemy

go = min (7%, 72, ..., g

(wchodza oczywiscie w rachube jedynie pierwiastki P >0, k=123
i=1,2,..,#1).

Ze wzgledu na matly dokladno$¢ autor zrezygnowal z tej metody.

W drugim przypadku z réwnania (12.4) znajdujemy -

2

a5 P

12.8 g=—
(12.8) ' i dyya-tag

Podstawiajac (12.8) do’ réwnania (12.3) otrzymamy réwnanie trzeciege stopnia
postaci

(12.9) v+ days -+ dypy + dy = 0,
gdzie
(12.10) di = @;aq, dy = amay — 2aya,

dg, = dqdy — 2(13 ag — dsdg, d4 = a4 dg.

Rozwigzujac réwnanie (12,10) (w obliczonych w p. 14 przykladach autor postu-
giwat si¢ bardzo dokladnymi tablicami amerykanskimi [17) znajdujemy odpo-
wiednic jego pierwiastki v, v i-9. W wickszosci przypadkéw wszystkie trzy
pierwiastki sa rzeczywiste, przy czym dwa z nich'sq dodatnie, a jeden ujemny.

Niech np.:

s > 9P >0, ¢ <o

Plerwxastek 9% mozna odrzucié od razu, gdyz wobec zalozonego wgigcia powierzchni
Srodkowe]j powloki w kierunku wklestosci, musi byé 4, > 0. Pierwiastkowi wiP
odpowiada wicksza wartosé naprqzema krytycznego obliczona z réwnamia (12.8).
Pozostaje wiec pierwiastek i, ktéremu odpowiada najmmiejsza warto$é bezwy-
miarowego parametru cidnienia krytycznego (dla przyjetej wartosci m).

Tok postepowania, zmierzajacego do okreélenia bezwymiarowego parametry
gbroego cisnienia krytycznego gy mozna opisaé hastepujacym schematem:

a) na drodze eksperymentalnej okreflamy dla danego matenalu powloki para-
metry sprezystosci Fp, Eo, v 1 G,

b) przyjmujemy parametry geometryczne s, L i R powloki,

¢) dla przyjetego ciagu rosnacego {mn} = my, my, ..., My (m; = 2} obliczamy
ciggi wspotezynnikow {dj,}, {dyu}, ..o {din} 2ze wzoréw (12.10), :
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- d) rozwiazujemy cigg roéwnaf sz&scwnnych (12. 9) zna;du;ac cige’ odpowmdmch
jego pierwiastkow {yf o,

e) ze wzoru (12.8) obliczamy ciag bezwymiarowych parametrdw cisnienia kry-
tycznego {gn},

f) szukany bezwymiarowy parametr gbrnego ciSnienia krytycznego

Gy = min (g1, Ga, vy Gn)-

We wszystkich znanych autorowi, a cytowanych juz pracach [2i 3] dotycza-
cych rozpatrywanego problemu przyjmowano {mimo zaloZenia b), p. 2), 7¢ w mo-
mencie utraty statecznodei ) 1y, sa nieskoriczenie male, co jest powaznym bledem.

Przedstawione wyzej ujecie liniowe rozpatrywanego zagadnienia jest zdaniem
autora poprawne,
13. Powloka izotropowa
Dla szezegdlnego przypadku powloki izotropowej mamy

' E]_:EZZE, Y=V =¥,
zatem

A , 9 : **q(wR)z
=8=2 e=L P=p 0 1TF ]

Wprowadzajac jeszcze bezwymiarowy parametr geometryczny powloki

‘ ) _ Rh
doproWadiimy wzory (11.3} do postaci:
2l 35 1 J
“T Rl e T el
Cm2f n T 4 ]
2= 127 e 1)2 @12
’ n[ 5 4 ]
“= 2 s " Gnrel

(13.2)
. 1 4n2

_ﬂzl 3 +6] '1+3v 3(5)2
as = . Q!‘I‘UQ, @ =3 il vy

+ z(+2+ 3)
»a2 14 ? 4_7?2'99

3(3)2 22—
s Ay T T

72 o
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14, Przyklad liczhowy

- A. Ujgcie liiowe. W celu znalezienia konkretnych wartodci® bezwymiarowego
parametru gérnego ci$nienia krytycznego obliczono konkretny przyklad liczbowy
dia trzech typéw powlok: a} bardzo krétkiej, b) krétkiej i c) $redniej diugosci. We
wszystkich trzech przypadkach przyvijgto » =0 »3, parametry za§ geometryczne
powloki zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1

Typ powloki ‘IR/h I LIR 0

1

Bardzo krétka 1,0 —_—
‘ 180

1
Krétka . 180 3.0 —
1620

Sredniej dhugosei 6,0 1
rednie odel , N
© ) & 6480

Wielkosci gérnych ciéniefi krytycznych obliczono na podstawie schematu po-
danego w p. 12

W celach poréwnawczych obliczono réwniez wielkoéel pérnych cifnieri krytycz-
nych ¢* dla powlok o tych samych parametrach gcometryczuych i sprezystych,
lecz o brezegach wolno podpartych.

Za podstawg przyjeto w tym przypadku wzdr

1 772 (n+12
—_— 4 g2

14.1 T ﬂze(n+l)2+ T e
2"y \=

wyprowadzony w cytowanej juz -pracy [8], ktéry _]est praktyczme réwnowazny
wzorowi R, Misesa [1]. Wyniki obliczen zestawiono w tablicy 2, w ktdrej m i m*
oznaczajg liczby pelnych fal przy utracie statecznosci odpowiednio dla powloki
o brzegach utwierdzonych i wolno podpartych.

Tablica. Rfk = 180, » = 0,3

LR | 1004, | m | 10055 | m* | agp
10 | 9208 | -11 7,306 | 10 1,260
30 | 31m | 7 | 2412 6 | 1317
60 | 1,563 | 5 | 1,228 4 | 1,294

Na rysunku 5 przedstawione sa wykresy ﬁmkcp g=1gq(m) dla rozpatrywanych
trzech typdw powlok.
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B. Ujecie nieliniowe. Przy obliczaniu konkretnej warto§ci  bezwymiarowego
parametru do]neg% ciénienia krytycznego gq ograniczono sie. (ze wzgledu na duze
trudnosci natury rachunkowej) jedynie do powloki bardzo krétkiej, przy ktorej

0dq

B0t
60
o
20

100

gor-

mn

wplyw sposobu zamocowania brzegéw zaznacza si¢ wyraznie. Przyjeto wiec za
podstawe obliczen dane

R
. y=03, - =18, — =10

Na rysunku 6 przedstawiono rodzing krzywych (11.7), przy wykreslaniu kidrej
dobierano \yy > v, gdzie ¢, jest wartoscia y,, dla ktdrej y, = 0 [obliczona ze
wzoru (11.3), dla odpowiednich wartoici m). Jak widaé z rys. 6 funkcje (11.7)
z wyjatkiem m = 8,9 s3 rosngce, nie wykazujac minimum. Oznacza to, ze dla
rozpatrywanego przykladu g = g, = 9,208,

Na rysunku 7 przedstawiony jest wykres funkciji

asq — @ yi+2a3ypy — ay
= i (p2) = a

dla m = 11.
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Autor obliczyl rownies wielkosé dolnego cisnienia krytycznego ¢4 dla powloki

" o tych samych parametrach geometryczaych i sprezystych, lecz o brzegach wolno
m@t
180

B

3333 3
SRR

Lnon

Hop
20r

ot

8¢

50

40

20t

Rys. 6

podpartych. Oparto sie na réwnaniach wyprowadzonych przez W. A. NAsma
"W cytowanej juz pracy [2].

Otrzymano 100 g7 = 5,786, zatem g,/g; = 0,792,

15. Whaioski

Z obliczonego preykladu liczbowego mozna Wyciqgnlqé nastepujace wnioski:

L. W przeciwiedstwie do powloki gciskanej réwnomiernie wzdhez tworzacych
(por. [15]), gdzie utwierdzenic brzegdw wywiera minimalny wplyw na wielkoéé
gornego cisnienia krytycznego, w przypadku izotropowej powloki walcowej, pod-
danej dziataniu wszechstronnego ciénienia zewnetrznego, utwierdzenie brzegéw
wywiera bardzo znaczny wplyw zwigkszajac wielko§é gornego ciénienia krytycz-
nego (w poréwnaniu z powloka o brzegach wolno podpartych) przecigtnie az
0 ~ 307%. Wynika stad, ze powloka walcowa o brzegach utwierdzonych jest znacznie
muiej narazona na utrate statecznosci anizeli powloka o tych samych parametrach
geometrycznych i sprezystych, lecz o brzegach wolno podpartych; z punktu wiec
widzenia «wytrzymalosci» na wyboczenie utwierdzenie brzegéw jest korzystniejsze.
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9. Ticzba fal obwodowych powstajacych przy utracie statecznosci jest w przy-

padku powloki o brzegach utwierdzonych wieksza niz dla powloki o brzegach .
wolno podpa;‘tych.

[
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Rys.- 7

3. Wazrost dlugosci powloki wywotuje zmniejszenie wielkosei gormego ciénienia
krytycznego oraz liczby fal obwodowych przy utracie statecznofci zarGwno w przy-
padku powloki o brzegach utwierdzonych jak i wolno podpartych.

4, W przypadku bardzo krétkiej powloki o brzegach utwierdzonych dolne cisnie-
nie krytyczne jest réwne gornemu, podczas gdy dla powloki o tych samych para-
‘metrach geometrycznych i sprezystych, lecz o brzegach wolno podpartych wynosi
ono tylko 79% wielkodci ciénienia gérnego. Wynika to stad, Ze dla bardzo kroikiej
powloki izotropowej o brzegach utwierdzonych «obszar niestatecznodet» (pod
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Xt6érym rozumiemy przedziat (Gu, g,)) nic istnieje. Stanowi to cenna wskazéwke
dla konstruktora, ktéry przy projektowaniu krétkich powlok walcowych o brzegach
utwierdzonych, poddanych dzialaniu wszechstronnego —ciénienia zewnetrznego
«o stalym» natezeniu, moze okreslaé «zapas» statecznodei takiej powloki w odnie-
sieniu do gdérnego cisnienia: krytycznego.

16. Obraz wiraty statecznogci

Na podstawie podanego. przykladu liczbowego mozna przedstawié nastepujacy
rézniacy sig powaznie od prezentowanych w innych pracach {2 i 3] obraz utraty
statecznosci bardzo krétkiej, izotropowej powloki walcowej kolistej o brzegach
utwierdzonych wszechstronnie $ciskanej.

' Niechaj ciénienie ¢ wzrasta w sposdb ciagly od wielkosei poczatkowej g = 0.
W powloce powstaje od razu mieszany stan napreZenia, ktory wywo}uje symetryczne
wgigcie powloki w strong jej wklgstosci, ktérego amplituda w, powicksza sie w miare
wzrostu g. Dla wszystkich wartodci ¢ << ‘g, powloka znajduje sic w réwnowadze
trwalej. Oznacza to, ze przy krétkotrwalym dziataniu pewnego czynnika zaburzaja-
cego (up. niewielkiego wzrostu Ag ciénienia g) w powloce obserwujemy dodatkowe
wglqcae AW, ktére jednak zanika po ustaniu czynnika zaburzajqcego Dopiero gdy
q = g, krétkotrwale dzialanie czynnika zaburzajacego wywoluje «skokowsg» utrate
statecznodci. Powloka «przeskakuje» do nowej postaci réwnowagi stalej, przy
ktérej weiecie powloki powigksza sig, a réwnoczeénie tworza sie fale w kierunku
obwodowym (por. tys. 6 i 7). Dalszy niewielki wzrost g powoduje juz znaczne
ugiecia (rys. 7), ktérych narastanie prowadzi do zniszczenia powloki.

Uwaga koficowa

W p. 14 podali$my przykiad liczbowy dla powloki izotropowej o brzegach utwier-
dzonych. Aufor zrezygnowal z zamieszozenia przykladu liczbowego dla powloki
wykazujacej ortotropie naturalng (np. blony fotograficzaej, z ktorej czgsto wykonuje
si¢. modele powlok do eksperymentalnego badania ich staiccznosci). Obliczenie
bowiem takiego przykladu wymagatoby jedynie przyjecia konkretnych wartodci
parametrow geometrycznych i sprezystych, np. dla blony fotograficznej wg pracy [18],

kG kG kG
Ep=30,1-103|—1, E,=22,6-103—[, »,=0,23, G 9,06-103——1,
cm? : cm?2 cm2

i sprowadziloby si¢ tylko do numerycznych obliczen, zreszta wedhig schematu
" podanego dokladnie w p. 11. Nie byloby ponadto mozliwoséci przeprowadzenia
analizy poréwnawczej z powloka o tych 'samych parametrach geometrycznych
i sprezystych {w cytowanej juz pracy [10] ograniczono sie réwniez do obliczenia
konkretnego przyktadu dla powloki izotropowej). Pozostalby jedynie przyklad
dla powloki, wykazujacej ortotropig komstrukeyjna, tj. wykonanej z materialn
izotropowego, ale usztywnionej gesto roztozonymi sprezystymi febrami podiuz-
nymi i pierdcieniowymi. W tym ostatnim przypadku stosowane w niniejszej pracy
réwnania muszg ulec, jak to wykazal Tieriebuszko [16], powaznej korekcie.
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Pezwome

-

AHATA3 YCTOMYUBOCTH 3AMKHVTOM OPTOTPOIIIION [IMITHHAPHIECKOMN
OBOJIOYKH TI0J BIUSHUEM THWJIPOCTATHYECKOIO IABIEHHA

B pabore avanmiupyercs, B JTApeHHOM H HelWHSHHOM OPEeNCTABNCHEY, YCTOHYMBOCTE BhI-
COROi, TOHROCTERHOM, 3aMKAyTO! IMMAMEADMIECKOE KPYTOBOH OBONOYKH, UPOABIAIOEH HATY-
PajBHYIO OPTOTPONUI), TMONBSPIKEHHOH AEHCTBUIO BCCCTOPOHHCTO HAPYXHOTO NABNCHAX II0-
CTOSHHOTO HADPIKEHAS,

B pazmume oT Apyrex pafoT mpexmonaraeTcs, TTO Xpas oBONOTEM 3AIMEMICHEL M HE HMEIoT
BOSMOKHOCTH IEPCIBATATECH B DPROHANLHOM HAGDABICHHH, JTO DOCHEAHES IPETONCKEHUS
TPeOyeT MHOTC JMHCKHOrO IpeNCTABICHIL, Hcronesys meron PHTHA-TAMOIMCHKA ONPEAEISeTCH
BEITHYHHA BCPXHEIO W HIDKHEro KPHTHYCCKHX NABSHMI,
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Pemaercs KOHKPETHEIH YHCHOBOM HpMMep Juid m3oTpomHol obomoyxy H, OPOBORUTCA CpPaB-
HHTCNEHEIH ANANH3, MOMYYCHHRIX PeIVELTATOB C oboroukolt, obmamaemol Temm e CaMBIMKE
TEOMOTPHICCKIMH HAPaMeTpaMi M IapaMeTpaMu yOPYTOCTH, HO CBOGOAHO OTIEPTEIMI KPASMH.

Summary

STABILITY ANALYSTS OF A CLOSED ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL UNDER
' THE ACTION OF HYDRAULIC PRESSURE

The object of the paper is a linear and nonlinear stability analysis of a thin-walled, closed, cir-
cularly cylindrical shallow shell showing natural orthotropy and subjected to a constant pressure,

In contrast with other papers it is assumed that the edges of the shell are clamped and cannot
be displaced radially, Making use of the Ritz-Timoshenko method the upper and lower critical
pressire are determined. :

The numerical example concerns an isotropic shell. A comparative analysis of results is given
for the shell above and another shell, of the same geometric and elastic properties, but resting on
simple supports,
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