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WYMIAROWANIE PRETOW O KRZYWIZNIE PIERWOTNEJ
NA GRUNCIE TEORII SPREZYSTOSCI

WANG DU-CHING I MICHAL ZYCZKOWSKI

1. Uwagi wstepne

Prety o krzywiZnie pierwotnej poddane zginaniu, a przy tym ewentualnie roz-
cigganiu i §cinaniu, moZna w zakresie sprezystym obliczaé badZz metodami elemen-
tarnej wytrzymalo$ci materialéw, badZ teorii sprezystosci. Zasadnicza r6znica
migdzy tymi metodami polega na pominigciu we wzorach elementarnych napreZen
promieniowych przy czystym zginaniu oraz naprezefd stycznych, pochodzacych
od $cinania (te ostatnic mozna by w przyblizeniu uwzglednié — por. R. KApeus 2.
Teoria sprezystoéci pozwala na wyprowadzenie wzoréw scistych, jednakze. tylko
dla przekroju prostokatnego lub, w pewnym przyblizeniu, dla przekroju ztoZzonego
7 prostokatéw. |

Uzyskane obiema tymi drogami wzory okre§laja naprezenia jako funkcji wy-
miaréw przekroju i obeiaZen, natomiast nie nadaja si¢, praktycznie biorge, do
bezpodredniego wymiarowania, czyli do doboru niezbgdnych wymiaréw przekroju
w zaleznobci od obcigzen zewnetrznych i przyjetych napresed dopuszczalnych.
Ze wzgledu na wymiary przekroju otrzymujemy bowiem réwnania przestepne,
ktorych rozwigzywanie metodami przyblizonymi jest zmudne. W pracy [4]
J. WarLczax i M, ZYCZKOWSKI zastosowali do analitycznego rozwigzania réwnan,
uzyskiwanych przy zastosowaniu metody wytrzymatoéci materialéw, rozwiniccia
na szeregi potegowe i dziatania na tych szeregach, co doprowadzito do prostych
wzordw wynikowych, nadajgcych si¢ do bezposredniego wykorzystania w praktyce
inzynierskiej. Malymi parametrami byly przy tym wielkodci charakteryzujace
krzywizne preta, ' .

Celem obecnej pracy jest zastosowanie podobnej metody do «odwrdcenian
wzoréw znanych z teorii sprezystosei. Ograniczymy si¢ w zwiazku z tym do prze-
kroju prostokatnego, natomiast uwzglednimy opréez zginania wplyw &cinania
1 rozciagania lub Sciskania, przy czym zbadamy rézne kombinacje kierunkéw sit
I ich zwrotéw. Réwnaniem wyjSciowym bedzie

(1.1 max oy =k,

gdzie oy jest naprezeniem zastgpczym (zredukowanym), zaleznym od skladowych
stanu napreZenia, og = og (0y), ktére z kolei zaleza od uogélnionych obciazeit
zewngtrzoych P, i wymiaréw preta, mianowicie wysokoSci i szerokogei przekroju
h i g oraz §redniego promienia krzywizny R, czyli o5y = 0y (Pu, b, g, R): k oznacza
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naprezenie dopuszczalne., Bedziemy wige rozwigzywali réwnanie (1.1) ze wzgledu
na wymiary przekroju, w szezegdlno§ei wysokoéci 4; inne ujecia, polegajace np. na
ustaleniu z géty nie éredniego promienia krzywizny R, lecz wewngtirznego a =
= R — h/2, mozna réwnies rozwiazaé na tej samej drodze, jak to wykazano w pracy
[4]. Kres gérny napreZenia zastgpczego, max oy, bedzie obliczany w oparciu o hipo-

—h—1 | _ teze energetyczng Hubera-Misesa-Hen-
o cky’ego, jednak przyjecie innej hipo-
f tezy jako wyjiciowej nie zmieniloby

rozwazafn w istotnym stopniw.

2, Wzory wyiéciowe

Wezmiemy pod uwage pret kolowo
zakrzywiony, obciaZony na koficu swo-
bodnym najogdlniejszym plaskim ukla-
dem sil, ktéry mozna zredukowaé do
sity skupionej o skladowych Py i Py
oraz momentu skupionego M (rys. 1).
Przyimiemy, ze kat rozwarcia pregta
wynosi: n/2, jednak zaloZenie to ze
wzgledu na og6lnosé obcigZenia nie
jest specjalnie istotne. Rozklad napre-

Rys. 1 7ehh w tak obciaZonym precie moina

okre§lié przez superpozycie WzZordw

H. N. Gorowina (M. T. Hueer [1], P.F. Papgowicz [3]; w tej ostatnie] mono-
grafil znaki ostatnich skiadnikéw w pierwszych nawiasach sa bledne):

P sin 04 Py cos 0 az-+bh2  a2b?
Q) e —— ! ( + - ) +
gs r 3
4 (M+PsR) [a?b?
+(—JQ(~~ -+ b’ln 2l )
gWw r2
Py sin 0Py cos a2+b2 a2 h?
. Og = — Ip = — +
gs ¥ r3
4(M+Pm )( a2b2 b r a )
4 Z 21ln— 210 — 2 g2
F - oW " lnaer 1nb+a in r+b a?],
Py cos 9+P3, sin 0 ( a+b2 > bz)
1:7"6 [ — o + . ,
g8 ¥ 3

gdzie dla skrécenia wprowadzono nastépujace oznaczenia wartoéei dodatnich
sta%ych .

. b b2
(2.2) = (@245 It P (b2 — a?), W = (b2 — a2)2 — 4a? b2 (ln a) .
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Nalezy przede wszystkim okresli¢ kres g6érny naprezenia zastepezego og. Bedziemy
badali kwadrat tego-naprezenia, okredlony w naszym przypadku za pombca;' WZoru

(2.3) g = 02 F05 — oy 0t 37,

Zazwycraj nicbezpieczenstwo zniszezenia preta zwigzane jest z napreZeniami o,
ktére sg z reguly ﬁionotonicznq fﬁnkch Zzmiennej 7, a ich wartodé bezwzgledna
osiaga kres gérny na promieniu r = @ lub r = b inajpierw zbadamy te przypadki.
Na promientach tych oczywiscie 6r = Try = 0, co znacznie watwia analize. Dla
F = g mamy

2.4
2 (Pysin 0Py cos ) (b2 — a2)

‘b
4(M Py R) QB2 In— — B2+ a?)

0y = log| ==

Funkcja ta moze osiggna¢ kres gérny dla 0 = 0 (punkt Ay, rys. 1), § = 7/2 (punkt By)
lub przy warunku dog/ofl =0 (punkt Cj). Punkt nieistnienia pochodnej dog/d0,.
mianowicie ¢, = 0, oczywifcie nas nie interesuje. Podstawimy P, = Psin g,
Py = Pcos ¢ oraz zapiszemy (2.4) w postaci

' b
. b
P —aoos (0 —g)  DITPRsing)@b2In g bta?)

(2.5) O'ﬁ - agS - . gW

Z warunku do,f00 = 0 otrzymujemy 6 = ¢; dla preta przedstawionego na rys. 1
warunek ten moze by¢ spetniony tylko dla 0 < ¢ < @/2, bo tylko w takim prze-
dziale zmienia si¢ 6. Ostatecznie warunki bezpieczenstwa, odniesione kolejno dof
punkiow A, By i €] napiszemy nastepujaco:

b
4 (M+PRsin @) (262In P b2+a2)

26 2P (b2 —a?eos g

20) ags _ aW < k,
| 4 (M i b2 1 b p2d g2

57 2P (b — a2) sin ¢ ( JrPR sin @) (262 In p +a?) )

. — <k

@n i —
' 4 (M4 PRsin ) (2621 b B2t g

> 2P (B2 — a2) (M-+PRsin @) ( n- +a?) _

2.8) s ‘ — <k

gdzie k oznacza zaloZone naprezenie dopuszczalne. Na ogdl nie moZna a priori
powiedzie¢, ktory z tych trzech warunkéw jest najmocniejszy; zalezy to od znakow
P, M i od wartodei ¢. : :
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Podobnie wyprowadzamy warunki dla punktow A,, By iCpyma promieniu r = b.
Lokalne ekstremum moZe tu zajs¢ znowu tylko przy 6 = ¢ i wobec tego mamy
" odpowiednio:

| ' b
4 (M +PRsin cp) (bZ — a2 —2a2In E)

29- 2P(B2 — a?cos p " ,<I
29 . beS . |7 <k,
' | 7 i (b2 2 — 221 b)
210 2P (b2 — a?) sintp+4(M+PRsmtp) e T sy -
@19) bgS ew =5
i (z -2 2] b)
- 2P (2 4(M+P{281n(p) b2 — a2 —2a n— |<k

Poszezegolne sktadniki wzordw (2.6)-(2.8) sa wigksze co do bezwzglednej wartosci
od -odpowiednich skladnikéw wzoréw (2.9)-(2.11). JeZeli znak obu skiadnikéw
w poszezegdlnych wzorach jest-ten sam (a wige nip. przy MP = 0, =/2 < ¢ < m),
to wynika stad, Ze warunki (2.6)-(2.8) sa mocniejsze od warunkéw (2.9)-(2.11).
W przypadku réznych znakow skladnikéw wniosek ten moze jednak nie byé praw-
dziwy i bedziemy musieli przeprowadzié dokladniejsze badania.

Naprezenie zastepeze oy moze réwniez osiagnaé sWéj kres gorny wewnalrz prze-
dzialy g << # << b, Przypadek ten jest zwigzany z istnieniem lokalnego maksimum
napreZen oy 1 Ty, mozemy z nim mieé do czynienia tylko przy pretach bardzo silnie
zakrzywionych, a wige przy duzej wartodei stosunku A/R. Przy przyjeciu wzorow
(2.1}, odpowiadajacych ogodlnemu przypadkow obcigZenia, badanie ekstremum
lokalnego jest bardzo uciazliwe, totez zbadamy ie gedyme w niektérych przypad-
kach szezegblnych.

3. Wzory ogdlne okreflajace wysokosé przekroju

Wymiarowanie przekroju preta ma podstawic warunkdw wytrzymalo§ciowych
(2.6)~(2.11) moze by¢ przeprowadzone w rézny sposéb. Jezeli obierzemy promienie
a1 b, atym samym promien krzywizny osi R = (a-+b){2, to z réwnan (2.6)-(2.11)
moZemy obliczyé niezbedna szerokoéé przekroju g bez najmniejszej trudnodci.
Natomiast jezeli ustalimy badz szerokoéé g i promien krzywizny R, Bqdz’ szerokosc g,
promiefi wewnetrzny a lub zewnetrzny b 1 poszukujemy niezbednej wysokosel prze-
kroju i = b — a, badz wreszcie jeZeli zakladamy wartoé stosunku Afg i promien
krzywizny R, a posgukujemy £ 1 g, to wtedy réwnania (2.6)-(2.11) stajg sie row-
naniami przestopnymi ze wzgledu na poszukiwane niewiadome.

Zastosujemy obecnie metode szeregdéw potegowych do okreflenia wysokosdel A
przy danych R i g. Inne warianty problemu moga byé rozwiazane analogicznie;
niektdre rozwiazania na gruncie wylrzymalo$celi materiatléw podaje prica [4].
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Zajmiemy sig najpierw przypadkiem, w ktérym kres gérny naprezenia zastepczego:
jest osiggnigty na promieniu wewnetrznym r = a. Wynikajace stad warunki wy-
trzymatodciowe (2.6)-(2.8) napiszemy w postaci wspélnej:

3.1

b
i 2ln — — h21 g2
2Pﬂ(b2~a2) 4(M+P_RSIH (p) (2b In a b —|—a)

b - ' b\2
ag | (@24 n-— — — g — a%)? — 4q n—
[( 2452} | - (b2 2)] {(bz 2)2 — 44252 (1 a) }

=k,

przy czym kolejno o =cosp, g =sinp i g =1 dla punktéw Ay, B; i Cy; znaki
nieréwnoéci stabej zastapiono przez znak réwnobci, jednak w koncowym efekcie
z otrzymanych wzoréw na wysoko$¢ przekroju / trzeba bedzie wybraé wzér, okres-
lajacy wartosé najwiqkszq. Wprowadzimy obecnie oznaczenia

h PR

(3.2) - | XT SR YE

¥

to ostatnie wymaga w zasadzie zaloZenia M = 0, jednak przypadek M = 0 bedzie
mo?na uzyskaé¢ na drodze przejécia granicznego. Podstawiajac

3.3) a=R(1—x), b=R({+x),  —a2=4Rx,

otrzymujemy najpierw

{3.4)
2(1 i [1 21 R 2 ]
' by (14 sin @) {(1+x)21n I x
1+4x 1+x\? B
{1—x) [(]+x2) in =% Zx] 4x2 — (1 — x2)2 (ln - )
gk R2
M| -
Zastosowanie rozwiniecia
| I ot 2(+x3+x5+ )
G3) By TA T TS
1 wykonanie dzielenia szeregdw pozwala zapisaé (3.4) w postaci
. N ' (2 N )
B0 |~ (fysing —uy) — 7+ T ysing —ppfx—
(7+7 . 3 ?)2 ‘MngRZ
15 T PIne TSRV T =
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Zalozymy, Ze szereg po lewej stronie rownoscei (3.6) jest na tyle szybko zbieZny,
a jego pierwszy wyraz na tyle duzy co do wartodci bezwzglednej, Ze znak sumy
szeregu jest réwny znakowi pierwszego wyrazu. Oznaczmy

3.7 sign (149 sin @ — py) = .

Wtedy zamiast (3.6} mozna napisaé
{3.8) =) (+ypsing — uy) + 0 + 3 ysing — uy) x +

+(7 7 3 )2+] 2gkR?
15 s vsine sETY T T 3

albo dogodniej

1 2 2
3.9 ;[il—w) sin @ — .mej + (? + T sin g — ,mp) nx +

.(7 7 3 )2+]2gkR2
+—1—5--|-Ev,usm 5 ] wx ik

- Aby rozwigzaé (3.9) ze wzgledu na x wprowadzimy oznaczenie

3| M|

3.10 .
(3.10) 2gkR2

Jak wida¢ z réwnania (3.9), jest to wielkosé tego samego rzedu co x i poszukiwane
rozwinigcie mozemy napisaé w postaci
(3.10) X = a y+az yitaz 3+

Po podstawieniu (3.11) do (3.9) i wykonaniu odpowiednich dziala na szeregach
[5, 6] oraz pordwnaniu wspdlczynnikéw po obu stromach réwnosci obliczamy
kolejno niewiadome a;:

a=V|l —(u—sing)yl,
1 3 )
a= 1— S sy,

(3.12) ;1— L [13 (7 —263111) -+
' : Vil—(ynsmfp)v.vl 10 # 7 gs PRPY

17 7
—_— g2 — +— 2 2
-}-(40 10,555111(;0 sin (p)qp_]

Podstawienie (3.12) do (3.11) okrefla poszukiwana wysoko§é przekroju. Wynik
koficowy zapiszemy jednak inaczej, zwracajac uwage na fakt, iz wysoko&é

@313 ' © hy=TY ~ = 2Ry
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jest niezbedng wysokodcia preta prostego, poddanego czystemu zginaniu momen-
tem M; bedzie ona stanowié dla nas dogodng wielko$¢ poréwnawcza. Dzielac
(3.11) obustronnie przez 2R i podstawiajac (3.13) otrzymamy

(3.14) h_k@{l/El ~(Msmm)wl+~w[l ‘“(3,“ ‘Smw)w] ];3 +

1 13 7 13 +
]/El — (4 ~—sin ) 'q;| 180 (40 B 90 9g Sin 99) ¥

17 7 13 hp\2
+(160‘u 40‘usmq)+ g sin tp)"y)](—}?)*i"}
Podobnie wyprowadzamy wzory na niezbedna wysoko$é przekroju ze wzgledu
na naprezenia w punktach A,, B, i €5, warunki (2.9-(2.11). Wprowadzajac podob-
nie jak poprzednio ogélne oznaczenie u, napiszemy te' trzy warunki wspdlnie;

po wprowadzeniu oznaczen (3.2) zamiast (3.4) otrzymujemy

(3.15)

2(1+ysi [2 2 I+x]
I - by . (I+ysing)2x — (1 — x)21n 1
: 14x T-4x\2 ’ -
(14x) [(1+x2) In e Zx] 4x2 — (I — x2)2 (In - )
_ gkR2

|Mi

Stosujac rozwinigeie (3.5), wprowadzajac oznaczenie (3.7) i wykonujac odpo-
wiednie dzialania na szeregach otrzymujemy ostatecznie wzor

1 3 h
(3.16) & —“ho{l/!l — (g — sin @) ] —‘6"%[1 - (E,u — sin gn)qp]%*F

1 13 7 13
TV =G sy [*80 (40 S e (”)“’”L.
17 7 13 h

+(_1"6-6,L62—Zb—psinqﬁ+l—%sm2 )1;)2](}3) }

Wzdr ten rézni sie od (3.14) jedynie znakiem przy drugim wyrazie; prawdopodobnie
wystapia jedynie réznice w znakach przy wszystkich parzystych wyrazach. Pamig-
tajgc, ze symbol p ma potrdjne znaczenie, stwierdzamy, iz wzory (3.14) i (3.16)
okreslaja sze$¢ na ogdl réznych wartosci wysokoéel h, z ktorych nalezy wybrad
warto$é najwigksza. Kazdorazowe poréwnywanic wynikéw poszezegdlnych wzoréw
byloby zbyt Zmudne, totez poddamy je obecnie ogdlnej analizie. Analiza ta bedzie
miala charakter przybliZony, mianowicie bedzie shiszna tylko przy matych

warto$ciach stosunku A/ R; wplyw tego stosunku na wyniki analizy podamy pézniej
tylko dla pewnych przypadkéw szczegdlinych.
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4. Anmaliza w przypadku ogdlnym

Poniewaz pierwsze wyrazy wzorow (3.14) 1 (3.16) sa identyczne, wige ograniczajac
sig najpierw tylko do tego wspdlnego wyrazu 1 podstawiajac kolejno g = cos @
(przekréj utwierdzony, punkty A; i A), g = sin ¢ (przekrdj swobodny, punkty
By 1 By) wreszcie u = 1 (8= ¢, punkty Cy i Cp) otrzymujemy do zbadania zamiast
szesciu tylko trzy przypadki. Postawimy sobie za cel okreslenie obszardéw w plasz-
czyinie ¢, 9, w kiorych poszezegdlne wartodci u zapewnig najwigksza wartosé
wyrazenia |} — (4 — sin ¢) y|. Rozwazajge zaréwno dodatnie jak i uiemne wartosci
- wspolezynnika y, wystarczy dobieraé kat ¢ z przedzialu 0 < ¢ < m; dalszg kompli-
kacje wprowadzitoby przyijecie rdinej wytrzymatosci materialu na rozcigganie
i §ciskanie, ale tym problemem nie bedziemy sig zajmowali.

Bedziemy wige pordwnywali wyrazenia (A), |1 — (cos¢ —sing)y|, (B) 1,
{C) {1 — (1 — sin ¢) g, przy czym to ostatnic odnosi si¢ tylko do przedziatu 0 <
< ¢ < wf2. Z poréwnania wielkosci (A) i (B) otrzymujemy dwa réwnanda:

{4.1) 1—(cosp—singlyp=1, —I1+{cosg —singlp=1,

skad wynikajg réwnania linii granicznych

2
4.2 ESS = _ ——,
(42 v="0, ¢4 cos ¢ — sin g

Krzywe te przedstawiono na rys. 2 podajac w poszezegdinych obszarach, kidre
z wyrazefi (A) Iub (B) jest wigksze.
Podobnie z poréwnania (A) 1 (C) otrzymujemy dwa réwnania:
43) 1 (cosg—sing)p=1—(1 —sing)yp,
— 14{cosp —sing)p=1— (1 —sin¢) p,
skad

2
a 1+cosp — 2sing

44 p=0,

{rys. 3) a z pordwnania (B) i (C) wynika

2
(4.5) - y=0, p= 1——35;1_“17:
(rys. 4).
_ «Nakladajac» na siebie rys. 2-4 dochodzimy do poszukiwanego podziatu plasz-
czyzny ¢, ¥ na podobszary, w ktdrych poszezegdlne wyrazenia (A), (B) i (C) przyj-
mujg najwicksza warto$é. Podzial ten przedstawiono na rys. 5.
- Obecnie przejdziemy do poréwnania naprezef na promieniach ¢ i b, a wige na
brzegu wewngtrznym i zewnetrznym. Wzory (3.14) i (3.16) rdznig sig tylko znakiem
drugiego wyrazu, a wigc nalezy zbadaé znak wyraZzenia

(4.6) S, v) = [1 — (%y — sin rp) 1,0] .
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Graniczny przypadek uzyskany jedynie przez przyrownanie do zera nawiasu gra-
niastego; wspolczynnik % (3.7) zmienia swoj znak dla 1 — (g —sin @} p =10,
ale ten przypadek dla poszezegdlnych wartosci g jest wykluczony, bo wtedy przy
innych wartosciach g wartosé bezwzgledna tego wyraZenia jest oczywiicie wigksza.
Otrzymujemy wige dla przypadku (A) réwnanie

’ 1

4.7 Y=

s — sin @

Czghé tej krzywej lezy w obszarze (A) na rys. 51 dzieli go na 4; (punkt wewngtrzny)
1.4, (punkt zewnetrzny, obszar gesto zakreskowany). Oczywiscie obszar odpowiada-
" jacy punktowi wewnetrznemu jest znacznie wigkszy; oznaczono go tylko symbolem
(A). Dla przypadku (B) otrzymujemy réwnanie graniczne

2 -
sing ’

{4.8) . y =

cze$é tej krzywej lezy w obszarze (B} i wyodrgbnia podobszar B, odpowiadajacy
punkiowi zewnetrznemu. Natomiast dla przypadku (C) rdwnanie graniczne ma’
postac :

4.9) P =

1

77 sin ¢
1 zadna gala? tej krzywej nie lezy w obszarze (C) na rys. 5. Tak wige wymiarowanie
ze wzgledu na punkt C; nie wchodzi w rachube.

Rysunek 5 zezwala na latwe orientacyjne okredlenie punktu niebezpiecznego,
a wiee na dobor wlasciwego wzora spoérod szedeiu, napisanych facznie w postaci (3.14)
1(3.16). Stwierdzili$my, ze w poszczegdinych obszarach plaszezyzny @, v pie¢ z nich

.moze okredla¢ poszukiwana wysokos$C przekroju h, natomiast wzor (3.16) przy
g ==1 nic ma zastosowania w Zadnym przypadku.

Nalezy tu jednak podkredlié, Ze rozldad naprezen w przekrojach 4 1 C mozZna
uwazaé za $cisty w oparciu o zasade de Saint-Venanta, natomiast wymiarowanie
ze wzgledu na przekrdj swobodny B jest uzasadnione tylke wtedy, gdy obciaZenia
zewnetrzne sg przylozoneé na tej Sciance zgodhnie z warunkami brzegowymi teorii
sprezystosci, wynikajacymi ze wzorow (2.1) przy 0 = m/2.

5, Przypadek ¢ = =/2 (sifa normalna)

W przypadku tym, jak wynika z rys. 5, przekrojem niebezpiecznym moze byé
badZ przekrdj utwierdzony (A), badZ swobodny (B). Podstawiajac dla (A) y =
= cos ¢ = 0 otrzymujemy

— h h
(5.1) _ h:hg[l/ll.—}—'wI +~|1+w!—°+ 180 11+ |3ﬂ( “) + ]

Wezér ten wynika z (3.14), bowiem mamy tu x (1-4y) = [14-9]; wzor (3.16) moze
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byé pominigty, gdyz daje mniejsze wartodci £ od (3.14). Podstawiajgc dalej dla
(B) ¢+ = sin ¢ = 1 uzyskujemy ,

1 1 11 5 hp\2

.2 h—hg[l‘l"g(l—‘i ) —l—%(l— 6@,!)4“104 )(R) +]

Wzor ten 1ozni sig dopiero trzecim wyrazem od wzoru (31) pracy J. WALCZAKA,
i M. ZyCzKOWSKIEGO [4], gdzie na podstawie metody wytrzymalodci materialow
uzyskano wspolezynnik 23/360 wobec wystepuiacego tu 13/180 = 26/360. Nalezy
przy tym zwrocié uwage, Ze parametr ¢ zdefiniowano w pracy [4] z przeciwnym
znakiem niZz w obecnej. Przy ¢ = 0 otrzymujemy bardzo prosty wzdr dla. przypadku
czystego zginania, Male réimice liczbowe wynikaja stad, Ze w punktach niebez-
piecznych naprezenia pominigte w elementarnej wytrzymaloSci materialéw sa

wiaénie réwnezzeru,‘iar =§'r,,3 = 0.
/g
28|
26+
———— wezdr (54)
wzdr (5.2)
241

'a0 02 04 65 08 10 12 44 15 % b /R

Rys. 6

7 przeprowadzone] w poprzednim rozdziale wstepnej analizy wynika, ze dla
— 2 << < 0 nalezy stosowaé wzdr (5.2), natomiast w pozostalych zakresach ¢ —
wzor (5.1). Wniosek ten jest stuszny dla pretéw slabo zakrzywionych przy ‘malej
wartobei stosunku hy/R. Przy dodatnich w niewatpliwie szereg (5.1) daje wigksze
wartoéci niz (5.2) i ¢ = 0 jest tu écisly granica stosowalnodei. Natomiast ze wzrostem
stosunku /g/R zakres stosowalnodci wzoru (5. 2) po stronie ujempych  nieco sig po-
szerza ; najlepiej obrazuje to rys. 6, na ktérym przedstawiono zalezno$é hfhy=f (hD/R)
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6. Przypadek M = 0 (sila przylozona w Srodku cigzkosci)

Wzory dla tego pfzypadku mozemy uzyskaé przez przejicie do granicy, bowiem
mamy tu [p| = oo, by — 0. Wprowadzimy tu oznaczenie

(6.1) Hy—q/8 PR,
gk
wtedy
(6.2) lim o Vy| =
M0

i ze wzordw (3.14) i (3.16) wynika: przy p = 1, przypadek (C)',

e 1 (3 i Hy
{6.3) h—Hﬂ{l/l—-smtp—l- 6(2 sm(p) 7 +
1 17 7 3 Hp\2
_1—3111()9(160 0 m:p-i- sm QJ)(R)"?- },

a przy p = cosyp, przypadek (A),

1 3 Hy
(6.4) h=H, []/Isin @ —cos ] + © sin g — 5 cos g ?0 -+

1 RUNP 13 (e,
}/—isulg)¥c()sqji 160 os? @ 40 SII’](pCOStp 180 sin @ (_R) ]

Przyjecie u = sin g, przypadek (B), daje tu znikanie pierwszego wyrazu i wynikajace
stad wartoSci wysokoSci b sg mniejsze. Wprawdzie szereg (3.14) staje si¢ rozbiezny,
bo wspdltezynnik trzeciego wyrazu zmierza do nieskorniczonosci, jednak zbieiny
szereg mozna uzyskac przez podstawienie p == sin @ juz w réwnaniu (3.9), co zmienia
nieco typ odwréconego szeregu: w szeregu (3.11) wystepuja tylko wyrazy parzyste.
Podobna uwaga odnosi si¢ do szeregu (6.3) przy ¢ = #/2 lub do szeregu (6.4) przy

= gf4; przypadki te nie posiadaja jédnak znaczenia praktycznego, bowiem przy
tych wartoéciach katow @ pozostaly wzor podaje wu;ksm wartosc h, a wigc obo-
wigzujaca.

Zbadamy obecnie zakres stosowalnofci wzordw (6.3} 1 (6.4). Decydujacy jest
przede wszystkim pierwszy wyraz, Przy malych wartodciach kata ¢ wzdr (6.3) daje
niemnigjsze wartosci £ niz (6.4), jest wiec obowiazujgcy. Rownosé obu i wystapi,
w pierwszym przyblizeniu, przy 1 —sing ==sing — cos ¢, skad ¢ = ¢* =
= 2 arc sin (1 /]/ 5) = 53°08'. Ze wzrostem stosunku Fy/R ta graniczna warto$é ¢*
nicco rodnie, bowiem mamy tu 3/2 --sin¢ > [sinp — 3/2cos ¢|. Dla ¢ > p*
nalezy stosowaé wzor (6.4), przy czym w pewnym niewielkim przedziale wyrazenie
sin @ — 3/2 cos ¢ jest ujemne, co odpowiada wystgpowaniu najwickszego napreZenia
w punkcie zewnetrzoym 4,. Granjczny kat wynosi ¢ = @** = 1/2arc cos {(— 5/13)=
= 56°19’; dla ¢ > @** niebezpicczmym punktem jest punkt wewnetrzny Aj.
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Zajmiemy sig jeszcze bardziej szezegblowo przypadkiem ¢ = 0, a wigc sily stycznej
do przekroju. Ze wzoru (6.3) lub (6.4) otrzymujemy tu dla pokrywajacych sie punk-
tow Ay i €y (utwierdzenic)

1 Hy 17 [ Hg\2 1 [ Hy\3
(6.5) h=Hy [1 +ZT+ E(Y) +E('§—) + ]
(we wzorze tym podano obliczony dodatkowo czwarty wyraz szeregu). Wykazemy,
ze punkt ten jest istotnie punktem niebezpiecznym, zbadamy mianowicie przedziat
a <r <b, ktéry w przypadku ogdlnymi nie byl badany. Do wzoréw (2.1) pod-
stawimy Py = M =0, Py = P. '

Zaczniemy analize od zginanego 1 rozciagganego przekroju utwierdzonego,
6 = 0. Mamy tu 7,5 = 0, zatem po zréZniczkowaniu (2.3)

d(ap)

dr

(6.6) = g, (20, — 0g)+0y (205 — 0,).

Wykazemy, Ze wewnatrz przedziatu g << r << b nie moze zachodzié maksimum
‘wyrazenia og. Przyréwnujac pochodua {6.6) do zera otrzymujemy rdéwnanie
(6.7) T8 — (b4 — 42 p2-La) 14 — Qat b4 =0,

ktére posiada tylko jeden dodatni pierwiastek rzeczywisty r — r¥. Ale

d (020)} 2P2 6 (a4 — b4)4B2 (a2 — B2)

(68) [ dr e — g2 52 . a3 << 0,
d(a%)} _2P2 6 (b — a)+da2 (B2 - a2)

{6.9) [ il = a5 - =0,

zatem w punkcie 7 = r* zachodzi lokalne minimum naprezenia zastgpczego 1 punkt
ten nie moZe byé punktem niebezpiecznym.

PrzejdZzmy obecnie do przekroju swobodnego @ == z/2. Mamy tu wylacznie
napreZenia Trg, kidre sa oczywiscie réwne zeru dla r = g i  — b oraz osiggaja co
-do wartosci bezwzglednej maksimum przy

. . 1 7
(6.10) r=ro= T/g'l/l/ (24-b22 120252 — (a24-b2) .
‘Odpowiednia wartos¢ maksymalna mozna okredlié za pomocg wzoru
2P(r4 — a2 %

or? {(a2+b2) mZ 2 az)]'

a

(6.11) max |rl =

Zwymiarujemy obecnie przekrdj z warunku max |zyg| = k¢ = kfy/3. Podstawiajac
(3.3) otrzymujemy najpierw po dokonaniu odpowiednich rozwinied

{6.12) F=R(l —x24.)
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a po podstawieniu tej wartofel do (6.11) i wykonaniu dziatat

k 3p 23
(6.13) (

—— e 2
V3 4gRx 20 ¥t )
Stad ostatecznie po wprowadzeniu H, (6.1) i odwréceniu szeregu

h_HO[_ﬁﬂ_%(f_fg) +]

(6.14) 4 R 3120 \R

Ta warto$¢ moglaby by¢ pordéwnywalna z (6 5) tylko przy Ho/R rzgdu HyfR = 3,
co jest oczywifcie wykliczone.

Wreszeie w przckrojach pofrednich 0 < 6 << /2 na promieniu r = r wystepuje
zaréwno maksimum |oy] jak i |7/ 1 obie wartodci maksymalne sg okre§lone wzorem
(6.11) ze wspdlczynnikiem odpowiednio cos 6 lub sin 8. Oznaczajac warto$é (6.11)
przez ! i pomijajac male na tym promieniu napreZenia ¢, mamy

{6.15) oy = I/t2 cos2 §-1-3i2sin2 § == I]/S —2cos26 < ¢ ]/5 ,

zatem przekroje posrednie sa na promieniu r mniej naraZzone od przekroju 6 =
== mf2 i ostatecznie punktem niebezpiecznym moze tu byé tylko 4, = C), a ostateczny
wzor ‘obliczeniowy ma postaé (6.5).

7. Przykiad liczhowy

Zwymiarujemy pret zakrzywiony obcigZony sila Py = P — 10000 kG przy
Py =M =0. Przyjmiemy R=80 cm, g=10 cm, &k = 1200 kG/cm?; wtedy
Hpy =20 c¢m, oraz przy zachowanin czterech wyrazéw szeregu (6.5)

17 1
h'—‘ZO( +w+m+ﬁ)“21391 cm.

Mamy wige promiefi wewnetrzny a — 80 — 10,695 = 69,305 cm, promiefi zewngtrzny

b = 804-10,695 = 90,695 cm. Sprawdzajac aktualny warunek bezpieczefistwa (2.6)
otrzymujemy max oy = 1203,3 kG/fcm?, zatem blad nie przekracza 0,3 9.
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PezwmMme

IPOEKTHUPORAHUE CTEPXKHEN C HAYANBHOM KPUBHU3HOW B CBETE TEOPMM
VIIPYT'OCTH

B pafoTe PAacCMATPHBACTCA BOHPOC HENOCPEACTBGHHOTO HOAGOPA PasMepOB CIEPXEA IIOX,
BITHESHEEM HAIPY3KH COCDE{0TOYEHHSIM MOMEHTOM ¥ COCPEHOTOYCHHOM CHNOH B MPOH3BONEHOM
_panpasmenss (puc. 1). o cpasreHmio © paboroil [4] IpuEATO 308CE B OCHOBY TOUHEE GOPMYJILL
TEODHM YHPYIOCTH, 2 HE INEMEHTAPHOTO CONPOTHBICHHA MATCPHANOB, YTO OJHAKO BRIIBATIO CY-
JEHHE PacCykienuil K cevendto 3 QopmMe MpAMOYroJbHIKA.

Camoe GONBUIOE DPHUBEEHHOS HANPANKCHMES HA KOHTYDPS CTEDIKHA MOKET OABHTLCA B TOUKAX
Ay, Az, By, B2, Cy B Cs (pue. 1), Yenopus 6e3001acEOCTH 38IMCAHO IPHHAMAS BO BHHMAHHE RCE
HTH TOYKH ¥ pellaf BEX METOEOM CTENEHHBIX PANOB KAK YPABHEHHS C HCH3BCCTHOH BRICOTOH Ce-
wenma k. Camoc GONEINOE W3 9THX SHAYENWH ONPSHETser, CYIUECTBEHHO, HEOOXOMMMOe 3HAYEHWE
BLICOTHI /i, TAK KAK [OXA3KIBACTCA Hozke (XOTA TONBKO B OCOGEIX Cy¥asx), YTO BHYTPH OBNAacTH
CTEpHs BEPXHHUI MPEeHe]l NPUBSIEHHOI0 HATIPSIKEHM HOSBHTCEA He MOXeT. UToO N)CACTABHTE
nmpaskia nonGopa cooTBeTCTRYIOMEH GOPMYIIBI CPRBHHBAIOTCS, HEHOCPEHCTBENHO MK PE3YNLTATEI;
OHF SaBHCAT OT HANPABICHHA COCPEOTOMEHHOH CHNSI (YEON ¢f) H OTHCHEHAA 3ol CHIBl K MO-
MEHTY, XKOTOPHH Xapakrepuayer mapamerp ¥ (3.2). B mWIOCKocTH ¢—y ONpemeNsroTes OOMAcTIL,
B KOTODHIK OGS3IBIBAIOT (opmMymst, (PHC, 5), HPHISM OKa3aI0Ch, YTO TOKA C3 HE B KOBM CIy9ae
HE SIBIIKETCA OIACHOH TOYKOH. '

Tlogpobro obcyxpaeTes cnyyai HopManbuol cWiIsl mia CBOGONHOTO CCYCHMA HPH OFHO-
BPeMEHHOM CEUCHIM MOMEHTA B Cyval Camoll COCPeMOTOUCHHOH CHEEL, BeACTBYIOMEH B mpOu3-
BONBHOM HanpagieHpH, TogHoCTs GOPMyN HILIEOCTPUPYCECH HYHCIOBHIM OPHMEPOM.

Summary

DIRECT DESIGN OF BARS WITH AN INITIAL CURVATURE ON THE BASIS
O¥F THE THEORY OF ELASTICITY

This paper is devoted to the problem of direct evaluation of the dimensions of a circularly curved
bar loaded with a concentrated moment and a concentrated force of any direction, Fig. 1. By con-
trast with Ref. [4] accurate equations of the theory of elasticity are vsed instead of the elementary
formulae of strength of materials. This necessitates the considerations to be confined to the case
of a rectangular cross-scction.

The maximum effective stress at the contour may occur at the pomts Ay, Az, By, B3, C) and Cy,
Fig. 1. The safety conditions are established for all of these points and solved by the method of
power series for the unknown height & of the profile. The highest of them determines the absolutely
necessary value of k, because, as shown later (in some particular cases, however), the upper
bound of the effective stress cannot take place inside the region. In order to establish the rules for
selecting the approximate formula, their results are compared directly. T hey depend on the direction
of the concentrated force (angle ¢) and the force-to-moment ratio described by the parameter v,
(3.2). The validity regions of the equations are determined in the ¢ — y plane (Fig. 5), thus showing
that the point C; is never dangerous.

The case in which the force is normal to the free sectmn with simultaneous acfion of the moment,
and the case of a concentrated force acting alone in an arbitrary direction are discussed in detail.
The accuracy of the equations is illustrated by a numerical example.
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