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PEWNA METODA PRZYBLIZONEGO OBLICZANIA
DWUWYMIAROWYCH ZAGADNIEN DYFUZJ

ZYGMUNT THRUN (GDANSK)

1. Uwagi wstepne

Przyblizone rozwiazanie poczatkowo-brzegowego zagadnienia dyfuzji lub prze-
wodnictwa cieplnego mozna przyjaé jak wiadomo w postaci
n
1. T*(x )= > () g (x, 9).
i=1
Tutaj ¢ sa funkcjami wspéhrzednych przestrzennych, ktére przyjmuje sie zgodnie
z danymi warunkemi brzegowymi zagadnienia. Niewiadome funkcje zmiennej
czasowej a; wyznacza sig z ukladu réwnah rdéiniczkowych w ten sposéb, azeby
spelialy warunek poczatkowy.,
Przyblizone rozwigzanie moina réwniez poszukiwaé w postaci nastepujace;:

L]

(1.2) T*(xp, 0= D) a(x ) e

t=1
W powyzszym wyraZeniu funkcje. ¢ (¥) musza spelniaé tylko cze$é danych warun-
koéw brzegowych, a pozostale warunki brzegowe oraz warunek poczatkowy spel-
niajg nicwiadome funkcje a; (x, ). Funkcje te wyznaczyé moina réwnieZ z pewnego
ukfado réwnan réiniczkowych. Rozwigzanie (1.2) bedzie oczywiscie znacznie
dokladniejsze niz (1.1), poniewaz z géry obieramy tu tylko funkcje jednej zmiennej
przestrzennej, pozostate za§ dwdch zmiennych wyznaczamy juZ z réwnaft roznicz-
kowych zagadnienia. Rozwiazanic (1.2) zajmuje miejsce posrednie micdzy roz-
wigzaniami przyblizonym (1.1} i $cislym,

2. Metoda rozwizzania we wspélrzednych prostokatnych x, v

W dwuwymiarowym, nigjednorodnym i anizotropowym obszarze 2 dane zagad-
nienie przewodnictwa cieplnego jest okre§lone za pomoca Znanego rownania réz-
niczkowego przewodnictwa

@.1) LIT)— A=yl — (Ko T,a),0 — (Ky T,y),y — A (%, ,0) =0
przy warunkach brzegowych

2.2) TaothkyT,y+kyT=0
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oraz dla warunku poczatkowego

23) T (x,p,0) =[x, p).

W powyiszych 1 dalszych zaleznofciach réuniczkowanie wzgledem okreslonej
zmiennej oznaczono przecinkiem z zaznaczeniem indeksowym zmiennej. Przez
A (x, y, t) oznaczamy cieplo generowane przez jednostke obszaru w jednostce czasu.
_ Osie prostokatonego ukladu wspdlrzednych x,y sg
4] tzw. «gléwnymi osiami przewodnictwa», a wielkosci
gfx) K. i K, «gtdwnymi wspdlezynnikami przewodnict-
wa» dla danej anizotropii termicznej materiatu osrod-

ka. Niech obszar £ bedzie ograniczony jak na rys. 1.

: Funkcje ¢; () wystgpujace w rozwiazaniu przybliZo-
nym (1.2} musza spetniaé Jednorodne warunki brze-
gowe (2.2) wzdluz krawedzi f(x) 1 g(x); wzdlz

X brzegdw x=0 1 x=17 poszukiwane funkcje a;i(x,?)
powinny spelnia¢ waranki brzegowe. Wstawmy wy-
razenie (1.2) do réwnania rozniczkowego (2.1), prze-

Rys. 1 e £z . . .
- mnoézmy cato$é przez @ (¥) i scatkujmy w grani-
cach od f(x) do g(x):
: (@) '
(2.4) @y — Al dy =0, k=1,2.,n
. F(x) .

Otrzymamy w ten sposob uklad n réwnan rézniczkowych dla wyznaczenia niewia-
domych funkeji a; (x, £):

17
2.5 . Z (@i, ¢ Ak + 1,00 Bip + 4,2 Coe +ae Die) = Zp,  k=1,2,..,n

W powyzszym wzorze przyjeto oznaczenia:

g(z) . o) .
Ay — f yep: g dy, B = — f Ky pi pr dy,
flwy . #(z)
. g (%) 27(x)
(2.6) Cig = — f Koz oxdp, D= — f Ky 91,), v o dy,

Flw) Fics

a(x)
Z;c = f Alpk dy.

F@)

Do uktadu réwnaf rézniczkowych (2.5) odnoszg sig warunki brzegowe (2.2), ktore
muszg byé spetnione wzdluz brzegdw obszaru x = 0 1 x = [ oraz warunek poczgt-
. kowy (2.3). , :

- Przyklad. Wyznaczyé niestacjonarny rozklad temperatur w jednorodnym i izo-
; _t_ropd_Wym obszarze prostokatnym (0 < x </, 0 < y € b), generujacym cieplo
“wedlug: zaleznofci 4 = Age. Krawedzie x =0, x=1 y=0, y =D niech
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" beda utrzymywane w temperaturze zerowej oraz w chwili t = 0 niech temperatura
w calym obszarze wynosi zero. '
Przyjmujemy pierwsze przybliZzenic w postaci’

(27) Tl* (x:- ¥, t) = {3 (xa f) 1 (y) = ai (x: t) b2 (?7 - 172)3 "
gdzie y = nb. ' o ‘ o
Po wyznaczeniu wspdlczynnikow (2.6):
Byy b> b3 dob3 |
Au—“““;“"_"ﬁ’cga, Cn=0, Du=K=, Zj=—c-", R

réwnanie (2.5) przyjmie postaé

1 10 — 54,
Goes T e T T

e,

Wrykonuige transformacje Laplace’a

o0
a (x,p) = [ a (s e d,

- ]
otrzymamy
10) =54y 1

N K (ptw) |
Rozwigzaniem powyzszego réwnania ‘przy danych warunkach brzegowych
a1 (0,p) =0, @ (1, p) = 0 jest funkcja

P
A1,z — ('_ +
*

|z -
ch( 5 Vo 1072) |

540 |
Kb2 (p+ w) (p+ 10%/b2)

ap (xs p) =

Retransformacja Laplace’a prowadzi do funkcii

5%140
KB2 (&0 — 10x/b2)

e (g =) VemT o]

T KB2 i R —
K62 27 4 (p+ ) (p+ 10462 ch (? v p/%_+_10/b2)

(—0mtid _ gt

Q8  @ln)=

dp.

Podcatkowa funkcja analityczna ma bieguny pojedyncze w punktach p = — o,
p=—10x/b2 oraz p= — 10%fb2 — um2 Qn+12[12 (n=0,1,2,..). Residua
w powyZszych biegunach wynosza odpowiednio

e-mt ch [(i [ x)VM] : - e——I(}u#b‘

2
* (@ — 10%/6?)°

(10 #/6? — w) ch (%1/ 10/52 — a)/x)
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| 4 (—.~ 1)"+! cos [(Zn +0= (—;— - -J;—)] |

: — nt [10/B2+ 2 2/12]},
% 2nt 1) [0 — 10 #/5? — wm? Qe D212 xp {— xt [10/B2+ n2 (2n+1)2/12]}

Za pomocy znanego twierdzenia Cauchy’ego o sumie residudw otrzymamy warto§é
catki niewlaSciwej wystepujacej we wzorze (2.8). Ostatecznie pierwszym przyblize-
niem jest funkcja

' ' Al
e —SAob? _, °°S[7’7(7_ )]
TG ) = a0 91 0) = g — ¢ — ) {1 — - — -
COS —
26
20,40 b2 j sin [(2n4 1) qvx/l] exp {— xt [10/b2-}-72 (2n-- 1)2/12]}
N tr — D 4 (2n+1) [2 b2 2+ 12/12 — 72] ’

gdzie A2 = (wb2fx — 10).

3. Wepblrzedne sferyezne r, 6

Dla zagadniefi osiowo-symetrycznych, W ktérych wystepuje funkcja T (r, 0, 1),
rownanie przewodnictwa (2.1) mozna, jak wiadomo, przedstawi¢ w postaci

1
(B L(T)—4 = cyTye — 'E(KrrzT.r).r l_ [Ka(l _#2) val, Ju—" A(r, g, t) 0,

gdzie p = cos 0.
Mozna tutaj poszukiwaé rozwigzania przyblizonego

n

3.2) _ T*(r;y,t)=2az(f,t)%(ﬂ)

1=0
Uklad Iéwnan rozmczkowych dla wyznaczenla niewiadomych funkcji a; (r, f)
otrzymamy z analogicznych do (2.4) warunkéw ortogonalnofci

(;‘[[L(T*)—A] ox () di =0, k=0,1,2,..,n

w nastqbujqcej- postaci:
(33) - 2 ((ai ¢ Aik+ai +r Bix + Duc‘l‘ Cm) Zy, k=0,1,2,..,n
AR = S

_ Wartosm powyzszych wspolczynnikdw wynosza _
: A= fcytpi @ d,u, Bua == — fKr o2 tprc dp,

-Dik_“""f(Kr Fz) r(}?a ordp, Zp ««fAt,v;c dp. -
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Przyidad. W jednorodnym i izotropowym obszarze kulistym w odleglosci ¢ = r'
od ofrodka kuli dziala chwilowe, punktowe Zrédio ciepta, ktoére mozemy przed-
stawi¢ za pomocg funkcji Diraca: ’

A, pu, ty =

#)-

v
Powierzchnia tej kuli jest utrzymywana w temperaturze zerowej. Promiefi kuli
r = a. Przyblizone rozwigzanie (3.2) moZemy okredli¢ za pomoca wielomiandw
* Legendre’a nastgpujaco:

n

@9 O Demn= Y a6 0P

£=0

Wyznaczamy Wspolczynmkx (3. 4) dlai #k zna]dzmmy Aup = By = C"; = Du, == 0
dla i = k. natomiast

— Brx Crr - 2ey

A = — = gD k1

Dy =0,

1
Zi = f APy (1) dis = 8 (£) 8 (r — r))[2mr2.

Uklad réwnan (3.3) sprowadzi sig do rdéwnan niezaleznych, ktére po wykonaniu
transformacji Laplacea przyjmg postaé

2 ke (k+1
(36) ag, rr (?',‘p) =+ T&k,r(r,_p) — [..’;;,. + —(5—)] ar =
| k4D G —1

=g 2m'2 , k=0,01,2,..,m

Do réwnah tych odnosza sig warunkl nast@pmacce brzegowe dla r == 0, dr muszq
przyjmowaé warto§ci ograniczone, a dla r =g, d; = 0.

Droga podstawienia y; = ]/ r dx uklad (3.6) mozna sprowadzm do zmodyflko-
Wanych réwnan. Bassela: ,
LS Tp ( 1)2 ] —(2k—|—1)]/r -

- N —Jely =

(3D yk.rr_«”i‘ ; YE, v [?‘ + &+ ) r2ly AnKr? a(
Rownania powyisze priy danych warunkach brzégovﬁrch latwo 'rozwiQZemy za
pomocyg skoficzonej tranformacji Hankela. W tym celu pomnézmy obydwic strony

réwnan przez funkcje Bessela Jy, , (ram) i scatkujemy wzglqdem rod re=0
do r = a. Oznaczajac skonczone transformacje przez

. 5/"]; (am) = f-y;c 2] ‘Ik'+i- (ram) d‘rl '
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otrzymamy stad
- p (2k4-1) J;”i'(f"am)
2 —_— = g s_
Vi (@) (am + x) 4ﬂ:K]/r’ ’

przy czym ze wzgledu na warunki brzegowe (2.7) a, muszg byl pierwiastkami
réwnania

(3.8) Ty rq (@am) = 0.

Retrarisformacja daje

(k1) Z Typg (0 0tm) Ty g (rtm)
2raley Y &2 (p+ wod) Vg, y (aam)]?’

przy czym sumg nalezy braé po wszystkich dodatnich pierwiastkach réwnania (3.8).
Po wykonaniu z kolei retransformacii Laplace’a otrzymamy funkcje ax(r,#) i (3.5):

ye () = /7ax(r,p) =

# Jo o (' .,,,.,,J sUdm 23
2 Z‘ tps (' am) Ty 4 (ra )(2k_[_1)e""“m“'P:c(M).

T, 0,0 ==
n ) Zﬂazcy]/rr’kz 4 Vi1 (aam)2

Dla n —» 00 otrzymujemy z powyiszego wzoru wynik fcisly (por. [1] str. 315,
wzdr (8). .

i

4, Wspbirzedne cyIindrycine Fz

'Réwnanie przewodnictwa cieplnego dla zagadniefi osiowo-symetrycznych roz-
patrywanych we wspélrzednych walcowych, jak wiadomo, ma postad

: 1 ‘
4.1) LI)—A=ycT,: — Kr(T,rr+ TT.r) — K T,0e — A1, 7, t)__= 0.

Mozemy poszukiwaé rozwigzania przyblizonego przy jednorodmych warunkach
-brzegowych w postaci =
n

@2 - Ta(nz0= ) al)e@.
’ : T =1
Z zaleiznosci
JIE@H— @D dz=0, k=12,..,n
- @
otrzymamy uktad réwnan rézniczkowych wzgledem niewiadomych funkeji as (r, £):

n

1 . '
{4.3) 2 [as.zAuc + (ai. T Tdi, r) By +ay C'ua] =Zy, k=12,.,n
I sy . :
Wspélozynniki przyjmuja tu wartosei nastepujace: -
A = f yeou g dz, Bix - f K i dz,
(4.4) ® @)

Cip = — sz Ph,20 Pk Az,  Zp = f Agrdz.
i . {2
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Mozna tez przyjaé przyblizone rozwigzanie w innej postaci niz w (4.2), mianowicie:

k(3

(4.5) Ta(nz0) = D ai(z, 1) gu(r).

, £=1
Z warunkéw ortogonalnosci

JIL@ - Args@dr=0, k=1,2",n
) .

otrzymamy znowu ukiad réwnan rozmczkowych dla wyznaczema mew;adomych
funkcji @ (z, f) W nastepujacej postaei:

(4.6) Z’ (ai,0 Ax+ @i, Bir+a Cie) = Ze, k=1,2,..,n,
. =1 : ' ‘ s
przy czym
A = f}'(!tpt Pk rdr, By = — sz P Pk rdr,
» . @)

@)
: Cifc = %fK,- (cp»;, P + @1, r) grrdr, Zp= fArepkdr.
) ®
Przyklad. Dany jest obszar cylindryczny przedstawiony na rys. 2 oraz tempera-
tura poczatkowa T'(z,0) =1 na plaszezyZnie z = //2. Pobocznica walca jest
utrzymywana w temperaturze zera, obydwie zas

z
plaszezyzny dane sa izolowane termicznie od
otoczentia. Warunek poczatkowy napiszemy za Tz~
pomocg funkeji Diraca nastgpujaco jesli t=0,
to o o
B - B l o Tﬂo : ;__4—1\ “g
4.8 z=6(z———). g o~
*.9) /@ ; .
| I T 8
Szukaé bedziemy rozwiazania przythonego ‘ T TN =
(4.5) w nastepujacej postaci: L e
. . n ) . T.=0
@9) itz = D a(z ) (1 — 2 g, "
b=t Rys. 2
gdzie p = r/a.

a) Przyblizenie pierwsze ¢; = (1 — p2). Po wyznaczeniu- wsp(’)lczynnikéwr"
(4.7) uklad réwnan (4.6) redukuje si¢ tu do jednego réwnania

O
a”~xzal_zz+ CII—-O

przy oznaczeniach i, — Kifye oraz i, = Klyc. Ze wzgledu na warunki brze-
gowe z =0, z =1, a,; = 0 do rozwiazania powyzszego réwnania mozémy zastos
sowa¢ skonczong transformacje kosinusowa. Wprowadzajac oznaczenia
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al(m, 1) = f ay (z, 1) cos amzdz,
0

S .
&:.c {(m, 1) = fal.t(z, fycos amzdz, om = mell
0 .

-otrzymamy

al(m t)( )+alt~—-0

Koléjna transformacja i retransformaqa Laplace’a daig’
(4.10) & (m, 1) = af (m, 0) exp [— # (x; &2, + 6%,/a2)].

Wielko§é af (m, 0) \}?yznaczymy z warunku poczqtfcdwego (4.8), ktory spelniniy
w ten sposéb, aZeby

~ A I r’\|e .
4.11) . af f [6 (z — 7) — a1 {z, 0) (1 — E)] rdrdz = 0.
0 0 . .

‘Symbol przed znakiem ‘catki oznacza tu' pierwsza wariachl wzgledem g (z, 0),
pierwszy za§ symbol pod znakiem catki oznacza funkcje Diraca. Warunek ten
po wykonaniu transformacji' kosinusowej

- 5
ma

.

Ef(m,O):fal(z,O)cos amédz;_ : 3°(m—_-5-)=cos-'~5-_
J : . :
daje
B . S .
. mm
0 [oa-gpd—cng [ et - d
: i 0 0 . B
Wobee tego -
K R mm
ag (m, 0) 08 .

Po wstawieniu powyzszego wyniku do (440).i po wykonamu retransformacp kosl-
nusowej- otrzymamy ostateczng postaé pierwszego przyblizenia:

4.12) Tf: (1 — ) o 4.

L3 L m mnz | me +69¢r)]
_1(1—9),”2:‘: cosTcos—f—exp[—t(xz B 211

. 'b) Przyblizenie drugie. Dla 65ﬁcze’iiia' ! drﬁgiégo przyblizenia zalozmy,
.. Ze rozpatrywany ofrodek jest izotropowy, czyli Ky = = K, #r = 2z = %. Drug1e:_
przytheme przy_;mulemy zgodnle z (4 9) w postam '

¢ 13)' Tz —az @GOBO+aEIn0, a=(—@ = 9-'92) @
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Wspélezynniki (4.7) wynosza odpowiednio:

By ! a? By az
1411—_“”_?0‘12f%9d~9—?06 A_22=——%—==y65,
Bya By az K
Alz—Am—“j;"—ﬁﬁ“x—=w§, Co=Cn=Cp=, Cu=K

Uktad réwnan rozniczkowych (4.6) przyjmie postad

: : " 6% 2w _
ay ¢t 3 P2t 5'xa,,,,' 7 % + E“l"i‘ o 0,
4.14) ' - e
@19 -T2 202 20%
E—al,t + ot — Eal;rr - #dy yy + ?al + _a'i'aZ = 0.

Ze wzgledu na dane warunki brzegowe z =0, z=1 @, ,=a, , =0 moZemy i tu
zastosowaé skoficzong transformacj kosinusowa wprowadzajac oznaczenia:

1
al (m, £} = fa,; (z, Hcosamzdz, i=12;
0 :

-l . . )
ag ¢ (m, £) = f ai,1 (z, 1) cos am zdz,  am — mafl.
Po wykonaniu transformacji Laplace’a otrzymamy:z (4.14) uklad dwéch réwnat

algebraicznych, ktérego rozwiazaniem sa funkcje

P (m, 0)+ & (m, 0) (a2, + 40xfa2) + 3 (m, 0) 8xfa?

s a; (m, p) = (p + #0Z, + 64%/3a2)2 — (8)/ 34 /3a2)2 ’
o P (m, 0)+a5 (m, 0) (e, +82/3a2) — & (m, 0) 40%/3a2
@ (m, p) = (p + wog, + 64%/3a0)? — (8 |/ 34 x/302?

Aszeby spehnié¢ warunek poczgtkowy (4.8), wyznaczymy wielkodci a$ (m, 0) i a5 (m, 0)
z warunku ana]oglcznego do (4.11): -,

6ff [6 (z - —21—) —.a1(z, 0 p1 — a2 (2,0) ¢2]2¢9d9 dz = 0.
A - . o .

Otrzymane stad dwa rdwnania po wykonaniu skoficzonej transformacji kesinusowe]j
przyjmuja postac nastgpujacy

R . B | .

B a:(m 0)fe¢1de+az(m 0)[9901992 o = cos 7[9991@,

{4.16) -

e . iy ] : m

ai(m,0) | ep291do+a5(m,0), | _ef.vi dg = cos —~ | @pzd.
3 : ' S8 8
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7 rozwigzania powyzszego ukladu réownan otrzymamy

. o 2 mno, 10 m=m

a; (m, )u—?cosi, as (m, 0) = 3 COS 5
Po wstawieniu powyzszych wiclkosci do (4.15) oraz po wykonaniu retransformacji
kolejno Laplace’a i kosinusowej, otrzymamy

_ 2 22 & mm ommz .y
a (Z, Z’) = —3? (Ch ﬁt + ]/EE sh ﬁt) 9_6414#;'3&‘1 (1+2 2 COS"E‘ cos T e-—uamt)
: m=1

3 o mnz . )
0 gy 4
L]

10 b
ax(z, 1) = 37 (ch pt — ]/3_43h ﬁt) ¢S4t (1+2 Z €08 5~ COS —; e
Mt

B = 8.]/-3'4%/%2.

Ostateczna postaé dmgiegf) przyblizenia otrzymamy nastepnie podstawiajac (4.16)
do wzoru (4.13). '

¢) Poréwnanie wynikéw kolejnych dwéch przyblizeh z wynikiem
$cistym. Jak wiadomo z teorii przewodnictwa cieplnego, rozwidzanie zagadnienia
dwuwymiarowego przy jednorodnych warunkach brzegowych mozna otrzymaé
jako iloczyn dwoch odpowiednich rozwiazan jednowymiarowych, jezeli roéwnies
temperature poczatkowa mozna przedstawié jako taki iloczyn. Dla powyzej roz-
patrywanego przykladu cylindra otrzymamy stad rozwigzanie §ciste w postach
iloczynu (por. [1, s. 22; s. 85 wzor (6); s. 174, wzor (5); s. 175, rys. 19D

T, =, I): L4 (29 D 4 (r, a),

gdzie
co 1 2 ‘mm mmz
pEh=—+— 2 CoS — CO§ —— PRt
! I w3 271
2 L Jolran)
—_— — gt T
1A= ;: T el (aan)

@, $3 tutaj dodatnimi piexwiastkami réwnania Jo (@a,) = 0. Z powyzszych wzoréw
wyznaczmy temperature z dokfadnoscia do trzech znakéw dziesietnych przy naste-
pujacych wartoéciach liczbowych: :

xt ¥ a z
@1n — = (,1, — =05 —=205 —G= 0,25.
a2 a ! )

Otrzymamy stad "tp = 0,961/I, x = 0,608, czyli Scista wartoéé dla temperatury
wynosi ‘

1 1
(4.18) . ' T — 0,961 0,608 —- = 0,584 R

I
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Dla pierwszego przyblizenia przy x, = #; = % i przy danych liczbowych (4.17)
otrzymamy z wyrazenia (4.12) z dokiadnoscia do trzech znakéw dziesigtnych

. o1
Ty = 0,5947.
Blad w stosunku do wartodci (4.18) wynosi 1,71%;.
Dla drugiego przyblizenia otrzymamy przy powyiszych danych liczbowych
z (4.16) wartofci: @y = 0,8355/] oraz ay = — 0,2391/l. Ostateczne drugie przy-
blizenie oblicZzymy z (4.13): ' S

1
T3 = a1 ppbaygs = (08355075 — - 0,2391% 0 1375) =058

W stosunku do wartodci (4.18) daje to tylko 0,349 bi@du.

5. Uwagi koficowe

Otrzymanie rozwigzania przyblizonego za pomoca obranych funkeji (1.2), (3.2),
(4.2) i (4.5) jest ograniczone do zagadnie o jednorodnych warunkach brzegowych:
na krawedziach rozpatrywanego obszaru temperatura musi wynosié zero, strumien
przeplywu ciepla réwniez zero lub mamy promieniowanie do oSrodka o tempera-
turze zera. Nie stanowi to jednakzZe istotnego ograniczenia réznorodnoéci zagadnien,
ktore moga byé rozwigzywane za pomoca niniejszej metody. Z teorii przewodnictwa
cieplnego wiadomo bowiem, Ze rozwigzanie kazdego niestacjonarnego zagadnienia
przy dowolnych nigjednorodnych warunkach brzegowych mozna otrzymaé z super-
pozycji rozwiazania zagadnienia stacjonarnego o danych nigjednorodnych warun-
kach i rozwigzania niestacjonarnego przy jednorodnych warunkach brzegowych
[1, s. 18-19]. Uwzglednienie w niniejszej metodzie przyblizonej dowolnej tempera-
tury poczatkowej nie sprawia trudnodci, jak wykazuja przyklady.

Rozszerzenie zakresu rozpatrywanych zagadniedn dwuwymiarowych na zagad-
nienia trzywymiarowe jest takze mozliwe. W przypadku wspdirzednych prosto-
kqtnych przyblizone rozwiazanie obieramy wiedy w postaci funkeji

n
Taopiz )= D a1 %(y,z)-
=1
Przy jednorodnych warunkach brzegowych omawiany osrodek przewbdzenia ciepla
z dwdch stron musi byé ograniczony prostopadiymi do ost x plaszezyznami, poza
tym moze by¢ ograniczony dowolnie. Qérodek moze byé pod wzgledem wlasnoéei
termicznych niejednorodny i anizotropowy.
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PeswmMme

HEKOTOPLII METO], [IPMEIICKEAHOTO - BRITACITEHIS
JIIBYMEPHBIX BOIIPOCOB, KACATOIMUXCA NHAD@Y3INUN

TIpeanaracres croco$ mpEOMMKSHHOr0 BRMHCICHTL HAYANGLAOC KPAcBHIX 3amad, KaCaromTHXCs
ruaddysed AN REOTHOPONHLX M AHI3OTPONHEI Cpef. DTOT METO OTHRYACTCA Gonsmoll TOU-
HOCTBID PE3yNBTATOB TAK, YTO JUIA DPAKTHIECKUR ffenelt JOCTATOYHO TOUHBIM ABJIACTCS YAte MEp-
poe mpubmKede. Jlna HByMEDHBIX sagaY UPHUOIMARHAOE TCHEHES IpHEMMAaETCs B BEIC MPOH3-
BEHCHHN, UPHEATOH AIPUOPH, dyrrm opHOH OPOCTPAHCTBEHHON HEPEMEHHOH ¥ HER3EECTHOH
(BYEKLER BTOPOH OpOCTpamCTBeHEOH TepeMEeHHOR B BPEMEHHOR nepemersoii, W3 YCIOBHEI OpTO-
rOHANBHOCTY I OIPCHENCHHS HEHIBECTHBIX Gymipit DOJNYIASTCA 3ATEM CHCTEMA maddeper-
UHARBHBIX YDABHCHIH.

Meron FINICTPUPYETCs TPEMA NPAMEpaME B PAMOYTONBHEX, CHEPHISCKEX M IMARHAPH-
geckHx KOODIHHATAX.

Summaty

‘A METHOD FOR APPROXIMATE SOLUTION OF TWO-DIMENSIONAL DIFFUSION
PROBLEMS

The note presents a method of approximate solution of initial and boundary value problems in
conduction of heat in two-dimensional, nonhomogeneous and anisotropic regions. There is a great
accuracy in the results reached by this approximate method of solution, therefore the first approxi-
mation is usually sufficient for practical problems. In twodimensional problems the approximate
solution is assumed in form of a product of two functions: one — initially assumed function of one
space variable only, and the second — tnknown fonction of a space variable and a time variable.
From orthogonality conditions a system of differential equations is then derived, the solution of
which produces the unknown fupctions. The methed is illustrated by three examples in different
coordinate systems.
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