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1. Wstép

Belki zginane, rozpatrywane w mechanice technicznej, moga miecé kosice zamo-
cowane w rdéiny sposéb. Obok zamocowania koficéw ze wzgledu na obrét prze-
krojow przypodporowych (granicznymi przypadkami beda: podparcie przegubowe
i doskonale utwierdzenic) rozpatruje sig réwniez przesuwno$é podpdr, Wplyw spre-
Zystego utwierdzenia i sprezystych przemieszezefi podpdr normalaych do osi belki
(przy wprowadzeniu liniowych zalezno$ci dla skrepowaf) mozna doéé latwo zanali-
zowaé na podstawie teorii matych ugieé. Natomiast analiza wplywu przemieszczen
podpdr, réwnoleglych do osi belki, wobec koniecznodei odrzucenia zasady zesztyw--
nienia i niestosowalnosci zasady superpozycji, jest o wiele bardziej skomplikowana.

Uwzglednienie wplywu skrgpowanej przesuwnosci podpér (w dalszym ciagu
pod przesuwnodcia bedziemy rozumieli przemieszczenia réwnolegle do osi nie-
odksztajconej belki) ma duze znaczenie zaréwno dla lepszej oceny rzeczywistego
zachowania si¢ belek jak réwnies przy obliczaniu ustrojéw statycznie niewyznaczal-
nych ze wzgledu na sily podhugne. _

- Zagadnieniem tym zajmowat si¢ juz w 1904 r. I. G. BueNow [1] przy okazji bada~
nia plyt walcowo zginanych, uzywanych jako pokrycie kadlubéw okretéw. Dalsze
badania byly kontynuowane przez S.P. Timoszenkg [17 i 18], F. TAKABREYE [16],
S. Waya [23], R. LiepoLpa [9], J. MANDESA [10], R. Friscu-FAva [4], a w Zwiazku.
Radzieckim przez B. F. PApkowicza [13], S.D. Leitesa [6, 7 i 8] i K. M. Kara-
DZIEGO [5)

Wszyscy wyZej wymienieni badacze opierali swoje rozwaZania na gruncie teorii
maly ch ugieé odrzucajac zasade zesztywnienia i obliczajac przesuw podpdr z przy-
blizonego wzoru na dlugo$¢ odksztalconej osi belki. W dodatku wszyscy, 7 wyjat-
kiem S. D. LETesA, ograniczali swoje rozwaZania do belek (lub plyt walcowo
zginanych) sprf;zystych Rownies, wszyscy za_]mowah si¢ belkami podpartymi na.
wysokosci osi,

W pracach autora, a czedciowo autora i M. ZyczrowskiGo dotyczacych belek
spreZystych, opartych na nieprzesuwnych podporach, stosowano teorie ugicé
skoficzonych. Réwnania wyjSciowe dla duzych wvgieé belki o rozciggliwej osi 1oz~
wigzano w pracy [19] w sposéb Scisty. Jednak skomplikowana postaé rozwigzania.
(uklad dwoch réwnan przestepnych z funkcjami i catkami eliptycznymi) znacznie
utrudniala analiz¢; totez w pracy [21] zastosowano do rozwigzania réwnan pod-
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-stawowych metode malego parametru. Otrzymano w ten sposob proste, przybliZone
-wzory umoZliwiajace rowniez analize wplywu wysokofci podparcia [22].

Rozwigzania przyblizone, otrzymane w pracach [21 i 22], dzigki zastosowaniu
-metody malego parametru maja bardzo prosta postac i nadaja sie do dalszej analizy
-znacznie lepiej od rozwiazan otrzymanych na podstawie teorii matych ugieé. Wadag
Jjest natomiast niezbyt wielki promien zbieznofci szeregéw; rozbieZnodc szeregow
potggowych przy wiekszych ugieciach (obquvmach) ogranicza stosowalnos¢ otrzy-

manych przyblizonych rozwiazan.

Praca niniejsza podaje inne, przybhzone rozwiazanie problemu przez 7ast0s0-
‘wanie metody kollokacji, Metoda ta, ktérej podstawy oméwimy nieco dalej, pozwoli
na otrzymanie przyblizonego rozwigzania odnoszgcego sie do znacznie szerszego
-przedzialy, a ponadto pozwoli pokonaé znaczne trudnofct przy obliczaniu ugigé
-sprezysto-plastycznych belek opartych na podporach ze skr¢powang przesuwnos$cia.

W obecnej pracy wykorzystamy rdwnania wyjsciowe wyprowadzone w pracy [19],
-dotyczacej ugieé sprezystych, jak rdwniez réwnania wyprowadzone dla ugied skof-
czonych spreZysto-plastycznych belki prostokatnej o osi rozciagliwej, podane w pracy
[20]. Oprzemy sig ponadto na nastepujacych zaloZeniach:

1. Materiat belki jest idealnie sprezysto-plastyczny o module Younga E i granicy
‘plastycznodcl @ = O, = | Q.| i jednakowych wlasciwosciach przy §ciskaniu i roz-
-cigganiy,

2. Obowigzuje zasada plaskich przekrojéw zaréwno w zakresie sprqzystym jak
1 spreZysto-plastycznym.

3. Belka jest pryzmatyczna o stalym polu przekroju F i momencie bezwladnosci 7.

4, Belka jest niewazka, zginana w jednej z plaszezyzn gléwnych.

5. Pomijamy wplyw sil poprzecznych na uplastycznienie i ugiecie belki.

6. Przyjmiemy, Ze sita podiuzna jest stala na diugoéci calej belki i réwna sig
reakcji poziomej N = H (zalozenie to, jak bylo wykazane w pracy [22], wywoluje
‘bardzo niewielki blad).

7. Podparcie jest przylozone na wysokodci osi belki.

8. W przypadku ugicé sprezysto-plastycznych zajmiemy sig tylko procesem
-obcigzania, nic bedziemy natomiast rozpatrywali odciazenia belki.
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Metoda kollokacji poshuzymy sie do obliczenia ugieé belki pokazanej na rys. 1,
Belka ta zostala dosé dobrze zbadana przez nas w zakresie spreZystym; w zakresie
-sprezysto-plastycznym brak jest rozwiazan $cistych. Przyjety prosty model belki
umozliwi wykonanie doswiadczen weryiikujacych proponowana metode.
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2. Metoda kollokacji jedno- i dwupunktowej

Metoda kollokacji zaproponowana przez R.A. FRAZERA, W.P. JoNESA
i 8. W. Sxana [3] polega na dobraniu funkcji, ktéra przy spelnieniu warunkéw
brzegowych spelnialaby réwnanie réizniczkowe wewnatrz obszaru w skoficzonej
ilosci punktéw., Bedzie to typ kollokacji wewnetrznej (wedlng klasyfikacji- podanej
przez L. CoLLATZA [2]). MoZna teZ stosowaé, zwlaszcza przy rozwigzywaniu réw-
naft rézniczkowych o pochodnych czastkowych, kollokacje brzegowa polegajaca
na przyjeciu funkcji spelniajacej réwnanie wewnatrz obszaru i takim dobraniu
‘wolnych parametréw funkeji kollokowanej, aby byly spelnione warunki brzegowe
w obranych punktach lezacych na brzegu obszaru. Obok wymienionych typow,
ktére nazywamy kollokacja czysta, moZemy réwniez stosowaé kollokacje z po-
‘chodnymi. W takim przypadku Zadamy spelnienia nie tylko réwnania wyjiciowego,
ale tez zrézniczkowanego réwnania wyjSciowego w pewnych punktach kollokacji
(w tych samych lub innych). Na ogdt im wigcej warunkdw kollokacji {zgodnosci
kolickacji) bedzie spetnionych, tym dokiadniej przyjeta funkcja bedzie aproksy-
~mowala funkcje $cisty. Charakterystyczng cecha metody jest jej duza prostota i mozfi-
'wosé uzyskania stosunkowo dobrych przyblizedi przy niewielkim naktadzie pracy
rachunkowej. Rzecza zasadnicza jest sprawa doboru funkeji kollokowanej -jak
réwnieZ ustalenie punktéw kollokacii.

y ' PpTTTTT R
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Rys, 2

- Zastosowana ‘przez nas kollokacja bedzie przykladem bardzo prostej koltokacii
wewngtrzno-brzegowej, Przyjmiemy mianowicie linig ugiecia (wlasciwie rozkiad
katéw ugiecia) w postaci takiej fimkeji, ktéra przy spetnieniu warunkéw brzegowych
spetnialaby réwnanie krzywizny w Srodku rozpigtosci belki z rys. 1 oraz zrdznicz-
kowane réwnanie krzywizny nad podpora. W przypadku postugiwania sig wspor-
nikiem przedstawionym na rys. 2 (ze wzgledu na symetrig belke z rys. 1 mozemy
podzieli¢ na dwa jednakowe wsporniki) bedg to warunki przy utwierdzeniu®i na
koricu wspornika. W dalszym ciage w przypadku spelnienia pierwszego z wymie-
‘nionych warunkéw bedziemy méwili o kollokacji Jednopunktowej, natomxast o dwu-
punktowej, gdy beda spelnione obydwa warunki. . - . :

Rozprawy Inzynierskie — 2
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Przyjecie wladnie takich warunkéw. kollokacji, spoérod wielu mozliwych, posiada
WYTAZng interpretacje fizykalna. Mianowicie w przypadku wystapienia zakresu

"sprezystego na . calym wsporniku z rys. 2 bedg to warunki zgodno§ci momentu
wiwierdzenia oraz sily poprzecznej na swobodnym koricu. R

- Zajmowaé si¢ ‘bgdziemy teraz szczegblowo belka wspornikowa pokazang na
_1ys, 2. Jako zmienng, niezaleZng E przyjmiemy tzw. cechg identycznodci punktu [15].
Okreslamy ja przez przypisanie kazdemu punktowi osi nieodksztatconej belki
-odpowiedniej odcigtej osi liczbowej Z. Takie wprowadzenie zmiennej typt Lagrange’a
.pozwala latwo odniesé wszystkie obliczenia do belki nicodksztalconej i umozliwilo
'w pracach [19.1 20] wyprowadzenie réwnafi wyjSciowych ugicé skoficzonych dla
“belek o. rozciggliwej, osi.

Przyjmiemy w. dalszym ciagu dla kata ugiecia funkcje kollokowana w nastepujacej
“postacit’ T :

@ - @ =47,
-w ktérej dla wygody dalszych rachunkéw wylaczono przed funkcje p stala 4 wy-

znaczang 7 Kollokacji jednopunktowej. W dalszym ciagu stosowaé bedziemy
. OZhaczenia. :

dﬂ) et J dZIP "'.n
E Ay, i Ay,
. dy _ d2y _
) -y =4 r’ o = 4 n’
( ) . dE 0 'l'/"o dE2 0 Yo
dy —, %y _
_r = Ay, or - n,
dé lg—y & diZ Jyq A%

w ktérych kreseczkami oznaczyliSmy rézniczkowanie wzgledem bezwymiarowej
cechy identycznosci

--.1'“1]

{2.3) | £ =

Taki sposéb oznaczania pochodnych i ustalonych punktéw (ideksy i o) bedziemy
stosowali w dalszym ciggu pracy.
. W przypadku wspornika z 1ys. 2 przyjmiemy nastgpujace warunki brzegowe:

(2.4) § =0, = o,

. =1, ;‘,‘,;=0
.0raz warunck
o : X u
@) R

. ktéry P.Q Wptqﬁéd:zgﬁ'iq zwiazku miedzy przemieszezeniem u i reakcja pozioma H
i bedzie warunkiem skrgpowanej przesuwnosci,
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Roéwnania rozniczkowe linii ugigcia moZemy napisaé w. formie -
(2.6) x' =g'cosy, P'=ssiny,

w ktérej pochodne s' beda przyjmowaly rézna postaé¢ w zaleinodei od zakresu
wystepujacego w rozpatrywanym przedziale £ (zakres sprezysty, jednostronne lub
dwustronne uplastycznienie).

Dalszelc analize ulatwi wprowadzenie bezwymlarowych oznaczefl; wprowadzimy
mianowicie: smukloés 1,

2.7 - ="

(7 oznacza promief bezwladnoéci odpowiadajacy zginaniu w ustalonej.plaszczyznie;
nie musi on by¢ najmniejszym promicniem bezwladnosci); staly materialowa

; _ 0
(?.8) az = E°
bezwymiarowe wsp6lezynniki przesuwu

I ‘ 1
EFCI’ r= 1+¢

oraz bezwymiarowe sily

o P2 Hi2

' - E > x= ET s
(2.10)

P H

P QF’ o= QFJ

ZW]QZEI.IIE ledZy SObE}: zaleznoscmml
azi2 a2j?

.11 O=-—p x=—pr

Podwéjne oznaczenia przyjeto ze wzgledu na rozpatrywanie wgicé sprefystych
i sprezysto-plastycznych; oznaczenia takie ulatwia poréwnanie z wynikami otrzy-
manymi w cytowanej literaturze.

3. Zakres spreZysty

Zakresem tym zajmiemy si¢ do§¢ dokladnie ze wzgledu na zastosowama inZy-
nierskie oraz na mozliwo§é poréwnania wynikéw metody kollokacji z wynikami
otrzymanymi na innej drodze w publikacjach przytoczonych we wstegpie.

Réwnania krzywizny i przyrostu dlugosci osi belki zostaly wyprowadzone w pracy
[19]; totez przepiszemy je tylko. Mamy mianowicie

- . Ml s’_ +N
G.1 =% T 1T
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Po wprowadzeniu wymienionych w p. 2 bezwymiarowych oznaczeft i przyjeciu
zalofenia 6) o statosci sity podtuznej N = H moZemy réwnania (2.6) napisa¢ w na-
stepujacej postaci: 3

o x' 4y ¥ ( 4x) _
(3.2) T—(l-!*—ﬁ)cosw, = 1+§ sin 1.
 Potrzebne funkcje siny i cosy ofrzymamy Pprzez podstawienie funkcji (2.1}
do szeregn Maclautina; otrzymamy wiedy
A3 Az

(3.3) sinszfu~—6—§13+"', coswzl—?EZ-’r'",

dzieki czemu rézwigzanie réwnaf wyjsciowych (3.2) mozemy zapisaé w postaci

X 4y A2 ¥ 4y A3 '
(3.4 -l_: 1+E 5—-5:[25'}““‘ , T: 1‘+'ﬁ AIIE“?L}E'*’"’ .

gdzie przyjeto oznaczenie

. .
(3.5 Ie= [vidE j=012 ...
0

Podstawiajac do (3.4) £ = 1 otrzymamy wspdlrzedne konca ugietej belki:

X 4y A2 oo
G6 p=ltp gt 7T

4y

ALy +

Skorzystamy teraz z warunku skrepowanej przesuwno$ci (2.5). Zachowanie
trzech wyrazéw szeregu (3.6); oraz wprowadzenie bezwymiarowego wspéiczynnika
przesuwu y wedtug (2.9), pozwala otrzyma¢ nastepujacy przyblizony wzér dla reakeji
poziomej:

I
G.7) | =24
W dalszym ciggu bedziemy stosowali. skrocone oznaczenia
38 A, = AA, 0,=104, a=adl itd

Wrécimy teraz do warunkéw kollokagji. Pierwszym bedzie warunek zgodnosci
krzywizn przy utwierdzeniu wspornika (lub zgodno$¢ momentow utwierdzenia),
ktéry wobec (3.1); przyjmie postaé

: , . C Myl
3.9 : - T
(3.9 _ Ay I

Po rozpisaniu momentu utwierdzenia My i wprowadzeniu bezwymiarowych sit
otrzymamy dla wspornika z rys. 2 pierwszy warunek kollokacii :
X1 . _}"I

(.10) . App= 0T
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" Drugi warunck kollokacji bedzie warunkiem zgodnodei drugiej pochodnej ;’
funkcji kollokowanej i funkcji Scistej bedacej rozwiazaniem réwnania wyjsciowego
ugicé¢ skonczonych na swobodnym kotficu wspornika. Po wykorzystaniu roéwnania
dla y'’ z pracy [21] otrzymamy warunek

—1r 2
(3.11) Ay = — {cos (6+y) — = {2 sin 2 (8-+yy),

gdzie wprowadzono oznaczenia bezwymiarowe { = RI2/EJ dla catkowitej reakeji R.
Wprowadzenie bezwymiarowych sit (2.10); i pominigcie drugiego wyrazu po prawe;j
stronie (3.11) pozwala napisa¢ drugi warunek kollokacji w uproszczonej postaci
(3.12) Ay, = — 0 cos yr+y sin .
Tak napisany warunek odpowiada zgodnosci sit poprzecznych na swobodnym koricn
wspornika i mozna go otrzymaé wprost z rys, 2 przez rzutowanie bezwymiarowych
sit na kierunek normalnej do odksztalconej osi belki nad podpora przegubowa
{na swobodnym. koncu).

Zachowanie pierwszych wyrazéw w szeregach (3.6) i (3.3) pozwala napisaé kolejno
pierwszy i drugi warunek kollokacji w nast¢pujacej, uproszczonej postaci:

Ill 21

3.13) 8 AA+%A,1 =4,
Ly —

(3.14) Eyd gy A, =0,

8

Podany uklad réwnan jest podstawa do stosowania metody kollokacji; w przy-
padku kollokacji jednopunktowej Zadamy, aby funkcja kollokowana g spelniala
réwnanie (3.13), a w przypadku dwupunktowej kollokacji musza byé spelnione
obydwa réwnania. -

Wrdcimy teraz do sprawy ustalenia funkcji . Dwa warunki brzegowe (2.4)
oraz dwa warunki kollokacji (3.13) i (3.14) pozwalaja na dobér funkeji kollokowanej
z czterema wolnymi parametrami, ktére mozna w sposéb jednoznaczny wyznaczyé
z przytoczonych warunkéw, Oczywidcie, przyjecie wigkszej ilosci warunkéw kollo-
kacji podniostoby dokladnosé wynikéw, lecz z drugiej strony znacznie utrudnia
obliczenia.

Spoéréd wielu dobieranych funkcji o szczegolnie dobre wyniki daje funkeja

- &4+ CéE2
(3.15) T'U_l_—B+B§'

Tak przyjeta funkcja speinia pierwszy warunek brzegowy (2.4);, natomiast z drugiego:
wynika . :
i—B

(3.16) =

Il

Funkcja (3.15) przy B = 0 przyjmuje postaé paraboli znanej z teorii malych ugiet,
natomiast przy B = 1 funkcja p przyjmuje wartosé staly odpowiadajaca przejsciu




254 - - - ZENON WASZCZYSZIYN -

belki w ciggno. Stale 4 i B wystepujace w funkeji ¢ = Ay wyznaczymy z warunkow
kollokacji- (3.13) i-(3.14). Wszystkie potrzebrie wartoéci pochodnych oraz calek
Iy i Iy przedstawimy jako funkcje stalej B; otrzymamy

— 1 -, I

1p1:1+0= 2—_3’ 1‘00=_17___Bs 7

—tr - . 1—RB

(3.17) o 7 . |

e e —— . 2 . -

Iu 233.(2"“3)[3_(2 B+B) 2(}_ B)mI_B],
= G5y - 2 DBIBA) —

In =3 - 3)2[3(12 1881082 — 2B3-B4)

1
—6( —B)(Z—ZB—{—BZ)Inl__B].

Dla ulatwienia obliczed numerycznych w tablicy 1 zestaw10no wyzeJ wym1emone
wartoéci Wyhczone dla réznych B.

Tablica 1
B G P ¥ vt In I
0,000 —0,5000 0,5000 1,0000 —1,0000 0,3333 0,1333
0,025 . 04937 ©  0,5063 11,0253 —0,5873 0,3386  0,1373
0,050 —0,4872 0,5128 1,0513 —0,9744 0,3441 0,1416
0,100 —0,4737 0,5263 11,1111 =0,9%474 . 0,3556 0,1507
0,200 0,444 0,5556 " 1,2500 —0,8889 0,380  0,1715
0,300 —0,4118 0,5882 1,4286 —0,8236 04102 0,1974
0,400 - —0,3750 0,6250 1,6667 . —0,7500 04444 02294
0,500 —0,3333 10,6667 2,0000 —0,6667 04849  0,2700
0,600 o —0,2857 . 0,7142 2,5000 —0,5714 0,530  0,3228
0,700 . —02308  0,7692 13,3333 —0,4616  0,5950 0,3939
0,800 —0,1667 0,8333 5,0000 —0,3333 0,6740 04944
0,900 —0,0909 0,9091 10,0000 ~—0,1818 . 0,7847 0,6498
0,950 —0,04762 0,9524 20,0000 —0,09524 0,8638 - 0,7707
0,990 . —0,000501 0,9901 . 100,0000 —0,01980 0,9582 09259

1,000 0 1 oo . 0 1 1

3.1. Kollokacja dwupunktowa, Rozwiklanie ukladu révman (3.13) i (3.14) ze wrzgle-
du na stafe 4; i B jest niemozliwe (stala wystgpuje w catkach I, i I; pod
logarytmem), tote? zastosujemy metode odwrotng. Wyeliminujemy mianowicie
z ukiadu (3.13) i (3.14) sile bezwymiarowsa 8, i otrzymamy zwiazek wiaZzacy obydwie
stale A4, 1 B w nastepujacej postaci: '

T o 8oty -
3.18 . = ]/———_——« :
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Po podstawieniu funkc_}l (3.18) do (3. 7) otrzymamy przybhzony wzor dla reakcji
poziomej jako- funkcji statej B: : - .

—ti i

Yo v f
3.19 L ' ' '
( ) : x= i "PI - Ill _ i“
Site obcmza]a‘cq wyliczymy z réwnania (3.13); otrzymamy It .
L Yo + 'S-Z’;:'
(3.20) by = (ﬁ Iy + %) 4,= (%Iu + o) A;e :

Zachowanie pierwszego wyrazu szeregu (3.6); pozwala otrzymaé przybhzony wzor
dla bezwymiarowe] strzalki ugiecia

.
{3.21) T A=fi=Izd,

Metoda odwrotna bedzie polegala na ustaleniu stalej B, obliczeniu wielkoéei 4,
ireakcji y ze wzor6éw (3.18) 1 (3.19), a nastepnie sily obciaZajace] 8, i strzatki ugiecia f.
‘Otrzymamy wiec kolejne punkty wykreséw, ktore przy dostateczaie maltych od-
stepach B pozwalaja na dosc dokladne odczytanie wielkoSci ¥ i fA przy danym
obcigzeniu 6.

W tablicy 2 przytoczono wyniki obliczefr wykonanych dla belki opartej na pod-
porach doskonale nleprzesuwnych tj. dla y = 1.

Tablica 2 o
B .«31 ¥ 6;_ ﬁ N
0,000 0 0 0 0" .
0,025 3,634 02266 4,004 1,230 - -
0,050 . 5075 04558 6,131 1,746
0,100 7135 09590. 10,361 2,537
0,200 9,818 2,068 20,004 3,740

0,300 11,735 3,390 33,130 4,814
0,400 13,305 ~ 5,076 52,186 5913
0,500 14,741 7,334 81,905 7,148 -

W dalszym ciagu nad wielkosciami odnoszacymi sig do belki z nieprzesuwnymi
podporami dano znaczek ~, natomiast przy podporach idealnie przesuwnych'
znaczek o . ;

Na ‘wykresach naniesionych na rys. 3 obok krzywych' g ify podano rownieZ
krzywe odpowiadajace innym wspdlezynnikom przesuwu y. Poszezegblne punkty--
tych krzywych mozna otrzymaé latwo przez pomnoZzenie wartosci Ay, 0,01 f
z tablicy 2 przez y='? zgodnie ze wzorami (3.18), (3.20) i (3.20).

Tak otrzymane rozwigzanie obejmuje znacznie szerszy zakres- obcqzema. 9,,_
niz przy metodzie malego parametru, gdyz w pracach [21 i 22] “przyblizone wzory'
odnosily si¢ do 6, < 8,61. Znaczne rozszerzenie zakresu (wykaze to przyklad licz-
bowy, ktéry podamy dalej) ma duze znaczenie szczegdlnie przy elementach wiotkich
o duzej smuktoéei np. przy plytach walcowo zginanych.
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3.2. Kollokacja jednopunktowa. Metoda odwrotna, pozwalajaca otrzymacé rozwigza--
nie na drodze kolejnych przyblizen, jest do$¢ #mudna. Dla praktyczaych
obliczen o wiele wygodniejszym jest zastosowanie kollokacji jednopunktowej.
Polegaé ona bedzie na ustaleniu stalej B, a wiec pochodnych i calek (3.17), a nastep-
nie na wyznaczeniu stalej 4, z réwnania (3.13)y (jest to warunek kollokacji jedno-
punktowej).

" Réwnanie (3.13), jest réwnaniem stopnia trzeciego posiadajacym jeden pierwiastek.
rzeczywisty. Pierwiastek ten mozna latwo obliczy¢é na podstawie wzoru Cardano;;
otrzymamy mianowicie

3 B =
; Yo
(322) 4, = (]/ ]/1 e
R * quzz?’ 27 63 i lyy

_’3
+]/ ]/ 32
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bad? stosujge poreczniejsza w uzyciu metodg kolejnych przyblizer lub tex postu-
gujac si¢ gotowymi tablicami (np. [14]). '

Znajac A,, odpowiadajace danemu obciazeniu 6,, moZemy bez trudu - obliczyé
reakcj¢ pozioma y z (3.7) oraz strzatke ugiecia f, z (3.21).

Tak otrzymane rozwigzanie bedzie tym dokladniejsze, im lepiej dobierzemy
warto$¢ stalej B. W obliczeniach bedziemy dobierali B na podstawie rys. 3, w zalez-
nosci od wielkoSci sily obeiaZajacej 6. Obliczenia numeryczne wykazuja przy tym,
ze nawet dobierajac dosyé odlegte wartodci B [pomimo niespelnienia drugicgo wa-
runku kollokacji (3.14)] popelniamy niewielkie bledy. Ten niewiclki wplyw metody
na doboér stalej B stanowi doéé duzg jej zalete, szczegolme dalej przy badaniu ugied:
sprezysto-plastycznych.

3.3. Przyklad liczhewy. Zastosujemy metode kollokacji do wyznaczenia reakcji:
poziomej i strzatki ugiecia dla belki o schemacie jak na rys. 1. Przyjmiemy, ze belka.
jest prostokatna o wymiarach przekroju poprzecznego 7x 8 cm, wykonana ze stali
o module Younga E=2,1x106 kG/em. Belka posiada dlugo$é 2/ = 200 cm,
jest obciaZzona sila 2P = 20 000 kG i oparta jest na przegubowych nieprzesuwnych.
podporach.

Dla podanego przekroju obliczymy.

734
F=28 em?, T — 5= 1143 cm4, {=2,02 cm,
ix . . 200
skad smukto$¢ belki bedzie réwna i = 00 99,
Bezwymiarowej sile
0 10 000 %
T ixiosx 114 T A24H
beda odpowiadaly wartosci
B = 0,3475, C=—0,3949, ' = —0,7897,
w= 0,605, I;= 0,4257,
A, = 12,517, yo= 1,5326, I,= 02114,

znalezione na drodze kolejnych przyblizen na podstawie podanej metody kollokacji
dwupunktowej. Z réwnan (3.19) i (3. 21) obliczono poszukiwane wartofei reakcji.
pozwmej i strzalki ugiecia

o 153607897 L 4M40IX21X 1091143

X= 06051 — 04257 b H= 1002 = 99372KG,
. . ¥ 53286
fo=0A257x 12,517 = 53286,  f==F === = 0,05386.

Otrzymane wyniki moZemy pordwnaé z wynikami ofrzymanymi w pracy [19] dla
tej samej belki na podstawie §cislego rozwigzania réwnan ugieé skoficzonych..
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Otrzymano - tam  H == 97508 kG, f ==0,05337 tak, Ze rénice " w poréwnaniu'
z metodg kollokacji beda wynosily v 5 ‘ _

99 372 — 97508

A= gmae -~ 100% = 191%,
, 005382 —0,05337 .
BT 100/,—084/.

Dia pordéwnania w tablicy 3 podano wymkl obliczefi Wykonanych metodq kol-
lokagji jednopunktowej dla réznych wartofci B; obok podano procentowe réZnice-
w stosunku do metody kollokacji dwupunktowej. Z tablicy widaé, Ze przyjecie

‘Tablica 3

0, =41,244
B 4 ¥4 A
" 0,000 16,461 4,515 9,06 5,487 2,97
0,025 16,187 4,497 8,62 5,481 2,85
0,050 15,908 4,479 8,19 541 272
0,100 15,343 4,434 7,10 5,456 2,38
0,200 14216 4,335 4M 5,415 1,61
0,300 13,066 4,218 "1,74 - 5360 - 0,58
0,3475 12,517 4,140 . 0,00 5,329 .00
0,400 11,801 4,084 —208 5284 - —0,84
0,500 10,673 3,845, —7,13 5175  —2,89

r6znego ksztaltu linii ugiccia nie ma duzego wplywu na wielko$¢ reakcji i strzatki
ugiecia; w pordéwnaniu np. z parabbjfa:“znanq z teorii matych ugie¢ (B = 0,000)
odpowiednie r6znice beda wynosily: Ay = 9,06%, Af =2,97%.

4, Zakres spreZysto-plastyczoy

W przypadku gdy material belki jest spr@zysto—plastyczny, stopniowemu zwigksze-
niu obciazenia towarzyszy pojawienie i rozwijanie sie obszaréw z rdinymi typami
rozkladu naprgzen; widaé to doktadnie na rys. 4. Powigkszaniu sig obcigZenia
towarzyszy . powstanic obszaréw sprezystych, jednostronnego i dwustronnego
uplastycznienia, przy czym punkty & i &, rozgraniczajace poszczegdlne obszary
przesuwaja si¢ od utwierdzenia w kierunku wolnego konca wspornika z rys. 4.

Podstawowa trudnofcia przy obliczaniu ugigé sprezysto-plastycznych jest ko-
hieczno$é «zszywanian obszaréw z 1dZnymi typami rozkladu naprezen. Zadanie
staje sig trudne juz w najprostszym, prostokatnym przekroju z powodu skomphko-
wanych réwnan dla poszezegblnych obszaréw (w przypadku rozpatrywania ugieé
skoficzonych odpowiednie réwnania ‘maja skomplikowans przestgpna postaé nie
dajaca si¢ rozwiklaé ze wzgledu na potrzebne parametry, por. {20]). '

- Metoda kollokacji pozwala ominaé trudnoéci «zszywania» dzigki przyjeciu jednej
funkcji opisujacej linig ugigeia, funkcji obowigzujacej dla wszystkich ~obszaréw.
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Zazadamy przy tym, aby funkcja kollokowana spelniata warunki brzegowe i wa~
runki kollokacji z réinych rozkladéw naprezen. Pierwszy warunek kollokacji.

bedzie Zgdaniem spelnienia rownania krzywizny w punkcie & =0 tego rozkladu

naprezen, jaki wystgpuje przy utwierdzeniu wspornika z Iys, 4, Natomiast drugi

warunek kollokacji utworzony dla kofica wspornika b@dzw warunkiem zgodnosci
sily poprzecznej, czyli pochodnej krzywizny odpowiadajacej rozkladowi sprezyste-
mu, gdyZ przy belce z rys. 4 wlaénie taki rozkiad bedzie sig stale pojawial. Po-
dobny problem wystapi w warunkach brzegowych.

a u -

Rys. 4

Zajmowaé si¢ bedziemy w dalszym ciagu belka prostokatng i skorzystam v z ré6w-
nafi wyprowadzonych w pracy [20] dla zakresu sprqzysto-plastycznego Podamy
jedynie réwnania odnoszace sig do przypadku, gdy moment gnacy M >0 i sila

podiuzna N > 0. Dla ulatwienia dalszych rozwazas bgdz:emy pos%uglwah sig bez—'

wymiarowymi oznaczeniami, analogicznymi do (2.10),,

a1 - N M

( . ) ", n= QF) ’n\L_ W_Q5
gdzie W oznacza Wsl_caz’nik_ wytrzymatodci; bezwymiarowe sity przyjmuja wartoéé 1
z chwily pojawienia si¢ pierwszych odksztalcen plastyczaych, W przypadku jed-

S
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nostronnego uplastycznienia (rys. 5b) bgda mialy miejsce nastepujace zwiazkiz
dla wspolrzednej ng

(42) | m=2-7

o —

19— 1 q Te——Q
! ’ oF
Rys. §

dla krzywizny i przyrostu diugosci osi belki
. 2a?l (1 —np
T3 B-3n—mp

s 2[ 4(1—-n)2(2—n—m)]
i R R " ‘

(4.3)

Podobnie jak w pracy [20] przepiszemy zwigzki dla wspblrzednych % i 72 odpo~
wiadajace dwustronnemu uplastycznieniu (rys. 5¢):

(4.4) ??1=—n—]/3—~3n2—2m, nzz—n—l—y3——3n2—2m

oraz réwnania krzywizny ¢’ i pochodnej s’

) a2 1
C = TR e A o
2v/3 V3 -3m2—2m°’
(4.5) ]/ ]/
- Y ' atn
I ]/3 32— 2m

Wr6émy teraz do belki z rys. 4c. W przypadku wystapienia wszystkich trzecle
typéw rozkladu napreZef wspOirzedne konca ugictej belki mozemy okreslié za
pomocg réwnan wynikajacych z (2.6):

¢ & 1
X = f s’ cos pdf —l—fs’ cos pdé + f s’ cos  d&,
] k £,
4.6) : EP 1
» 5
Y éfs’ sin p df %—’fs’simpdgEJr fg’ sin o dE.
] £ Fa
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Zamiast pochodnych s’ podstawimy zwiazki wynikajace z réwnaf (4.5), (4.3)i (3.1):

s 23
T—1+ T'?P’, OS'!,US%D;
S.F

4.7 T—1+a2+—~—ep ——(l—r)w, Yo S Y S Pss
sl
T:1+a2r’ ’lpsé'!,ﬂg."l)l,

przy czym uwzgledniono zatozenie o stalej sile podluinej n = r = const.

Punkt rozgraniczajacy jednostronne i dwustronne uplastycznienie znajdziemy
z warunku n; = — 1. Przyjecie zalozenia stafej sily podluznej oraz napisanie
‘momentu gnacego W dowolnym punkcie belki w postact

@ o TR R |

pozwala przedstawi¢ (4.4); jako réwnanie dla wyznaczenia punktu &
, ‘ g, £,

4.9) .—ﬁ(l—i—r 2r2)—}—pli€i—rlﬂ= lf §'cos wdé-rﬂ.f s’ sin pdf.
. V3 ! ;P s ’

w ktérym zamiast x;, y; i & nalezy wstawié¢ odpowiednio (4.6) i (4.7).

Punkt rozgraniczajacy jednostronne uplastycznienie od strefy sprezystej znaj-
dziemy z warunku n; = 1. Po podstawieniu (4.8) do (4.2) otrzymamy réwnanie
dla wyznaczenia £;:

g, g, & g

= pa (f s cosy;d&—}—fs’ COoS gudé) — rl(fs’ simpd&—l—f s sinwdf).
0 & 0 &,

W dalszym ciagu zastosujemy kollokacje jednopunktows. W przypadku wysta-
pienia uplastycznienia obustronnego w punkcie & = 0 (przy utwierdzeniu wspornika
Z 1ys. 4) pierwszy warnnek kollokagji po przyjeciu funkeji kollokowanej (2.1) mozZe-
my napisaé zgodnie z (4.5);: -

: ) —1f2
(411) Ay = 2]/3 [3 — 32 — ]/3 (pﬂ.T — Fi )] K
a w przypadku wystapienia Jednostronnego uplastycznienia zgodnie z (4.3);:
' -, 2a2 A (1 — 3 | ‘
{4.12) Awy =

P a0 Blud T
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. Dla otrzymania kompletu réwnani rozwiazujacych zagadnienia dolaczymy jeszcze
warunek skrepowanej przesuwnofci (2.5) w postaci bezwymiarowej:
- X1 a2
(4.13) _ T i— 71:',
gdzie przyjeto bezwymiarowy wspdlczynnik przesuwu (2.9);.

Otrzymany uklad czterech réwnan (4.9), (4.10), (4.11) Iub (4.12) oraz (4.13)
pozwala obliczyé wartosci &p, &, 4, 1 r. W praktyce stosowaé bedziemy metode
kolejnych przyblizen. W pierwszym przyblizeniu zachowamy tylko 1 w pochod-
nych (4.7) przy wyznaczaniu &, i &5 z réwnai (4.9) i (4.10) oraz w warunku kollokacjt
(4.11), natomiast pele wyraZenia dla §° w warunku skrgpowanej przesuwnosci
(4.13). Dalszym ulatwieniem bedzie zachowanie tylko pierwszych wyrazéw szeregu
Maclaurina dia siny 1 cos y, dzigki czemu moZemy napisac wspolrzqdne ugietej
belki w przyblizone] postaci.

bl
!
Podane uproszczenia pozwalaja przedstawié wymienione wcze§niej réwnania
w uproszezonej postaci a mianowicie kolejno: warunek kollokagji jednopunktowej,
réwnanie dla wyznaczenia &, réwnanie dla wyznaczenia &; oraz warunek skrgpo-
wangj przesuwnoéci:

x : ‘
@.19) Fen Zopa

Ay = l/*" [3—32— ]/—3-'- (py — Hyg AN,

a " B
(1—r2— 12—7{—)(’)2Af - ﬁ([’ifﬂ - FA},IHP): v
(4.15) p
A
(427 = 30) = g = V3 (pabe —rdili),

I s =t — —_——re———————
T =2y 3 — (L =N sl 4,420,/ 23 AN A4, (K~ Ky ) —

2 4o
— b — &+ U—N&l =7 =0,

gdzie dodatkowo przyjgto oznaczenie

B

. E o .
(4.16) K, = f Vo d&
0

oraz wprowadzono oznaczenia (3.9), Oznaczenia pozostalych calek i pochodnych
podano w (3.6) i (2.2). Przy rozwigzywaniu ukladu réwnah zastosowano nastgpujacy
tok postgpowania: po przyjeciu pewnej funkcji v obieramy w Téwnaniu (4.15);
pewny warto$¢ reakcji r, wyliczamy stad stala A,, nastgpnie kolejno z réwnan
(4.15), i (4.15); wyliczamy wspélrzedne £p i &;; poprawnoéc otrzymanych wartoéci
sprawdzamy za pomocg rownania (4.15),,
Podalismy przyblizone rozwigzanie dla przypadku wystapienia dwustronnego -

uplastycznienia; przy braku tego obszaru bez klopotu mozemy zawgzié uklad
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(4.15) przez przyjecie warunku kollokaciji. (4.12) (w przypadku wystapienia jedno=
stronnego uplastycznienia) i przyjecin £p = 0.

Otrzymane rozwigzanje moZna traktowaé jako praktycznie zupelnie wystar-
czajace pierwsze przyblizenic. W nastgpnych przyblizeniach moZemy wprowadzi¢
pelne nieliniowe réwnania Timii ugiecia -zamiast przyblizonych zwiazkéw (4.14).

Podaliémy rozwigzanie metoda kollokacji jednopunktowej. W przypadku zasto-
sowania kollokacji dwupunktowej nalezatoby dodatkowo spelnié réwnanie (3.14)
bedace warunkiem zgodnofci sit poprzecznych na swobodnym koficu wspornika
(lub nad podpora belki z rys. 1). Warunek ten przy ustalonym obciaZenin p moina
spelnié (podobnie jak w zakresie spreZzystym) przez wlaSciwy dobér parametrow
funkeji kollokowanej 9. Na przeszkodzie stoja tutaj jedynic bardzo Zzmudne rachunki,
gdyz wobec skomplikowanej postaci calek Iy, i K, (czgsto przesigpnej ze wzgledu
‘na poszukiwany parametr) stosowaé mozemy tylko metode kolejnych przyblizen.

4,1. Przyklad liczhowy. Wyznaczymy reakcje pozioma oraz ugiecie i rozkiad
naprezenn w belce z przykladu rozpatrzonege w p. 3.1. Przyjmiemy przy tym, Ze
belka stalowa posiada granice plastycznodci Q = 2100 kGfem?, a wigc stala mate-
riafowa bedzie wynosita '

o_ 1 |
2 = —— == ) a = 0,03162, == — =
a 7 = 1000 - a, alr 0,03162x 99 = 3,130.
Przyjmiemy, #c belka“ jest obcigZona silg

F  y/3x2100 X 28
7=v3, P=P“f =V_ 5% = 1029 kG.

‘Taka sita w przypadku belki opartej na podporach idealnie przesuwnych jest no§noé-
c¢ia graniczng ustroju, gdyz powoduje powstanie przegubu plastycznego zamie-
niajacego belke w mechanizm,

Do dalszych obliczed przyjmiemy funkcje

- &2
@.17 p=E&— >,
dla ktorej potrzebne catki i pochodne przyjma wartosci
£

- £ 8 1
Ilé 2[",0515: ?,_ Iu = ""3"“',
- ; 5.4 . ES 2

f 1/«.» df = —[1 — (1 — &7,

0 -
p'=1—4 o = 1.
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Podstawienie wymienionych wartoéci do (4.15) daje uklad réwnan

0,5774 F A} — 372 42 = 8,0052,

.. 80052 o £
(1—r)p-— = 3&, — 0,6231 (53, — —E”-)
a
8,0052 £
(1427 372) — =5 - = 3£ — 0,6231 | & — =),
A? 3
o ,

2
- 2]/§JA[53—5 -~ —r)(fg, — i)] +4,1739/2)/3(1 = 7) 4,

x [(1 — &% — (1 — &)1 — 9,7969 [F — &p--(1 — F) £] =0,
P ktorego droga kolejnych przyblizenn obliczono nastepujgce wielkoéci:
r=0,1414, A,=4870, £,=70,1369, & = 0,3134.
Tak wiec reakcja pozioma quﬁe wynosita
| — 7+ OF = 0,1414x 2100 % 28 = 8322 kG.

Strzatke ugiccia obliczymy za pomoca wzoru (3.22):

. 4870 » fi 1623
fi=lnd = — == 1,623, N i = 0,01639.

Dla poréwnania wyliczymy strzatke ugigcia przy obciaZehfn niszczgcym dla belki
-opartej na podporach idealnie przesuwnych. Znany z teorii matych ugieé wzér
przy zastosowaniu wprowadzonych oznaczed mozna napisaé w postaci

i0
2

fi= 27y/3

(4.19)

W przypadku naszej belki

0

fi= 27]/_3130 — 2,095

i procentowa réznica ugicé bedzie wynosita

A i qegey = B LB e 29000
f— j;_ . /) - 1,623 ¢ A - E A‘

Na koniec na rys. 6 podano wielkosci ugicé oraz rozklady naprezen w charak-
terystycznych punktach, obliczone za pomoca réwnan (4.4) i (4.2).

W przykladzie postuzyliémy si¢ wielomianem drugiego stopnia (4.17) jako funkcja
kollokowana. Takie przyblizenie daje dobre rezultaty szczegdlnie przy niewielkich
sitach (w naszym przyktadzie 6, = pai/4 = 4,330, gdyz jak wykazaliémy w za-
kresie sprezystym ostateczne wyniki niewiele sie roqu przy réinych przyjetych
ksztaltach linii ugiecia, : -
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g/l

=0,001%1
0,01539

yz/f

£,=011360 \ U,/1=0,00058
£.=03134 \ Y
10000
>

§.=

|/ -o |, -omm|

SN
g |y

n 7’]72 n Iy i

Rys. 6

5. Zakonczenie

W podanej przez nas metodzie kollokacji przyjecie @ priori linii ugiecia pozwolilo
-otrzymaé przyblizone rozwiazanie zagadnienia nie tylko w zakresie sprezystym,
ale tez w zakresie sprezysto-plastycznym. Zalety metody sg najbardziej widoczne
w tym ostatnim zakresie, gdyz pozwalaja pokonaé wielkie trudnosm «zszyciay
poszczegolnych obszardw.

Podali§my rozwiazanie dla wugie¢ sprezysto-plastycznych belki prostokatnej
wykonane] z materiatu idealnie sprezysto-plastycznego. Wprowadzenie pewnych
uproszezeh pozwala na zastosowanie metody do obliczenia wgigé belek o innych
przekrojach, wykazujgcych wzmocnienie liniowe. Metoda kollokacji pozwala row-
niez na oceng no$nofci belek ze skrepowana przesuwnoscia podpdr.

W pracy rozpatrzyliSmy belke oparta przegubowo i obcigzong sila skupiona.
‘Odpowiedni dobdr funkcji kollokowanej pozwala na obliczanie innych typdw
belek: merytoryczna strona metody nie ulegnie przy tym zmianie.

Dodatkowym problemem jest mozliwo§¢ weryfikacji otrzymanych rozwiaza.
W zakresie sprezystym istnieje bogata literatura i moZzemy wyniki poréwnaé zaréwno
ze Scistymi jak i przyblizonymi rozwiazaniami. Natomiast w zakresie spreZysto-
Plastycznym 7 powodu trudnosci rachunkowych brak jest takich rozwiazaf, totes
poprawnoéé otrzymanych rozwigzafi powinno sie sprawdzié przede wszysikim na
drodze doswiadczalnej.

Wyzej podane problemy jak réwnies weryfikacja do§w1adczalna bedg potrak-
towane oddzielnie.

‘Rozprawy Inynierskie — 3
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Na zakonczenie warto powiedzie¢ o mozliwoéciach polaczenia metody kollo-
kacji z innymi metodami przyblizonymi, np. z metoda przekrojow wielopunktowych
zaproponowana przez J. ORkISZA [11] oraz J. ORKISZA i M. ZYCZKOWSKIEGO [12).
Metoda, polegajaca na zastapieniu wlasciwego przekroju ukladem zastgpczym
- powierzchni, pozwala stosunkowo latwo polonaé trudnofei wynikajace z uwzgled-
nienia wzmocnienia czy tez roZnego ksztaltu przekrojn przy obliczaniu ugigé spre-
rysto-plastycznych.
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PenmomMme

IIPUMEHEHHME METOIOA KOJUTOKATTUHI
K PACHETV YHPYTO-II}IACTI/I‘IECKID( ITPOT'HBOB BAJTIOK
CO CTECHEHHO BO3MOXHOCTEIO IEPEABAXEHIS GITOP

B paGote mpejmaraercs mpuMesenwe NpUGIMASHEOTO METONA, & HMEHHO METOAA KOJHIC-
xanyy, cocroAmel B nppenmomomemM  dopmer  Gamem, TOABEKCHEOH mpor#by, IpMHAMAN
DYHKIMY PAITOKCHAY YIIOB Bpormba w=Ayp, OYEKUNA IOXBEPKEHHAN KONTOKAIHE KpoMe o=
CTOAHHON A ¥MeeT eme TpE cBOGONHBIX NAPAMETPR, KOTOPHE ONPENENAcM B3 EpPaeBhIX YCHOBHH
H H3 IBYX YCIOBHEH KOJEROKAINHE, B KauecTBe NEpEOro yeroBr: OPIHATO COMTACOBANNOCTS KPWBR3HEL,
BEMHCHCHHOH ¢ DOMOUIBIO TOWHEIX $opmyn (Te GOPMYHEL BHBONCHRI A2 CCHOBE TSODHH
KOHEYHBIX NPOTUOOB MM Oankd ¢ PACTKEMON OCHIO) H BEMHCICHHOH HA OCHOBAHHE opeE-
HATOH QyHKUER KOMTOKamE. B KaweeTBe BTOPOTO YCIIOBES NPHHATO COTMACOBANHOCTD IOfe-
DCYHBIX CHil, NCHCTBYIOIMX Ha onopy Gamir. VAOBIeTROpeHHE: OGOHM YCTORHAM COOTBOTCTEYET
HOBYXTOUCYHOH KONIOKAIIAH, 4 YAOBNSTBOPOHME TONEKO OGHOMY YCIOBHIO TONYIHENO HA3BAHHS
METOJA OFHOTOYEYHOH KOJNIOKAIHM,

C noMOIIEIO HTHX, 000HX METOEOB HACTCS DEINCHHS I YOpYro#f Gankw, o CTECHEHHON BO3-
MOKHOCTBEC MePe/Biuxernst omop. Kak 70 cneyer w3 CpaRHEHNS Pe3yIBTATOR, HOMYMEHO XOPOIIYIO
COTTIACOBAHHOCTE € TOYHEIM METOZOM, B Gone LIEPOKOM MacmTabe o CPABHEHHIO ¢ METOMOM
Manoro napamerpa [21].

Bsenerse 0nHON QYEKIHH, TOABCPKEHAOH KONMTOKALMY 3HATATEILHO YOPOmAST OUPCHCICHAS
YIIPYTO-INACTHYECKHX DPOTRGOB, TaK KAK NMPHHATHEE OfHOH OYERIMA % mra Boel Gaixd mos-
BOSICT W3GEXKATS 3ATPYAHOHRMMN, CRAZAHEEIX CO «CHMMBRON OGIACTEH, ¢ PABIDAYHLIM THIOM pac-
TpeIencHEa HanpkeHrd. IlpHnegennce pemeHde s NPAMOYTOMBHOH GANKH HWIrOTOBHEGHHON
W3 HOCANEHO YOPYIo-IAZCTHUCCKOTO MATEDHANA HNTFOCTPHPYETCA YACTOBLIM IPAMEPOM.

Summary

APPLICATION OF THE COLLOCATION METHOD FOR THE CALCULATION
OF ELASTIC-PLASTIC DEFLECTIONS OF BEAMS WITH SUPPORTS
OF RESTRICTED DISPLACEMENT

The used collocation method consists in assuming the form of the deflected beam 1i. g. in assum-
ing the distribution function of the slope yp=Ay. In addition to the constant 4 the collocation
fanction has three free parameters which can to be determined from the boundary conditions and
two collocation conditions. The first condition is that of agreement between the curvature as com-
puted by exact equations (based on the theory of finite deflections for a beam with strechable axis)
and by means of the collocation function assumed. The other collocation condition is that of
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agreement of the shear forces above the support. The satisfaction of both conditions is called the
method of two-point collocation while the satisfaction of the first condition alone is called the
method of one-point collocation.

A solution for an elastic beam with restricted displacement of the supports is obtamed by means
of one- and two-point collocation. Confrontation of results shows good agreement with the exact
method within a much greater range than with the perturbation method [21].

The introduction of a single collocation function facilitates considerably the computation of the
elagtic-plastic deflection because the assumption of a single function for the entire beam enables
to avoid the dlﬁ‘iculty of joining the regions of different types of stress distribution. The
solution obtained for a rectangular beam made of a perfect elastic-plastic material is illustrated by
a numerical example,
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