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STAN GRANICZNY RURY GRUBOSCIENNEJ PRZY JEDNOCZESNYM SKRECANIY,
ROZCIAGANIU I ROZNICY CISNIEN

JACEK SKRZYPEK i MICHAL ZYCZKOWSKI (KRAKOW)

1. Watep

Pod pojgciem analizy «stanu granicznegoy» bedziemy rozumieli okreglenie rozkladu
naprezen i odksztalced w danym elemencie poddanym dzialaniu takich obcigzen,
ktére wyczerpuja jego no$noéé przy zalozeniu idealnej plastycznodei materiahy.
Istnieje wige wiedy pewien schemat zniszczenia, ktéry badz odpowiada catkowitemu,
badZ tylko czedciowemu uplastycznieniuv elementu.

W pracy jednego z autoréw [10] podano ogdlne wzory okreslajace stan graniczny
rury grubofciennej przy nastepujacych wazniejszych zalozeniach:

1) stan naprezenia i odksztalcenia jest kolowo symetryczny, czyli sktadowe stanu
naprezenia i odksztalcenia zalezq tylko od zmiennej » we wspéhrzednych walcowych
r, 0, z; przemieszczenia moga przy tym zalezed réwniez od pozostalych zmiennych;

2) obciazenia rury sa wylgoznie obciageniami powierzehniowymi — brak sit
masowych i obcigZen cieploych;

3) material rury jest jednorodny, izotropowy, niescisliwy i podlega warunkowi
plastycznodel Hubera-Misesa-Hencky’ego.

Przy tych zaloZeniach Wykazano; ze badany stan odpowiada wystepowaniu
pieciu typ6w obeigZen, mianowicie rozciaganiu lub $ciskaniu, skrecaniu, cisnieniu
normalnemu wewngtrznemu i zewngtrznemu, ciénieniom stycznym o kierunku
osiowym i ci$nieniom stycznym o kierunku obwodowym. Naprezenia normalne
'8 przy tym okre§lone calkami hipereliptycznymi, natomiast naprezenia styczne
1 odksztalcenia - doé¢ prostymi funkcjami elementarnymi. -Wykazano réwniez,
7¢ stan graniczny moze odpowiadaé pelnemu lub czeéciowemu uplastycznieniu,
przy czym to ostatnie zwigzane jest z wystgpowaniem cisniefi stycznych, tak Ze
przy rozeigganiu, skrecaniv i rdZnicy ci$nien normalnych zniszezenie nastepuje
przy catkowitym uplastycznieniu. _

W pracy [11] uogolniono wspomniane rozwazania na przypadek wystepowania
obciaZeni cieplnych i sit masowych, a jednoczeSnie na przypadek  anizotropii
i kolowo-symetrycznej nigjednorodnosci. W obu wymienionych pracach podano
Jjednak tylko wzory ogdlue, bez analizy przypadkéw szczegolnych i bez jakich-
kolwiek obliczen numerycznych. :

W niedawno opublikowanej pracy [5] J. E. PANARELLI i P. G. HODGE zajeli sig
wezszym przypadkiem noénoéci granicznej rury grubosciennej pod jednoczesnym
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dzialaniem skrecania, rozciggania i réznicy cifnied. Po wyprowadzeniu wzordw
ogélnych o postaci calkowej, ktore stanowia przypadek szczegdlny wzordw wy-
prowadzonych w pracy [10], uzyskano na drodze analitycznej efektywne wzory
na krzywe graniczne jedynie dla doéé juz dobrze zbadanych przypadkdéw ziozonych,
réznica ciSniefi — rozcigganie (por. np. W. W. Soxorowskr [6], A. A, ILIUSZYN
i P. M. OGmBALOW [4]) oraz rozcigganie-skrgcanie (M. Zyczrowskl [9], M. WNUK
[7, 8]). Dla problemu postawionego w tytule pracy, skr¢canie-rozeigganie-xdZnica
ciniefi, przytoczono tylko na drodze numerycznej uzyskany wykres dla stosunku
érednic rury réwnego 0,7; podaje on pewne przekroje powierzchni granicznej.
Celem obecnej pracy jest szezegdlowa analiza i wyprowadzenie efektywnych
wzordéw na rozklad naprezen i powierzehmie graniczna dla przypadku potrdjnie
zlozonego: skrecanie-rozeigganie-réznica ciSnien. Okazuje sig mianowicie, 7¢ przy
pominieciu uwzglednionych w pracy [10] cidnient stycznych calki hipereliptyczne
przechodza w znaczuie lepicj zbadane cal-
ki eliptycine, ktére dadza sig sprowadzié
do postaci normalnej. Dzieki tablicom
W. M. Bmraxowa, R. I KrawCower
i M. G. RaprrororTA [1] obliczenia nume-
ryczne dla dowolnego stosunku $rednic
rury 1 dowolnego stosunku obcigZen nie
przedstawiaja juz wiedy trudnosci.

2. Wzory ogolne

Wzory ogdlne zaczerpniemy z pracy [10}
stosujac przyicta tam symbolike. Przy ob-
cigzeniu rwry silg osiowa N, momentem
skrgeajgcym M, cifnieniami promienio-
wymi pur i Per, ci$nieniami styczaymi
obwodowymi pue 1 pee oraz osiowymi
Puz 1 Paz (rys. 1y rozklad naprezen mozna
przedstawi¢ w postaci bezwymiarowej wzo-

Ry. 1 rami:
i e
Cr p ()
gt g [ s = 520 )
ﬂz
2,p(0) 12 pe
Cr PO Cr 72X 2
2.0 5= gwt—— + _,_>f-——x, Sor = —,
) 7 q '|/3.92 ]/3 Ra x2 g
g~ : @
e \° ey (P (X) B2ey
Sz = — (u+ (e + W}P (@ “175? s dx, Spp= T‘z .
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‘a rozktad odksztalcen wzorami:

]/? Cy e
gr—ﬂT?_?, €z — B0,
/3 ¢ e : €
22 2 = ¥ —TZ s Car — —E_zm
2 g2 2 or (o)
P2y
e; = e, : €rg =
? " 02p(e)
Wielko$ci bezwymiarowe wprowadzono tu wzorami:
1 V3 3G Gy3
=5 Or, S0z = g T @ T 5 T g Ve
/3 3G Gy3
(2.3) 85 = a Tgy  Sor = IE“Tzr, €y = a Zgy  Ear = % Yar,
1 V3 3G Gy3
8§y = 0 Oz Sro = ? Troy  €p = E &z, €rg = 0 Vro,
a ponadto
. Pur Par Fu ’
2.4 . = 3 = a0 = T
( ) Juw Q = Q Yz @ Fz.

przy czym G oznacza modul Kirchhoffa (dla cial niescisliwych G = E/3), 0 —
granicg plastycznodct przy jednoosiowym rozecigganiu.

Wystepujace we wzorze (2.1) wielkodci e, g, ¢, ¢p, ¢z 0znaczaja parametry decy-
~ dujace o udziale poszczegblnych obcigzen; przez p oznaczono funkeje

)s _]/94_ﬁ26592—5463 S ]/xuﬁ%:x—mca
(-) p(g)'_' g296+€294+82 1 p(x)_ g2x3+82x2+cr :

Wzory na poszcezegdlne rodzaje obclazema przybmra_]q w iym ogoélnym przy-
padku nastepujaca postad:

sila podiuina, rozciggajaca lub $ciskajaca

sz 1
N = 2% f rozdr = 2mQr? f 05, dp,
Tw B

a przechodzac do zapisu bezwymiarowego 1 wprowadzajac (2.1)
1

SN e p(x)
@6 "‘“Ef—ﬁ’”ﬁ@ﬁf”("’)dx 1/3(1—132)f *

Aby uzyskaé wzdr na bezwymiatowa réznice ci$nief zauwazmy, Ze

gz == — '5;1‘ |Q.=}_: ‘
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a po wprowadzeniu odpowiednicj zalezno$ci z (2.1)
1

Cr p{x)
@ to— 0= 5 f S
a%
Wykorzystujac powyzsze oraz (2.6) otrzymujemy ostatecznie na site podiuzng
1

B2 quw — ¢z €
(2.8) n= 41—_‘]37" + 1—:‘@ fp (x) dx.

ﬁﬂ
Analogiczne wzory dla momentu skrecajacego sg:

Tz 1

o
M;—2x f'mzrzdr = 2916"}/—3'1‘3[-5‘&92619,
B

Tw

lub w formie bezwymiarowej po uwzglednieniu (2.1)

1
M;y/3 2g
(2.9) s :W =1 g fxp (x) dx,
ﬁ2

gdzie W, oznacza wskaznik skrecania.
Wyrazefi na pozostale dwa rodzaje obcigzen (Ty, M,) nie cytujemy, gdyz zeruja
siec one w naszym przypadku.

3. Olreflenic obcigzef (powierzehni granicznej)

Zajmijmy si¢ teraz wyraZeniami na réanice cifnien, sile osiowg i moment skre-
cajacy 1 doprowadimy je do postaci przydatnej w obliczeniach inzynierskich.
Przyimujac c¢g = ¢ = 0 otrzymany:

x

/’4"'_‘-'—___—__ 2
]/ g2x3+32x2+()3

G.1 p(x)=

a po wprowadzeniu podstawienia 1jx =y

y

r(»= PR
Cr%rl/y (? -+ ?y -+ y3)
¥ v

gdzie », = sign ¢p = £ 1. Podstawienic to sprowadza wyrazenie trzeciego stopnia
w mianowniky do postaci kanonicznej.

Wzory na réznicg ciniefi, sitg podiuzng i moment skrecajacy przyjma obecnie
postaé: :

(3.2)

3

dy

5,4
x ¥y
33 wo—a:= 5 | ==,
1 l/y(y?t + )

g

2
Cy
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: g
B2aquw— gz exy dy
(3.4 . = - + =P f = v
Ly Aﬂ+?7+ﬁ)
¥ Cp
2 : d
(3.5) g = &% f i

(= e e2 g2
_ te (y3+ =yt oz )

f

tak ze calki hipereliptyczne przechodza tu na eliptyczne. Zajmiemy sig¢ sprowadze-
niem tych calek do postaci normalnej i ta samg drogg okreSlimy pdzniej rowniez
rozklad naprezef. W tym celu rozpatrzymy najpierw wyraZenie w nawiasie pod
pierwiastkiem

: e2 gz
(3.6) y3+;5y+;= =y —y0— ¥,
td T
bowiem
3.7) PP AL
@ 4et 2787 7

i mamy tu do czynienia zawsze z jednym pierwiastkiem rzeczywistym i dwoma
zespolonymi sprz¢zonymi. Pierwiastki te wynosza:

w1 — Wy

P .
N=er— @y, YT T 5 '2“1/3 (w1t o),

(B8 - o= ]/l/__zﬂz, 0 < <o,

Wy I,f ]/A+22, 0« g oo, 2w

W dalszych obliczeniach dla uzyskania prostszych obliczen oraz przeji‘zystego
zapisu bedziemy stosowaé réwnieZ oznaczenia:

2 2 2
oy = wy + w3 + Wy,

(3.9)

a% = 3((0%—;— w% — w;wz).

Przy dwéch pierwiastkach rzeczywistych i dwoéch zespolonych sprzezonych wielo-
mianu pod znakiem pierwiastka we wzorach (3.3)-(3.5) sprowadzenie do postaci
normalnej uzyskamy przez wprowadzenie nowej zmiennej { okreslonej wzorem:

(3.10) £ = 2arctg ]/ 02

ar [y — (o3 — )]’
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‘
Rozpatrzmy najpierw réZnice cifniefi. W wyniku przeliczefn wyrazenia (3.3)
I zastosowania podstawienia (3.10) otrzymamy

. .
20 (wy — W) o az B
V3 (et ) f (b+cos ) V1 —k2sin2 ¢

Xy wz — 'l/ f |
]/3 az + o1 l/l —k2sin2 ¢’

p 3a? +day ap + ag ’ ay — oy
2= ==
80.’1 (25 ? L5} + ay ,’

fi=2 }/ = 2 ]/ 7
1T T i—e” 2T T e —wnl”

Przypomnijmy jeszcze nastepujace definicje calek eliptycznych zgodne ze stoso-
wanymi oznaczeniami w tablicach W. M. BieLakowaA, R. I. KrRawcowrr i M. G. Rap-
POPORTA [1] (w réinych pracach spotkaé mozna rézne definicje, zwhaszcza przy
calce trzeciego rodzaju).

Normalna catka eliptyczna pierwszego rodzaju

(311) w — s =

gdzie .

(3.12)

o1 f & o 5
‘ § Yad—2)(1 -k fl/lfk%mzﬁ g R,

normaina cafka eliptyczna drugiego rodzaju

, ,
2 -
(.19 f]/l 2 =f]/1—kzsinzﬁdﬁEE(qa,k),
Li]

1— g2
normalna catka eliptyczna trzeciego rodzaju

dt . )
(3.13) f - S
J V(1= k) X (14nsin2 ) Y1 — k2 sin2 &

=1 (p,nk).

Gdy y =1 (p = @/2) otrzymujemy pelne calki eliptyczne:
7
(:5, k) K (0)
. \ 7T
(3.16) - E(E—,k) = E(k),

H(g ) I (n, ).
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Druga z calek we wzorze (3.11) jest wprost calka ecliptyczng pierwszego rodzaju,
natomiast do pierwszej catki zastoswjemy wzor

dx b 1
(.17) f(b4-cOsx)A =p 1”(“” Ty 1”‘) +
. 1 . AV 1_-2 +VEk2 L k2B2sinx
2V — b2 (k2k2b?) AY1— b2 —VEk2 k2 p2sinx

Wzor ten znajduje sig w zasadzie w tablicach GRADSZTEINA i RyZ1xa 3] jak réwniez
BYRDA i FRIEDMANA [2], jednak w obu przypadkach z dwoma bledami: w pracy [3]
na str. 183 w liczniku drugiego argumentu funkcji /7 jest b zamiast 1, a przed drugim
pierwiastkiem w liczniku i mianowniku wyraZenia pod znakiem logarytmu wsta-
wiono omytkowo k; w pracy [2] na str. 215 brakuje wspdlczynnika 2 w mianow-
niku, a pod logarytmem przestawiono wspdlezynniki przy sinx i A{snuidnu
wedtug oznaczenia oryginalnego). ’

Ostatecznie po wprowadzeniu zamiast logarytmu dogodnej tu fonkcji Arth x,
otrzymujemy:

%2y y (¥ — o+ o)
3.18 g, = ——= Artl l/ —
@18 do = @ = F AR Y o (or — wg) pH @ L oy w))
*p {wz — ) ®r @y — O ]/ @ et
- = —I1 C) f, k) — —= —F > k s
V3 (ot az? Vara ( ) Vs atal o 0 =1
gdzie
(a1t+a2)?
(319) o= - m

Oznaczenie n (3.19) jest oczywiscie r6ine od (2.6), jednak przyjeto je dla zgodnosel
z [111 [3].

Wzdr (3.18) nie nadaje sie jeszeze do obliczen numerycznych. Warto§¢ parametru z
pod znakiem calki eliptycznej trzeciego rodzaju przy korzystaniu z tablic powinna
sic micécié w przedziale

(3.20) —1<n < 00,

bowiem przy — oo <11 << — | wystepuje osobliwo$é i calka jest niedogodna do
tabelaryzacji. W naszym przypadkn wlanie — oo <t n << — 1 1 wysigpuje osobli-
wodé, ktéra jest jednak pozorna, bowiem taka sama osobliwoéé wystepuje w funkcji
Arth x i powstaje symbol co — co 0 wartosci skoificzonej.

Aby sprostaé temu wymaganiu skorzystamy z nastgpujacego wzoru ([2], str. 13):

k2 '
(B21) I nk =-— H(C, % k) + F{, k) +

_l_]/ — [ (14-n) (— 1 — k2 ]
i —n—) 8V T —resmw ) e,
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gdzie
(3.02) lc_z _ 303 - 4oy ey + oF
' no 20+ @)

Latwo sprawdzié, ze tak okreslony parametr k2/n spelnia warunek {3.20) dla dowol-
nych warto$ci a; 1 ay, jednak pod pierwiastkiem znajduja si¢ liczby ujemne, Pamic-
tajac dalej, ze :

(323 arcig (i x) = i Arth (%),
Wzér (3.21) mozna zapisaé réwniez nastgpujaco:

k2

G24) H{nk=— II(C ,k) + F{ K+

n

l/ —n I (=n—D(-n—k) ?]
-+ (‘nwl)(—nsz) Arth_ Sy Ty tgl].

Po wprowadzeniu (3.24) do (3.18), sprawdzeniu réwnodci wspolczynnikdéw przy
Arth (z) (3.18) oraz Arth (1) (3.24) oraz zastosowaniu wzoru

u —_—
(3.25) Arth () — Arth () = Arth TZ?ZZ

eliminujacego osobliwo$é otrzymujemy ostatecznie wzér na réznice cisniedt, nie
wykaznjacy osobliwosei i tatwy do stosowania

o 2 Vy (@] — o) +32w) wy p4
(3.26) guw— g, = l/g[Ar ay (o +ag)-2y2 "
_ B o yz=ﬂ‘3
(an — a1) (w2 m_w_l) H(é', ’iz , k) — uF(C, k)]
(axtar) 2 Vag o n 2V vi=1

We wzorze tym zamiast nalezy podstawié wartoéé (3.10).

Zajmijmy si¢ obecnie sity podluzna n. Po wprowadzeniu do wzoru (3.4) zmiennej
£ (3.10) i zastosowaniu oznaczefi (3.8) oraz (3.9) otrzymujemy:

_ 14p2 (a1-+-ay) % @ — )
32) nm—— i)
G =i E’+<1—;32)c.m1r/a}ocz(wz—wo[(ﬂﬂz+‘-“‘1

L2 df B [ dC :I
xcf(1+cosg)|/1—kzsiﬂ Ef]/l——k2sin25 ’

gdzie n oznacza zredukowana site podhuing,

Gtz
2 3

(3.28} n= n—(—g); ponadto g = Aq = guw — gz
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Obie calki z (3.27) rowniez sprowadzajg sie do catek ehptycznych w postaci normalnej
i po kilku przeksztalceniach otrzymujemy

1
Fl k) ————x

(3 29) - 1+ﬁ2 28%,- { g — iy
. n=
Vay ag (ay+ar) wy — w1

2(1~ﬂ?«)d -5

?h=‘8—

) ]/EE(C o V{wa— 01+3) [y24-(ep — w7) y+ (e +w -y coZ)}
—E(, k) — —
a [y {wz — w12 +a ¥1 Yy
Moment skrecajacy #; w postaci bezwymiarowej otrzymujemy z wyraZenia (3.5)
po zastosowaniu (podobnie jak w poprzednich obliczeniach) nowej zmiennej £
(3.10) oraz po wprowadzeniu oznaczef wedtug (3.8) i (3.9):

¥,—1

‘ 2g (a4 up)? =y day
(330)  ms = _ { N
Cy (1 — 54) af (602 — CO])Z ]/a1 (%) (al"l_GZ)Z
{s

ar Aoy f d N
(t—cos V1 —k2sin2z  orton ) (1 —cosD)V1 — kZsin2 ¢
51

{a dC
+ f l/'im— k2sin2 ¢ }
4

Po wyrazeniu wszystkich calek za pomoca normalnych catek eliptycznych i Iatwych
przeksztalceniach otrzymujemy wzdr ostateczny:

]

4y {]/y4+3y2 w1 wyty (03 — ) )

(331 ms= 3er (1 — %) (w3 — wp) ai | 32 [ag (» — w1+wg)-tayy]

x [(6w; o — of — agag) y — (w3 — ]+
3wy (7] (a1 — ) Gy s ag =

—2 Rk + A k)} |

(02— @) Vo (@ — ) Vara, -

Wzory koficowe (3.26), (3.29) i (3.31) sa poszukiwanymi wyraZeniami na gra-
niczne obcigZenia wywoluigce catkowite uplastycznienie materiatu. Sa one podane
W postaci parametrycznej, a parametrami sg e, g, ¢, a ponadto stosunek $rednic .

Dla porzadku wypiszmy jeszeze wzory na skladowe stanu napreZenia w omawia-
nym przypadku obcigZenia momentem skrgcajacym, sils podiuzng oraz réznica
ciSnien.

Mozna tu wprost skorzystaé z zaleznosci (2.1) pamietajac o (2.5):

2V ¥4 1302 w1 gy (0 — @)
]/ﬁ 2y2+-ay (0 +az)
(o2 — ay) (ws — @) k2 wy —
==, —, ) F £k ]
({12+(11) 2 ]/Cq 24 ( ]/(11 [25) ( )

(3.32) Sy = — qw [AI‘ h

=67

3

—g
=g
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6.3 ot o [ : = ] +
R Sy — — Huw =
3 2 e2
. f i 708+ —5 94 +1
r [Al 112] Y332 opwaty (w3 — o) | (o — o) (@2 — o)) .
/ 2y2+ay (e +oag) - (ogta) 2 l/ﬂ
k2 Wy — o= "
xH(C,*,l) F(C k)] R
" 2V T
f e
Hy PR ]/392_,—1
(334) Sz = = Guw -+ 17? -+ . i
——96 T— Q“—i— 1 '
n i[ 2V p 4320wyt (@3 — o)) | (a2 — o) (@02 — @) .
, V3 2y2--ay (01 +0z) (az+ar) 2 Vaj e
k2 wy — G
xﬂ(:,m,k) 22 g, k)] ,
"o /a] ) 1= "
: sir 03 £
Cr
(3-35) ‘ Spz — 5 , Sor = S = 0,
% a2t s 2 ;g

4. Przypadki szczegdlne

Podamy teraz przyklady efektywnych, numerycznych obliczen oraz sporzadzania
krzywych granicznych na podstawie wzordw (3.26), (3.29) i (3.31) dla szczegdlnych
przypadkéw (roZnica ci$nien, sila podiuina, g =0, oraz dla plaskiego stanu od-
ksztatcenia, e = 0). .

41. g =10, roZnica cidnien i sita podhuzna. W tym przypadku otrzymujemy

1 e 9 . e
Wy — Wy — 1/-3— cr = ]/3— » gd21e '& = C—,-’
ERY) :
‘o
O] = ty = o = .

Wzdr na réznice ci$nien ulega znacznemu uproszczemu 1 jest wyraZzony Za pomoca
funkcji elementarnych:

. y Ya=p""
“2) qu=g: = 7= Arth Z=——1" .
V3 ]/y?«—l—ﬁﬁ Y1=1
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Takze i wyraZenie na silg podhizng daje sig¢ zapisaé za pomocg samych tylko funkcji
elementarnych:
g VETE e

20— T A= ) e
Wzér (4.3) podajacy zaleznodé pomigdzy sila podhuzng a réznicg ciénief w przy-
padku osiggnigcia stanu granicznego jest identyczny {(po wprowadzeniu odpowied-
nich oznaczefi) ze wzorem wyprowadzonym przy zaloZeniu tylko tego, szczegdl-
nego typu obcigZenia (por. np. [6]).

Przyj mujac ustalong warto$é § np. § = 1/2 oraz zakladajac kolejno rozne wartoéei
dla parametru 4, otrzymamy poszukiwang krzywa graniczng (rys. 2).

@43) R

" - \

9 04 S RPN S
: 37/?"“2 1 —— T——T7—7%
oz -

2
00 ﬁ.fn2
' a1 62 43 o4 o5 g6 07T 08 8%q,

Rys. 2

42. e = 0, plaski stah odksztalcenia. Przypadek ten nie jest juz tak prosty, jak
poprzedni, ale i tu wzory ulegaja wybitnemu uproszczeniu. WprowadZmy oznaczenie

_ _ o\ .

(4.4) (Cr) = 0;

wtedy '

(45) w =0, Dy == 6, ay == !9, iy == ]/i

W tym przypadku dogodnie jest wprowadzi¢ nowa zmienna
=

(4.6) t= 0

bowiem parametr & pojawi si¢ wtedy tylko w __gz:anidach catkowania, a nie w wyra-
zeniach podcatkowych. Otrzymujemy mianowicie
k2
,kl—

_ ®r [A' 2]/t—|—t4 n 1 H(
N e = | A AT T e S

1 f
“spzren) T

IIE .

=
3
<

@f
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gdzie
2Hy3 k2 V3 Y e
2 = _——=— — —_— N
(4.8) k 1 . 2 {=2arctgy/3 L

Dla ustalonej wartosci f np. p = 1/2 oraz rdZnych wartofci parametru ¢ otrzy-
mujemy rézne wartofcl gw — ¢

Tablice calek eliptycznych sporzadzone sa dia wartosei argumentu { zawartego
w przedziale

(4.9) OSCQE-

Dla wartoéci ¢ nie spelniajacych warunku (4.9) nalezy stosowaé wzory redukcyjne
F (mav 1 g, k) = 2K () -k F (p, ),
I (mr -, m, k) = 2X0 (n, kY 4 1T (o, n, k).

(4.10)

Wzor na moment skrgcajacy podlega duzo wickszemu uproszezenin 1 wyraZa sig
za pomoca funkcji elementarnych:
g=4671

4 Hy }/t4—l— t
3 A—pHer g

(4.11) My = —

t=0""

Przy obliczaniu wartoéci wyrazenia pod pierwiastkiem wygodnie jest dla matych
wartofci parametru 0 stosowaé rozwiniecie w szereg (pozwalajace unikojé odej-
mowania bliskich sobie warto$ci):

Bt ' .

14 +§5_ﬁ+

(4.12)

a po uwzglednieniu granic

]/t4+f 4@ 1 1 1 N 1 N
|t1_8_, o 1286%3 2677 327686%° ' sg*¢ T

gdzie 0% = 1/0 (dla duzych 6%), W tym przypadku obcigZenia zredukowana sifa
podtuzna jest proporcjonalna do réznicy cidniefi:

. __14p
(.14 =i A

a przyjmujac np. f. = 1/2 otrzymamy

4+

- 5
(4.15) n= -G*Aq.

Podajmy jeszcze wartodci graniczne
0¥ =0 (0 -+00), gw—gq.—0,

Aep s
g —= 31_64 E'_'la b

(4.16)
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8% — oo (f —+0), ms -0,
@17

— g~ ]/A In — l/_ —=1In2 = 0,800372,
przy czym wartofci liczbowe podano dla f = 1/2. Otrzymana krzywy graniczng
przedstawia rys. 3.

My

14

3

I

42
W0 >\

a8~ ‘ ] \
g6 ) \\ _

a1 I

(134 — T

2
ﬁ.'nZ

O a7 63 @ 05 08 07 G5 G9g,

Rys. 3

43. n =0, brak sily osiowej. Problem ten mozna rozwiaza¢ na drodze nume-
rycznej ustalajac zaleznoéé miedzy parametrami e i ¢r z warunku n = 0. W przy-
padku malej réznicy cignien mozna jednak zwiazek ten okresli¢ analitycznie stosujge
rozwiniccia w szeregi potggowe. Wzdr pa réznicg ciSnien (3.3) zapiszemy w postaci

g7
ydy

17?1 Vy(g2+ezy+ 23

(4.18) Ag =

Przeksztalémy jeszeze powylsze wyraZzenie nastgpujaco:

p—ﬂ

l/_lglfV ]/1+ St

i zastosujmy rozwinigcie wyrazema podcalkowego W szereg pot:;gowy Otrzymamy
WOWCZAs

{4.19)

g2y3

3
cr ydy ( e c2

. Ag= ——= —
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a po wykonaniu prostych catkowan

Cy 2 ez c,% Yo
4.21 Ag = [* PR P = TP ] .
4.21) NPV I e 92 ot

Dla przykiadu zajmiemy sig przypadkiem samego ciénienia wewngtiznego, ¢; = 0,
qw = Aq. Przeksztalcajac w analogiczny spos6b wyrazenie na sile podluzna oraz
uwzgledniajge (4.21) otrzymujemy ‘
ﬁ-—i‘.

B2 cr [2 \ 2 z ]
S A YT SR 17 Y o2
4.22) n 1= Tg1/3 5 sg2” og2 7 + 1 +
1 e [ e2 c? e
— =212 -+ L P R . 1 ]
I—pigll” " T@? Tapr e

We wzorze (4.22) sila podtuzna wyrazona Jest poprzez parametry e, g, ¢, oraz f.
Dla uzyskania prostej zaleznoéci miedzy e i ¢, przy ktérej sita podhuina znika,
pomifmy wyraZenia zawierajace w mianowniku g2 (pamigtajac o uczynionym za-
loZzeniu duzego skrecania)., Po uwzglednieniu granic otrzymamy
o 2 1-f e 20-p
(4.23) n:ﬁf——_*—_wﬁ——i.
(g13y3 1—p2 g 142
WprowadZmy jeszcze oznaczenia
2 1—p I -8
4.24 =" __ " S
( ) lu'l 3]/3 . ,82, |u’2 2‘ 1 _ﬁz:

wzdr (4.23) przyjmie wéwezas postad

1 e‘#z
Cp— — &,
“lgl el
Zakladajgc teraz n = 0 ofrzymamy poszukiwana zalezno$é

(4.25) ne—

H1

(4.26) o= o
2

gdzie

(4.27) b 1P

e 3Y30A—p)
Podstawiajac t¢ zaleino$é do wzordw ogolnych (3.26), (3.29), (3.31) otrzymujemy
cze8¢ krzywej graniczne; polozona w poblizu czystego skrecania.
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PezoMe

IPEAEJNLHOE COCTOAHUE TOJCTOCTEHHON TPYEBI, )
OPYU OJHOBPEMEHHOM KPYUYEHWHW, PACTSKEHWUW W PA3SHUIIE JABIEHNIA

TIpuBoAATCI TOAPOOHEI AHANM3 DPEACIIBHOTO COCTOSHEA TONCTOCTCHHOM TpyOBL Tl Brpoc
CIMKHOrO CHYy9as HArpy3kd EpPYTAIMM MOMEHTOM, pasHHUSH NAaBNCHER ¥ npogomeHol cumoif,
B paGore [10] patoTea obmme GOPMYyNHI, OOpPENSISHOINES OPEASTIEHOS COCTOAARAS TONCTOCTEHHON
TPYOE Jiia Goice CIIOMKEOTO CIy9as HATDYIKH: DACTHKCHMA KM CHRATHA, KPYUCHHS, ParAaNbHEIX
BHYT{PECHHSIX H BHEIIEHIX HABICHMI, KacaTeNbHLIX NaBICHMH B OCEBOM HAUPDABISHHH, A4 TAKXKE
KACATENLALIX OARICHHH B OKPYKHOM BanpaBleHAH. (OfHaKo, KaK B Hactosuied pabore, Tak v B pa-
6ore [11], rae sroT cnydai obobmaercs, xodapisis X HEMY TEPMHYECKEE HAIDY3KW H MACCOBHIE
CHIIB, He TPHABOJIATCH HUKAKHe OCOORIe Cily¥au HH MHMCIEHHELIE pacyertsi. B macroamel nyGnukaigam
paccMarpusaemiie GopMyisl (IpH npeRedpereHEN KACATENLHLIME HaBIeHMsME) HCIONB3OBAHO
OpV YHCIICHHBIX PACYETAX, CBOMA BCE CYMECTRBYIONIHE TAM HHTSTDANEL K HOPMAJBHEIM HITIANTH-
YECKMM HHTErpaiaM. Bce BeNMHTHALI B 3THEX GopMyaax NpeAcTABICHE! B OespasMepHOit dopme.

OCHOBLIBAACE HA TOMYYEHHBIX BRIPAKCHUAX I DA3HMUIEL AasneHuli, TpononLHOH CAIEL K EpY-
TALET0 MOMEHTd, AAIOTCA YHCIOBBIE UPHAMEDEL M APMMEDS] H3TOTOBNESHHAA NPSNSHBHBIX KPHBHIX
U OTHSIBHRIX CIYyY4eB HATPY3KA:

4 -— MPOAOIBHAA CHIA M DA3HHIR HABleHud,

6 — mmockoe gedrOpMEPOBAHEOE COCTOMHHE,

B — KPyTAHAN MOMCHT, DA3HHANA AABICHEYN (M OTCYTCTBME OCCROM CHIBI).

Bee pacyeTHI RPOBEREHH! IPH HCIONIB30BaHNA Ta0IAl 2AMADTHICCKHX HHTerpanos B, M. Be-
aaxosa, P. M. Kpapuosoit w M. I'. Pannonopra [1], JlsarpaMmel H3rOTOBISH NPREAMAA OTHO-
IIEHME JUAMETPOB, § = 1/2.

4

Summary

THE LIMIT STATE OF A THICK-WALLED TUBE UNDER SIMULTANEOUS TORSION,
TENSION AND PRESSURE DIFFERENCE

This is a detailed analysis of the limit state of a thick-walled tube in a triply combined case
loading, namely with a torque, a pressure difference and a longitudinal force.

General equations describing the limit state of a thick-walled tube are established in [10] for
amore complex case of combined tension or compression, torsion, radial inner and outer pres-
sure, and circumferential axial and shear loadings.
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Howevet, a discussion of particular cases and examples of numerical computation have not been
given in either the paper mentioned above or in [11], in which the above problem is generalized by
adding thermal loads and mass forces. In the present publication, the formulae obtained are
adapted (shear loadings being disregarded) for numerical computation by reducing all the integrals
involved to normal elliptic integrals, All the quantities involved are expressed in dimensionless
form.

On the basis of the expressions obtained for the pressure difference, longitudinal force and torque
examples of numerical computation are given. The limit curves are presented in the particular cases of

a) combined longitudinal force and pressure difference,

b) plane state of strain,

¢) combined torque and pressure difference with no axial force.

All the computations have been performed using tables of elliptic integrals of V. M. BELAKOV,
R. 1. Xzavcowa and M. G, RarpoporT [1]. The diagrams have been performed assuming for
the ratio of diameters, §= 1/2.
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