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ZAGADNIENIE LEPKOSPREZYSTEGO PRETA KOFOWEGO
NA PODEOZU LEPKOSPREZYSTYM

BOGDAN SKALMIERSKI (GLIWICE)

W pracy oméwiono problem zginania slabo zakrzywionego lepkospreZystego
preta kolowego o przekroju zwartym, na podiczu lepkosprezystym. Zalozono,
#e obcigzenie stanowia wylacznie sity promieniowe. .

Zagadnienie rogpatrzono w dwédch aspektach: jako quasi-statyczne i jako
dynamiczne, tzn. z uwzglednieniem sit bezwladnosci. Rozwigzanie otrzymano
opierajac si¢ na analogii sprezysto-lepkosprezystej [1]. Wyniki otrzymano na pod-
stawie odwrotnej transformacji Laplace’a i Fouriera.

W zakonczenin zbadano zmiennoéé uvgieé w czasie pod wplywem wedrnjgcej
sity promieniowej. Do rozwazan szczegotowych przyjeto model Voigta,

1. Zginanie preta kolowego

Punktem wyjécia rozwazan jest rOwpanie rdZniczkowe rownowagi zginanego
preta [2]

El d? . d2q* (g, )
(.1 | J“"{ng;z‘(—“l”l) W(W,I)—T,

gdzie F oznacza modul sprezystosel materiatu preta, T moment bezwladnoéel prze-
kroju poprzecznego, R promien krzywizny pierwotne] preta oraz W ugiecie mierzone
na zewngtrz od pierwoinej osi preta.

Traktujac problem jako quasi-statyczny okre§lamy obcigZenie nastgpujaco:

(1 2) ) q” ((P: f)*ﬁ’(% t)ka((p: t)

gdzie k jest stalq sprezystosel podioza, na ktdrym spoczywa pret. Wstawiajac (1.2)
do (1.1), wykonujac tranformacje Laplace’a oraz korzystajac z analogii sprezysto-
lepkosprezystej, napiszemy transformate rdéwnania dla preta lepkosprezystego
na podiozu lepkosprezystym w nastgpujacej postaci:

E(pI a2 @& W(p.p alp,p)
wy  Sa ;,—Z(EJr 1) P on)+F(p—g s o= L
Z kolei wykonamy na réwnaniu (1.3) skonczona transformacje Fouriera. Pomi-
niemy dodatkowe wyrazy transformaty. Pominigeie to jest uzasadnione tym, Ze
rozpatrywaé bedziemy tylko dwa przypadki zamocowania konicow preta: zamo-
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cowanie przegubowe (transformacja sinusowa) i sztywne z mozliwoscia przesu-
niecia bez obrotu (transformacja kosinusowa); zaldéZmy przy tym niescifliwo$é osi
preta ¢ = 0 (por. [2], 22).

Po dokonaniu kolejnych transformacji réwnanie rézniczkowe (1.3) przechodzi
w rownanie algebraiczne

(p) 1
(1.4) TR Wl p) G — D2 4+F (p) Wu (0) = g (),

gdzie p, sa wartosciami wlasnymi zagadnienia brzegowego. Znajdziemy

5% (»
( p)

(1.5) Wau(p)=
k(p)+

(ﬂn - 1)2

Dokonujac odwrotnej tranformacii Fouriera otrzymamy

Zoo: An an (7)) Fn(9)

0 (p) ot~ (”) L (2 — 12

(1.6) Wp,p) =

gdzie
Fplg) =sinpunp albo  cospa @,
1
Am =127
1, jeSli n£0.

jedli n=0;

Pozostaje obecnie do wyznaczenia funkcja W (g, £). W tym celu wykonujemy na
(L.6) odwrotng transformacje Laplace’a przy wykorzystaniu twierdzenia o splocie.
Oznaczajgc przez

_ -1
(1.7) Gn(t):B“{[k(p)+ Ent (Mn—l)zl }

otrzymamy: nastgpujacy wynik po dokonaniu wspomnianej odwrotnej tranformaci:
- ¢
19) W0 = X b Fa () f G (¢ — ) gu (2) .
f=0
! 0 .

Rozwigzanie (1.8) mozna dostosowaé do rdznych modeli reologicznych podloza
1 preta, jak réwniez do résnych przypadkéw zamocowania koficéw preta, W priy-
padku przegubowego zamocowania korcdw preta

‘n:n: nr
(]‘9) fn =", Fﬂ(qj):Sin__qu
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natomiast
Po

2 . hm

(1.1 qﬂ(t):qu(u,r)sm—udu.

. o . Po
Podstawiajac (1.9) i (1.10) do (1.8} znajdziemy

[ ?0

> 2 nw nm
1.11 Wip, ) = — §in — fG tgr)[f U, T sin%ud]d .
(L.11) P .,g;% (PO(PO w ( 06.!()%:!1

W przypadku utwierdzenia z mozliwoscia promieniowego przesuniccia bez obrotu
nalezy przyjaé

o nm
(1.12) 7 Fyp (@) =cos—op
' %o
oraz . \
2 [ nw
(1.13) qn'(r)“—“—fq(u,t) cos—uwudu,
Yo ¥ Po
co daje
o |3 P
22n HIT nr
(L14) W{p, 1) = —cos—g | Gul(t — 1) g (u, ) COS%udM] dr.
= ¥ Py 3 - %o

Przyjmujac ¢g = = mamy przypadek pdlpierécienia. Rozwiazanie dla pdlpierscie-
nia jest zarazem rozwiazaniem dla pelego pierScienia, gdy funkcja obeiazen pro-
mieniowych jest parzysta wzgledem argumentu ¢ [réwnanie (1.14)].

Azeby nwolni¢ sig od tego ograniczenia dla
preta zamknigtego, obcigzymy go w punkcie
¢ = silg P = 1. ObcigZzenie przedstawimy za
poérednictwem funkcji Diraca:

Pret po adksztatceniu

Prred odksziatesniom

1
(L15) g, 1) =§E6(uwn)5(t—r).

Tak obliczone przemieszezenie W(p, 1) dla od-
réZnienia bedziemy oznaczali przez

1.16) W= T 7 cosnpGy(f — ).
( ) %42_2 R PG ( )

Przencszye sife P =1 z polozenia p =n do
polozenia okreflonego wspolrzedna y (rys. 2)
0raz Zwazywszy, Ze

Rys. 1

cosn(mt+o—y)=cosn(—an+e— )= (—1)cos n:(gv — ),
wyznaczamy na podstawie (1.16) funkcje wplywu: '

oo

Au
) M il
(1.17) W@, T, e, 1) =

=0

cosnly — ) Gp(t — 1),
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Majac wyznaczona funkcje wplywu mozna dla dowolnego obcigZenia q(p, D
okregli¢ ugiecie na podstawie nastepujacej formuly:

(1.18) Wip, t) = ngfq(w, NG —Tycosn(p —y) dpde.
n=0 & 0

g{w,t) : g{pt)
e e

Rys. 2

Powyiszy wynik jest ogdlnym rozwiazaniem dla preta lepkosprezystego zamknietego.

2. Preypadek k(py= aE(p)

Jezeli rozwazany pret spoczywa na belkach woZonych wzdtuZz tworzaeych walca
lub na pretach wloZzonych promieniowo, lub wreszeie na tarczy nieSciSliwej, to
zachodzi zwiazek k (p) = aFE (p), gdzic o = const. Zaklada si¢, Zze polaczenie preta
ze wspomnianymi elementami jest takie, Ze przenosi tylko obciaZenia promieniowe.
Przypadek wspélpracy z tarczg jest oczywidcie pewnym uproszezeniem techmcznym
Przy takim zalozeniu na podstawie (1.7) otrzymujemy

(2.1) G (1) ! BI{E"}

. ) = — YR A
F

E, [a+ ! (n? ﬁ1)2] (7)

Zgodnie 7z [1], s. 671 68, dla modelu Voigta przy uwzglgdnieniu warunku niefcighi-
woscl

Ey
E(p)~

gdzie »g = 1/2 oraz A oznacza czas relaksacji.

(—!—0)1_,_2,

Wykonujac odwrotng transformacie, otrzymamy

et

2.2) | Gy (1) = 7 .
AEy [a + R (n2 - 1)2]
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Wstawiajac (2.2) do (1. 18) dostajemy ogdlne rozwu;zame w przypadku modeIu
Vmgta

i , . = o . xn - ﬁ—-
(23) W(p, ’):Z f f q(w, de * cos n{p— w)dwdf
' o0 [a+—(n21)2]lo 0 s -

3. Przypadek wgtfrujqcej sily promieniowej

Rozpatrzymy przypadek, gdy sila Py wedruje z predkodeia ¥ po obWodzie_ kota
bedacego osig preta. Taki stan obcigzenia jest czgsto realizowany w pracy wszelkiego
rodzaju kol pednych. Zadanie sprowadza sie do znalezienia calki zawarte] W (2 3
przy przyjeciu

, Py
G.D 9= 7 0y -7,

gdzie w = VJR. Wstawiajac (3.1) do (2.3) otrzymamy
. P oo 2‘ ¢ t—v
=— . a = :
(32 W(p )= :rrAREOZ fe .cosn (99 wtydr. -
=gk —(112 — 1)z 5 :

Obliczajae calke dostajemy wynik dla tego szczegdlnego przypadku obcigzenia:

0 i An Aon
63 Weo= oo 2 2ozl
a+—(nz—1)z

1 o 1 ' :
o . o R Y i e
X { T 087 (p —wi) —sinn(p— o) —¢ ( Ao COS T sin mp) }
Zatdzmy, ze I[R* = a; wtedy wiclko$é bezwymlarowa przyjeta do obliczefi wy-

niesie

An Amn
H= 2 1+(n2— e (zmn)z+1

BA,w,p,0) =

1 1. :
. . _ o t,!n S Gy -
x [ T cosn (¢ cot) sin # (¢ — cot) e ( Aoon cos g — sin mp)].

W przykladzie obliczono wartosci g (2,' o, @, ) dia p=0,24 “—";-0,5 sek.id=1 sek.
oraz o = 1sek.”1, @ == 2sek.71, @ = Jsck.~1 dla czaséw od 0 do 6x sck., co
0,27 sek. Wyniki obliczeri zestawiono w tablicy 1.

Rozprawy InZynierskie — 7
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Tablica %
4 =0,5 sek. A =1 sek.

tee w=1sek.~1| o=2sek.~1| w=3sek.~1| w=1sek,~1| w=2sek.,~1| w=3sek,~1
0,0 0 0 0 0 ) 0 0

0,2 0,5450 (,4564 0,2728 0,5244 0,4853 0,3633
0,4 0,3470 —0,2229 —A),5461 0,4564 0,1068 —0,1567
0,6 —0,0324 —0,7737 —,0397 0,1331 ~0,3695 —0,0131
0,8 —0,5231 —0,3715 0,5273 —0,2229 —0,2962 0,3885
1,0 —0,8744 0,4850 —0,3155 —0,5920 0,2224 —0,0448
1,2 —0,9322 0,68388 —40,3491 ~—0,7737 0,4627 —0,2092
14 —0,6611 —0,1258 0,5509 —0,6917 | 0,0636 0,3115
1,6 —0,1556 —0,7086 -—0,0058 —0,3715 - | - —0,3868 0,1106
1,8 0,3636 —0,3279 —{0,5356 0,0341 —0,3104 —0,2914
2,0 0,8445 0,5168 0,3172 0,4850 0,2122 0,1228
22 (,9435 0,6301 0,3173 0,7168 0,4543 00,2590
2.4 0,6116 —0,1127 —0,5207 0,6088 0,0568 —0,2436
2,6 0,0601 —40,6998 —0,0227 0,2613 —0,3932 -{},0843
2.8 —0,4141 —0,3219 0,5408 ~-0,1258 —0,3156 0,3314
3,0 —0,8014 0,5211 —0,3078 ~0,5124 0,2085 —0,0925
32 —0,8832 - 0,6330 —0,3440 —0,7086 0,4513 —0,2483
3,4 —0 6282 -~ 1109 0,5550 —0,6384 0,0542 0,2801
3,6 —0,1336 —0,6986 —0,0031 -—0,3279 —0,3956 0,0849
3,8 0,3797 —0,3211 —0,5341 0,0727 —0,3175 —0,3129
4,0 -0,8554 0,5217 0,3184 0,5168 0,2071 0,1056
4,2 0,9508 0,6333 0,3181 0,7429 0,4501 0,2449
4,4 0,6165 —0,1107 —0,5202 0,6301 0,0533 —0,2554
4,6 0,0633 —0,6984  —0,0224 - 0,2786 —0,3964 —0,0039
4.8 —0,4i21 —0,3210 0,5411 —0,1127 —0,3182 0,3236
5,0 —0,8000 0,5218 —0,3077 —0,5017 0,2066 —0,0990
5,2 -0,8823 0,6334 —10,3439 —0,6998 0,4497 —0,2536
5,4 —0,6276 —0,1106 0,5550 —0,6312 0,0530 0,2759
5,6 —0,1332 —0,6984 —0,0031 —0,3219 —0,3967 0,0814
58 0,3800 —0,3210 —40,5340 0,0779 —0,3185 —0,3158
6,0 0,8556 0,5218 0,3184 0,5211 | 02064 0,1033

4, Problem dynamiki

Zagadnienie dynamiki preta lépkosprQZyste go mozna rozwiazaé w spos6b podobny.
Wykonujac transformacje Laplace’a na réwnaniu uwzgledniajacym sity bezwladnoscei
w czasie ruchu preta napiszemy

W (¢, p) 2W(pp) _

“.D do2 +1) W(%P)*i-k(p)———~ FAQPZW’

E(p)I d2 | a2
R4 dqaz(

2
= o2 e (of (D) +2 (@) + 4 (v D)),
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gdzie

’ d o
@ jest gestodcig materiatu preta,

Wykonujac nastgpnie skoriczong tranformaci¢ Fouriera przy tych samych warun-'
kach brzegowych co w przypadku réwnania (1.4) otrzymujemy '

e 1 i_A ﬂ+ﬂ
42) Wl — E( )q (2)+40 (pfn + ga) ’

—(us — )2+ & (p) + Agp?

gdzie
2 Po
(fn,gn,qn)=%I(ﬂg,g_)Fn(u)du-
0

Po dokonaniv odwrotnej tranformacji Fouriera znajdziemy

Z A qn (p) + Ao (pfn+gn)

4.3) W, p) = Fr(p).

=0

(/uﬂ 12+ k (p)+- Agp?

Wprowadzajac oznaczenie

(p) - )t
(4.4) i (f) = £71 (#d, 12+ (p) + Agp2
oraz
| ol - vk ] )
(4-5)_ Fan{f) = £71 7 W — D2k (p)+ Aop?| ¢,

a nastepnie Wykonuje;c odwrotna tranformaq@ Laplace™a przy wykorzystaniu twier-
dzenia o splocie funkeji ofrzymamy - : -

“o W= F { [ it D00 @ A araa O area o,
=0 ]
gdy E | o0 4
@D - fD=g@=0, Wend— N 2l [rnt— D an@de.
#=0 . ] .

Wynik (4.7) pod wzgledem budowy i w sensie matematycznym jest identyczny
z réwnaniem (1.8) z tg jednak réznica, #e na miejsce’ Gy (f — 7) W (1.8) weszlo
wyrazenie ry, (f — 7} w (4.6). W r,, (©) uwzgledniony zostat wplyw sit bezwiadnosci
na ruch preta Jepkosprezystego. W zwigzku 7 tym up. dla zamknigtego preta koto-~
wego mozZna na podstawie (1.18) napisaé réwnanie ruchu '

t o
@y W 2—} [[awina=nconi—paper.
#=0 [
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Rozwigzanie (4.8) mozna podobnie jak w przypadku zagadnienia quasi-statycznego
dostosowaé do réznych modeli reclogicznych podioza i preta. Dostosowanie po-
lega na odpowiednim doborze & (p) i E(p) we wzorach (4.4) i (4.5). Gdy g (9} i f(p)
sg rézne od zera w przypadku preta pelnego, nalezy je rozbi¢ na czesci parzyste
i nieparzyste uwzgledniajyc transformacie raz kosinusowa a raz sinusows, a nastep-
nie zastosowaé zasade superpozycji, jakiej podlega rozwigzanie.

Zatozymy téwnicz, Ze mamy do czynienia z modelem Voigia, zatem

E(p)=Es (1 + 4p).
Wtedy po wykonaniu odwrotnej tranformacji Laplace’a na (4.4) i (4.5) otrzymamy
- 1 @n Ab

e 2 1
Fro (D) = ; sin T (1 =g Gn 12)2‘,
AQ]/%; (1 '

S 2
7 anﬁ)

{4.9) 1 : — e,
—p —_——r an A sin anll — z
. e ay A2 4

Fau (1) = | Y el l/ — )
( -

Gdy 1 — (as 22/4) < 0 wzory (4.8) i (4.9) przechodzg w mastgpujace:

-—lan At

e 2 1
Fig () = : shl/ an (Tanl—’-ﬁl)t,
Ap ]/aﬂ (-Z an A2 — 1)

(4.10) o : i I]/' an 12_ 1)
R e'—'fafn —‘—aﬂT‘—_ dp &SI Uy ( 4 {
ch apl———— 1} —

Ton (I) = T 4 T s
an 4 - 1)

gdzie

@1y = f”[ (,ufl)ua]

Przejicie ze wzoréw (4.9) na wzor (4.10) mozna komentowad jak przejscw od ruchu
periodycznego do ruchu aperiodycznego.

5. Przypadek wedrujace] sily promieniowej

Na zakoniczenie rozpatrzymy jeszcze raz przypadek wedrujacej sily pfomiem"o—
wej Py Zagadnienie sprowadza sie do znalezienia calki rozw:lqzama (4.8) przy
zaloZzenin, ze

Py '
gy, 7} = ?5 (p — w7).




Tablica 2

A=0,5 sek. A=1 sek.

thee w=1 sek.7! i =3 sek. 71 | w="5 sek.—1 =1 sek.,~1| w=3 sek.—1 | w=5 sek.,—1
0,10 0,3100 0,3646 - 0,2703 0,2274 0,2468 0,179
0,20 0,4598 0,1877 —0,1479 0,3649 0,2039 —0,0246
0,30 0,4673 —0,2061 —0,3079 0,4086 —0,0117 —0,1560
0,40 0,3723 —0,5200 0,2158 0,3712 —0,2419 0,0954
0,50 0,1953 —0,4169 0,4470 0,2630 —0,2623 0,2658
0,60 0,0670 0,0595 —0,0047 0,1087 —0,0376 0,0533
0,70 =0,1555 0,5748 —0,1906 —0,0118 0,2762 —0,0856
0,80 10,3741 0,6764 0,3128 —0,1976 0,4139 0,1594
0,90 —0,5608 0,3172 0,5263 —0,3760 0,2743 0,3236
1,0 —0,6921 —0,1331 0,0597 —0,5259 0,0213 0,1055
1,1 —0,7508 —0,3661 —0,1379 -—0,6297 ~0,1680 —0,0384
1,2 —0,7276 —0,1446 0,3564 —0,6743 --0,1099 0,2023
1,3 —0,6218 0,3482 0,5620 —0,6528 0,1570 0,3624
1.4 —0,4415 0,7705 0,0886 —0,5650 0,4382 0,1404
1,5 —0,2023 0,6734 —0,1143 ——0,4174 0,4686 —0,0067
1,6 0,0740 0,2239 0,3760 —0,2225 0,2597 0,2310
1,7 0,2969 —0,2039 0,5780 0,0024 —0,0017 0,3885
1,8 0,6000 —0,2994 0,1016 0,2015 —0,1241 0,1639
1,9 0,8706 0,0449 —0,1036 0,4485 0,0137 0,0145
1,0 1,0857 0,5581 0,3848 0,6674 0,3051 0,2503
2,1 1,1991 0,8210 0,5852 0,8314 0,5230 0,4059
2,2 1,1872 0,5613 0,1074 0,9114 0,4537 0,179
2,3 1,0626 0,0945 —0,0988 0,5029 0,2125 0,0288
24 0,8576 —0,2748 0,3887 0,8134 —0,0390 0,2632
2,5 0,5926 —0,2154 0,5885 0,6668 —0,0788 0,4176
2,6 0,3073 0,2245 0,1101 0,4742 0,1285 0,1902
27 0,0987 0,7125 —0,0967 0,2647 0,4278 0,0383
2,8 —0,1660 0,7891 0,3905 0,0038 0,5510 0,2719
2,9 —0,3904 0,4093 0,5899 —0,1123 03983 0,4254
3,0 —-0,5526 —0,0550 0,1112 —0,2873 0,1326 0,1972
3,1 —0,6366 —0,3055 —0,0957 —),4138 --0,0673 0,0447
3,2 —0,6341 —0,0940 0,3913 —0,4790 —0,0187 0,27717
3,3 —0,5453 0,3896 0,5906 +0,4761 0,2394 0,4307
3,4 —0,3788 0,8044 0,1118 —0,4051 0,5134 0,2020
3,5 —0,1510 0,7011 —0,0953 —0,2727 10,5367 0,0490
3,6 0,1160 0,2466 0,3017 —0,0015 - 40,3213 0,2816
3,7 0,3329 —0,1856 0,5909 0,1208 0,0536 0,4343
3,8 0,6294 —0,2844 0,1120 03115 —0,0741 0,2051
1,9 0,8949 0,0571 —0,0951 | . . 0,5481: 0,0589. 0,0518
4,0 1,1056 0,5683 0,3918. 07577 | 0,3464 1 7. 0,284
4,1 1,2154 0,8294 0,5910 T 09131 | 0,5603" 0.4365
4,2 1,2005 0,5682 0,1121 0,9853 0,4874 0,2073
4,3 1,0735 0,1000 —0,0950 0,9698 | . 0,2429 0,0538 |
4,4 0,8664 —0,2703 0,3919 08740 | "—0,0115 0,2859
4,5 ©0,5999 —0,2117 0,5911 0,7215 —0,0539 0,4381

13331
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c. d, Tablicy 2

4 =0,5 sek. -_ : T A=l sek.m1
e w=]1 sek.”1}w=3 sek.”1 [ =35 sek.”1{ w=1 sek."1] w=3 sek.~1{ w=25 sek,—1
46 0,3133 0,2275 0,1122 10,5236 0,1510 0,2087
47 0,1033 0,7150 —0,0950 0,3094 0,4483 0,0551
4.8 -0,1622 0,7911 0,3919 0,1332 0,5695 0,2871
4,9 —0,3873 0,4110 0,5911 —0,0766 0,4151 0,4392
50 —0,5501 —0,0577 0,1122 —0,2551 0,1477 0,2096
5,1 —0,6345 —0,3043 —0,0950 —0,3846 40,0536 0,0559
52 —0,6324 —0,0940 0,3920 —0,4525 —0,0064 0,2879
53 10,5439 0,3904 0,5911 —0,4522 0,2433 0,4399
5.4 —0,3777 0,8050 0,1122 —0,3834 0,5236 0,2103
5,5 —0,1500 0,7017 10,0050 40,2531 0,5459 0,0565
5,6 0,1168 0,2470 0,3920 —0,0738 0,3296 0,2884
5,7 01,3336 —0,1853 . 0,5911 0,_1 369 0,0610 0,4404
58 0,6300 —0,2841 0,1122 0,3264 —-0,0673 0,2107
5,9 0,8953 0,0573 —0,0949 0,5616 0,0651 0,0569
6,0 1,1060 0,5685 0,3920 0,7700 0,3520 0,2888

Uwzgledniajac zatem (4.9) w (4.8) oraz wykonujge calkowanie otrzymamy
Py d An
G.1) ’V(%‘)‘*anAgégg ———

4

£ 2 %
o { Z :‘ Lblnsm n{p — wt) — cosn(p — wi)—e” *n b (E—n sin &y, — cos z‘}m)]

i In

_|_.
'n, [ 2 ) ( ) ( 27 : ]}
r— — e S
i .

(5.2) 1
. ‘ CMa = dn k.

2
W obliczeniach przyjmiemy I/R% = a. Zatem

(53) __f:_'f 2 12+1].
. an = Ao [(n2 — 1) .

W przypadku gdy czasy relaksacii sa wigksze, takie Ze a, A2/4 > 1, nalezy uwzglednic
(4.10); w (4.8) i wtedy

-3 ;!vn

P
. 2w RAo Z_: Ve a2
B '""_‘ Vaﬂ, (aﬂ, _4_'""' 1)

G4 W=
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1

(54) X {_ [#0n cos 1 (@ — i) — nw sinn (p — of) —

. d.] 215, H2 02 - nrl __

—Hap b H —_——— _ —

— e (3, COS R — 1w Sin ne)] 2 o [#1n cos 2 (p — i)
— nwsinn (¢ — ot) — e~ % (3, cOS np — now sin mp)]} ,
Tablica 3
‘ Hm
v 0,2 04 | 06 08 | 10 1.2
0,050 00,4743 0,5322 0,2986 0,0253 —0,3910 —0,6077
0,100 0,0659 0,7497 0,5385 0,1596 10,2100 —0,4938
0,150 0,8266 0,9729 0,7886 0,4037 —0,0035 —0,3507
0,200 0,9719 1,1607 1,0172 0,6382 0,1950 --0,1958
0,250 1,0563 1,2877 i,1991 0,8438 0,3816 —0,0432
0,300 1,0730 13446 1,3224 1,0065 0,5463 0,0998
0,350 1,0276 1,3358 1,3901 1,1311 0,6876 0,2263
0,400 0,9417 1,2718 1,4061 1,2188 0,8067 0,3330
0,450 0,8196 1,1689 1,3796 1,2742 0,9082 0,4343
0,500 0,6929 1,0530 1,3249 1,3069 0,9986 0,5363
0,550 0,5767 0,9304 1,2522 1,3216 1,0802 0,6412
0,600 0,4637 . 0,79%0 1,1563 1,3116 1,1407 0,7427
0,650 0,3357 0,6461 1,0294 1,2644 1,1795 0,8302
0,700 0,1794 0,4631 0,8649 1,1731 1,1818 0,8953
0,750 0,0107 0,2464 0,6600 1,0336 1,1426 0,9318
0,300 —0,2326 0,0497 0,4175 0,8469 1,0583 0,9339
0,850 —0,5003 —0,2294 - 0,1491 - 0,6225 0,9338 - 0,9093
0,900 —0,7578 —0,5033 —0,0680 0,3858 0,7819 0,8615
0,950 —0,9587 —0,7328 —0,3048 0,1620 . 10,6246 0,8078
1,00 —1,0625 —0,8828 —0,4827 0,0236 - 0,4879 0,7644
1,05 —1,0522 —0,9381 |- —0,5877 —0,0956 0,3882 ‘ 0,7407
1,10 ~-0,9424 —0,90838 —0,6270 —0,1693 0,3179 0,7274
1,15 —0,7716 —0,8252 —0,6234 —0,2152 0,2639 0,7070
1,20 —2,5838 —0,7217 —0,6038 —0,2542 0,2000 - 10,6658
1,25 —1,4118 —0,6241 10,5875 —0,3008 . 0,1394 0,5984
1,30 -—0,2690 —0,5421 %0,5811 —0,3587 0,0504 0,5047
1,35 —0,1523 —0,4726 —0,5803 —0,4230 —0,0511 0,3930
1,40 —-0,0501 —0,4051 —0,5754 —0,4840 —0,1562 02678
1,45 0,0110 —0,3293 —0,5565 —0,5322 00,2555 0,1368
1,50 0,0954 —0,2386 —0,5172 —0,5607 —0,3420 00641
1,55 0,2051 —0,1322 —0,4561 —0,5668 —0,4119 —0,0421
1,60 0,3271 —0,0157 —0,3770 10,5524 —0,4652 —0,1407
1,65 0,4375 0,0489 —0,2888 —0,5234 —0,5051 —0,2333
1,70 0,5171 0,1421 —0,2037 —0,4887 —0,5374 ~—0,3229
1,75 (,5529 0,2094 —0,1335 ) --),4572 —0,5677 —0,4126

1,80 0,5386 0,2458 -—0,0844 —0,4332 —0,5984 —0,5029
1,85 0,4739 0,2556 —0,0513 —0,4123 —0,6245 —0,5879
1,90 04011 0,2575 | —0,0163 —0,3796 —0,6327 —0,6553
1,95 0,3476 0,2840 0,0464 —0,3141 ~—0,6050 —0,6883"
2,00 0,3649 0,3712 0,1087 —0,1976 —0,5259 —0,6743
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c. d. Tablicy 3
tim ’
Pl 1,4 1,6 1,8 | 20 22 24
0,050 —0,5736 —0,2893 0,1487 0,5891 0,9051 0,8856
0,100 —0,5416 —0,3263 0,0769 0.5165 0,8880 0,9483
0,150 _ —0,4806 —0,3413. 0,0158 0,4416 (,8539 0,9955
0200 | —04440 | -03437 | 00413 | 03609 0,7989 1,0190
0,250 —0,3223 —0,3405 -—0,0985 0,2731 0,7237 11,0152
0,300 | —0,2402 | —03339 | —0,1563 0,2161 0,6329 0,9826
0,350 —0,1577 —0,3226 —0,2119 0,1217 0,5272 0,9228
0,400 —0,0725 —0,3031 —0,2611 0,0263 0,4117 0,8395
0,450 0,0177 —0,2724 —0,2996 —0,0650 (,2925 0,7389
0,500 0,1139 —0,2286 —0,3245 —0,1485 0,1760 00,6299
0,550 0,1884 —0,1720. —0,3342 —0,2215 - 0,1138 0,5132
0,600 0,2805 —0,1047 -A{},3285 --(,2827 . 0,0087 0,3924
0,650 0,3705 —0,0311 —0,3123 —0,3323 —0,0018 0,2650
0,700 0,4518 0,0435 —0,2863 —0,3717 —0,1872 0,1908
0,750 0,5197 0,1135 -0,2549 —6,4021 —0,2771 0,0683
0,800 0,5712 0,1757 —0,2202 —0,4241 —40,3601 —0,0547
0,850 0,6069 0,1876 —0,1813 —0,4354 --0,4330 —0,1743.
0,900 0,6324 0,2365 —0,1335 —0,4312 —0,4903 —-0,2843
0,950 0,6585 0,2959 —0,0698 —0,4050 —0,5250 —0,3777
1,00 0,6932. 0,3759 0,0154 —0,3515 —0,5315 —0,4481
1,05 0,7509 04792 0,1229 —0,2697 —0,5077 ~—0,4923.
1,10 0,8174 0,5972 - 0,2077 —0,1640 —0,4561 —0,5107
1,15 0,8753 0,7090 0,3417 10,0428 —0,3829 —0,5069
1,20 0,9100 0,8122 0,4735 0,0842 —0,2952 —0,4854
1,25 0,9126 0,8918 0,5945 04,2093 —0,1989 —0,4458
1,30 0,8799 0,9426 0,6996. 0,2915 L0078 —0,4020-
1,35 0,8146 0,9033 0,7815 0,4006 0,0066 —0,3424
1,40 0,7225 0,9565 0,8505 0,5039 0,1138 ~-0,2710
1,45 0,6124 0,9245 0,9016 0,6014 0,1831 -0,1878
1,50 0,4977 0,8726 (,9358 0,6935 0,2865 —0,0937
1,55 0,3818 0,8053 0,9558 0,7792 0,3947 0,0093.
1,60 0,2672 ~ 10,7224 0,9564 0,8501 0,5037 0,1184
1,65 0,1507 0,6229 0,9329 0,9083 0,6076 0,1882
170 0.0797 0,5112 0,8828 0,9447 0,7012 0,2928
1,75 —0,0427 0,3832 0,8048 (,9553 00,7799 0,3953
1,80 —0,1716 0,2427_' 90,7009 0,9388 0,8359 0,4927
1,85 —0,3010 0,1391 0,5777 0,8956 . 0,8780 0,5830
1,90 —0,3194 0,0007 0,4472 0,8301 " 0,9019 0,6661
1,95 —0,5117- —{3,1238 —0,3169 0,7505 - 0,9109 0,7435
2,00 —0,5650 | —0,2225 0,2015 0,6674 0,9114 0,8134
gdzie . _ ‘ .
- 1 ] P
?in-i dy 03—4—.._ I).

:3) -
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W celu zanalizowania zmiennosci W (g, £} przeprowadzono obliczenia warttosci

anREy
B (g, ) = P_ W(‘ps 0
0

na podstawie (5.4) zaréwno dla zmieniajacego sig czasu ¢ jak i p. W tablicy 2 zesta-
wiano wyniki obliczen dla réinych wartodci £, @ 1 A prey stalej warto$ci @ == 0.
W obliczeniach przyjgto £y afdp = 20.000 sek—2, Krzywa obrazujgca ruch punktu

i } A=05sek
Fow=f %‘ek
9=0

a5t

Rys. 3

osl preta (rys. 3 i 4) w zagadnieniu quasi-statyczaym (linia przerywana) przebiega
ponizej krzywej problemu dynamicznego. Wplyw sil bezwladnosci jest widoczny,

B
A=1sek
1ob -1 Veek
=0

AN

Nz Il &7 tfsek] |
\\__ [

\~)

U

: - 'Ry‘s. 4

Pod wplywcfn sity wedrujacej punkt osi, wokét ktérégo ddi)ywajac sie oscylacje,
ustala si¢ ponad osig, f = 0. Odchylenie tego punktu wzrasta ze wzrostem lepkoéci
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jak i predkodci katowej o promienia wodzacego okredlajacego polozenie sily.
Amplitudy wychylefi natomiast maleja. Cykl powtarza sig co 2x/w.

&

Rys. 5

Z. wykresu odksztalconej osi preta (rys. 5) wnioskujemy, Ze pewne maksimum
wychylenia podaza za punktem przyloZzenia sily. Wyjatek stanowi moment roz-
poczecia procesu obcigzania (w naszym przykladzie przedzial 0-0,4 msek.).
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PeszmomMme

TIPOBJIEMA BSI3KOVIIPYT'OI'O KPYTOBOTO CTEPXKHS
HA BAKOVIIPYIOM OCHOBAHNHA

B paBore paccmarpueaeTes BOmpoc msriba cnabo SaKpHBACHHOTO, BABKOYHAPYIOIO KpPYro-
BOTO CTEPEHS NOTHOI'O COUCGHMS, HA BA3KOYNPYTOM OCHOBauMH. IIpemmomaraeTcs, 4T0O HArPY3Ky
COCTaBNAST ACKIFOYATENHHO PANHALHLIC CHIbI,

3azmada pPACCMATPHBAETCH B [BYX ACMEKTAaX: KAk KBA3E-CTATHYECKAd M Kak NTMHAMHYCCKASA
T.€. C YYETOM CHI HHepiwd, Pellleare NOIy¥eH0 OCHOBRIBAACE Ha YIPYTO-BA3KO-YOPYFoH AHaMOTHH.

PeaynpraTst momyuens: & suge ofparHoro npeobpasosamms Jlammaca @ Oypre. B sakmoyerne
HCCIISNOBANACE M3MEHHOCTS NPOTHOOB B0 BReMs HOABHKCHHON DASHANBHOM CHIIBL.

TlompoGHO paccMoTpeso Mofmelh DOBITA,
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Summary

THE PROBLEM OF A CIRCULARLY CURVED VISCOELASTIC BAR RESTING ON
A VISCOELASTIC FOUNDATION

The bat under consideration is a viscoelastic circularly curved bar of small curvature and
simply connected cross-section, resting on a viscoelastic foundation. It is assumed that it is
loaded by radial forces only. The problem is considered as a quasi-static and dynamic problem
(the inertia forces being included). The results are obtained as an inverse Laplace and Fourier trans-
form. In conclusion is considered the time-dependency of the deflection under the action of a wan-
dering radial force. The Voigt body is assumed for detailed considerations.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 1 czerwea 1964 r,





