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1. Uwagi wstepne

W niniejszej pracy zostaly wyprowadzone podstawowe réwnania teorii powlok
ortotropowych. Przedstawione zagadnienie ujmuje sie jak najogdlniej,. przyjmujac
sze$¢ funkeji charakteryzujgcych omawiang tutaj ortotropig. Otrzymane réwnania
stosujg sig zaréwno do ortotropii naturalnej (wlasnosé materiahn), jak i do orto-
tropii konstrukeyjnej pojstej mozliwie ogdlnie (powloki uzebrowane, pofaldowane
o zmiennej grubodci itp.).. -

W pewnych zagadnieniach teorii powlok wyst@puje ortotropla ktora polega
na wyst¢powaniu réznych wlasnosci sprezystych w pewnych ograniczonych ele-
mentach, tworzacych pofaldowania (uzebrowania). W ten sposdb okredlona orto-
tropi¢ nazywaé bedziemy ortotropia konstrukeyjna pierwszego (drugiego) rodzaju.

Do rzeczywistej powierzehni $rodkowej powloki mozemy przyporzgdkowad
powierzchnig umowna; bedzie to powierzchnia, wzgledem ktérej. odniesiemy
pp. pofaldowania. JeZeli powierzchnia umowna moze byé¢ okreslona analitycznie
znacznie profciej niZ rzeczywista. powicrzchnia $rodkowa powloki, to moZemy
analizowa¢ stan odksztalcenia i naprezenia powltoki umownej przy nie zntienionym
obcigzeniu, traktujac rozwigzanie jako przyblizone dla powloki rzeczywistej. Moina
traktowad powiokg umowng jako ortotropows przy odpowiednio dobranych funk-
cjach ortotropii. Funkeje te mozna wyznaczy¢ pordownujac odksztalcenia elementu
powloki danej i powloki ortotropowej- umownej. Nalezy tutaj wprowadzié kon-
strukcyjne wartodci moduléw Younga, Kirchhoffa oraz liczh Poissona, Tak pojety
ortotropi¢ okreélano do tej pory wylacznie dla powlok obrotowych [1]1 to dla
© stanu quasi-osiowo-symetrycznego, wprowadzonego przez E, RE1ssNerA [3], Uwaga
autoréw kierowala si¢ prawie wylacznie na powloki warstwowe i uzebrowane,
0 czym Swiadeza. dwie podstawowe dla tego kierunku badan monografxe S. A Am-
BARCUMIANA [4] i 1. A, BIRGERA [6]. :

Wplywy termiczne dla powlok 1zotropowych poslugumc ‘sig  réwnaniami
W. W. Nowozmowa, uwzgledniali J. M. GRIGORIENKO i L. A. TLIN [10]. W niniej-
szej pracy wplywy termiczne traktuje sig podobme Jak to uczynit W. Z, WeAsow
w pracy [8].

Przedstawiona tematyka wy'plyn@la ptzy badaniu przez autora zagadnief zwiaza-
nych ze zginaniem cienkosciennych tukéw ortotropowych. Zagadnienia te mozna
W przyblizeniu rozwigzaé stosujac teorie powlok ortotropowych dla stanu quasi-
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osiowo-symetrycznego. Niniejsza praca ma na celu wyprowadzenie réwnan ogdl-
niejszych nadajacych si¢ do badania stanow dowolnych z uwzglednieniem wplywow
termiczaych. Zwrocono tutaj szczegbing uwage na to, aby koficowe uklady réwnan
byly jak najbardziej przydatne do zastosowait.

Obliczenie naprezeh w powlokach pofatdowanych ze wzgledu na skomplikowany
ksztalt powlok jest bardzo uciazliwe a nieraz wrgcz niemozliwe. Zachodzi wige
pytanie, czy stosujac teorig ortotropu konstrukeyjnej pozbywamy sig tutaj trudnodei?
W tym przypadku trudno$é niejako przenosi sig na zagadnienie wyznaczenia funkcji
ortotropii; jednak te ostatnic moga byé w wiclu przypadkach aproksymowane
pewnymi funkcjami przyblizonymi, co pozwala dla waznych praktycznie przy-
padkéw znaleZé przyblizone rozwigzanie.

2. Zaloienia

1. Przedstawione¢ tutaj réwnania odnosza si¢ do powlok, ktorych $rodkowa
powierzchnia przedstawiona jest za pomoca wspdlrzednych krzywoliniowych,
odniesionych do kierunkdw gléwnych.

2. Pofatdowanie (uzebrowanie) §rodkowej powierzchni powloki danej powinno
byé takie, aby kierunki ortotropii pokrywaly si¢ z liniami krzywizn glownych,
Zatem pofaldowanie lub uzebrowanie powinny byé réwnolegle do linii o lub .
Przykiady takiej ortotropii podano na rys. 3. Przypadek, w ktorym powloka jest
pofatdowana (uzebrowana) krzyzowo, a zachowuje przy tym ortotropie, moze byé
réwniez analizowany; uprzedmo jednak nalezy do§wiadczalnie okreslié wszystlkic
funkcje ortotropii.

3. Przyjmujemy, ze zaleznodci statyczne i geometryczne teorii powlok ortotropo-
wych sa takie same jak dla teorii powlok izotropowych, przy czym w tym ostatnim
przypadku przyjmuje si¢ odpowicdnie wzory W. W. Nowozirowa [12].

4. Rozklad temperatury jest funkcja liniows wzdinz elementu normalnego powtoki,
a przeplyw. ciepla jest ustalony; wtedy [8 i 11]

2.1 | B (a1, a2; 2) = to (05, d2)+2t (o1, 02),
gdzie

1 1
22 fy = E—(tertw), ¢ = ]—I(tz — tw).

W réwnaniach (2.1) i (2.2) ¢, oznacza temperature powierzchni powloki dla z = k2
(rys. 2), a fy dla z = — h/2, f, temperaturg powierzchni §rodkowej powloki, ay i a;
ortogonalne wspolrzedne krzywoliniowe. Przyjmuje si¢ réwniez, ze érednie. wartodci
dla modutéw sprezystosci sa niezaleZne od temperatury.

5. Nalezy sie spodziewaé, ze wyniki uzyskane na podstawie przytoczonych réwnail
beda tym dokladniejsze, im odchylenia powicrzchni $rodkowej powloki danej
od przyporzadkowanej jej powierzchni umownej beda mniejsze.

6. Wystepujace skladowe wektora obciaZenia powierzchniowego Xj i Z sa tylko
funkcjami wspélrzednych '
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7. Rozpatruje sie tylko male odksztalcenia i ugigeia - (tecria liniowa fizycznie
i geomelrycznie); material za§ podlega prawu Hooke’a {5.1).
3. Strona geomefryczna

Odksztalcenie elementu powloki &;, kat odksztalcenia postaciowego @ zmiany
krzywizny linii gléwnych sy, skrecenie elementu powierzchni v wynosza [12],

1 oy - 1 04; L 2 A 0 (w.;)
=5 4T Ty U3 ) w = - L
T 4y o0y " Az Ay day TRy & Az-k 0035 \Ax
A 1 9 (I ow T/[_'f) 1 D4z ( 1 aw ug,_j)
. Mg — — Vs T 51— - — )
’ Ay 0oy \ Ay 00y Ry|  AjAzy daz_y \Azy daz;  Ray
1 ( 02w 1 94; ow 1 04, 6111)
T Aj Ay \dwy 0cy Ay day 0oy Ay day dom)
21 ( 1 duy 1 Ay
kgl; _R}a A3_}c ()0:3_16 A};;A_v,_]g aa3_}4uk)

Wrystepujacy indeks ; przebiega liczby 1, 2.

Powyzszym skladowym stanu odkszialcenia odpowiadajg nastepujace warunki
nierozdzielnosci przemieszezen wyprowadzone przez A. L. GOLDENWEIZERA [9]:

4 033_1 =T aAg,_;'_I_ y dt P aAj 1 [ 383_j+
=1 5o () (%3_j ) aaj‘ / da3_5 v 50&3_3: E 3 aaj
3.2 ey ey (1+ Rj) 0‘4"]—0
( . ) + (83—.7 - Sj) af]j i ()a3mj w R}—j 0(134 ]
2 0 1 683_k 0A3 &
2{1 AIcA3—]{: {f)cwc Ak[ 37E daag (8346* ex)

+'1 A aw + @A,rg ]}
Pt P e | &

Wystgpujace w rownaniach (3.1) skladowe u; i w wektora przemieszczenia, po-
siadaja wartosci dodatnie dla przyjetego vkladu osi, podanego na rys. 1 Promienie
‘krzywizny linii a; oznaczono przez R;. Stan zwany qua31-osmwo-symetrycznym
moze byé okreflony za pomocg réwnan [3)] S

(33) o u1—uu%u(a) o =v=kr, w——w(a)
Dla taklego przypadku jak to wynika z réwnan (3. 1)2 i3 1)4, b@dzm '
(34) o w=0 T=0.
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Zmiany. krzywizny lindi gléwnych wynosza

(3.5 = R}:m’, oy = }%(*’&w cig a),
gdzie ' - .,

‘ . . L
(€KX T g j{_(w’ — u),

przedstawia zmiang kata nachylema stycznej do poludnika; przecinkiem ozna-
czyliSmy pochodng; S

/émdk wierzchi,

R . powi :
‘/5\ powtoki J,

Rﬁs.:l .
" Stan osiowo-symetryczny otrzymujemy przyjmujac

37 - : k= 0.

4, Strona statyczna

Warunki- réwnowagi dla uktadu lini ortogonalnych pokrywajacych sie z krzy-
wiznami gléwnymi i zgodnie z A. E. LovEem [2] majg postaé

1 ! a aA:; —1 ()Sg, —J aAj‘ .
@.1) A [ 31 b “ouy +(N1 N3}~ ou + A () + (33—1 Sf)———j +
0, o

+ f+&
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1 oOM; aAH oKsy
(4.1) : [A B (M — Ma-j) + 44—+
a3 - Ajdy |77 ja Toaz; |
(Kb K aAj] 0
- | ‘ B Kz +K) 5172 =0
2 1 0A;_x O N K K
( oF k——’“)+z 0, 8 — 2o g, -t
A]gA3_]g aak Rﬁ; _R2 R]_

Wrystepujace w powyiszych rdéwnaniach wszystkie wielkofci wewnetrzne oraz
wspdlrzedne wektora obcigZenia powierzchniowego przedstawiaja wartosci dodat-
nie, gdy posiadaja zwroty takie jak na rys. 1. Eliminacja sit poprzecznych Oy
z ukladu (4.1) daje

Ag, _l_

oS od; 1 oM;
_j' a

’I‘ (Nj Ng_j) + A;. Fy + 2S6a3 - -+ E 3_;.‘%;
—J ]

4.1 M b +2Aa +2( )'aAj] ' |
“.1) "|‘( i 3—;') J‘a Ay R o —MAgAlg_ij,

2 N}c { {a 1 [A aM;G,_l_ e ‘)AS—’“+‘
= Re  Ax As_p Oar Ag =* oui (Mi — My—p) dup |
oK aAk
+ A + 2K =7,
’ - dag,_]g ()Ol_:,_;g
gdzie [12] ,
' . KLy
{4.2) - 8S=8— » K= (KiK.
R’_J‘__.j : 2

Stan quasi- lub osiowo-symetryczny wystepo-
waé bedzie wtedy, gdy wszystkic wielkodci we-
waetrzne oraz skladowe X; = X 1 Z beda jedynie
funkcjami @, za$ skladowa X, bedzie réwna zeru.

5. Strona fizyczna

Prawo Hooke’a dla rozpatrywanej ortotropii
przyjmujemy w postaci nastepujacej:

Ejr

oj = e [ 93 g 83— (1
i Y V3—dr . :
- ZE;
(5.1) +vi_g) atold ——= [+
L = Vig V34,2

g uag — (14 v304,2) as i,
7 Es 9 Ek
=TT T T E iy
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Wystepujace w (5.1) napreZenia przedstawiono na rys. 2. Indeksy r i z odnoszg
sic odpowiednio do rozciggania lub zginania, a s i k — do Scinania lub skrgcania.
Budowa réwnan (5.1) jest wynikiem przyjeeia liniowego rozkladu naprezen na
elemencie normalnym powloki (rys. 3).

WprowadZmy teraz sztywnoéci: na rozcigganie-§ciskanie, na zginanie, na Scinanie
oraz ha skrecanie:
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Eﬁh l : R
Cj - mnj,r’ Cj",’“j = Cj V3 j,r = C3_j,j; N
(.2) R Y Discs = Divs e = Ds_siii
Lo Eh "
AT Ty RN YT A

Zaleznosci (5.2), i (5.2)4 wynikaja z zastosowania zasady Bettlego dla uktadéw
podanych na rys. 3a; i 3a;. Podstawiajac (5.2) do (5 1) otrzymujemy

_ ,‘ 4 12B
{5.3) 0) = Ojr+Z05z, T = Y w+z kL
gdzie
Tjr = % [Crest-Cr3—g 833 — (Ci+Cy,3-9) asfol
(5.4) 1 _ :
01z = 73 [Dy%+-Dj 3y %35 — (Dy+Ds3-g) o).
Obecnie okreflimy sily wewngtrzne w przekrbj'ach powloki: R
o B 2 22 o
Ny = f g;dz, 8= f @) (1 + L) dz,
(.5 C hn ' 2 Ko
B2 ' Rz
M; f gizdz, K;= f T Zdz.
~kf2 - k2

,;Podstawm_]qc (3.3} 1 (5.9 do (5. 5) otrzymujemy
Nj = Cyej+Cig,5 8325 — (Ci+Cay,j) s tp,

Sy‘ = Aw + T, S = Aﬂ),
{5.6) - R3—j _
My = Dyuy+D3oyg,g %35 — (Dy-+-D34,9) s t,
K= K1 = BT,

Przyblizone wzory {5.5) 33 tak népisane, ze zaleznosci (5.6) przy zalozeniu izotropii
i braku wplywéw termicznych przechodza we wzory Nowozilowa; Przeksztalcajac
uklad réwnafi (5.6) w ten sposéb; aby sktadowe odksztalcenia WyraZaly sig przez
sily wewnetrzne, otrzymamy

@f Nf @3-1 JNS—j + s to,

(5.7) ‘ =Dy My — D13 Ma—_j+ at,
o = 1> T —-B o

Rozprawy Iniynierskiec — 9
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Wprewadziliémy nastgpujgce oznaczenia:

Cy_ © _ Ciyg
CiCig — Ciogi’ 3_‘“ GGy — Cii’

@; =

(5.8} S ‘
D;_; ' Dy

R :
DiDy_j — D33 S DDy — Doy

@jz

Zamiast konstrukcyjnych moduléw Younga wprowadzamy niekiedy funkcje orto-
tropii, ktdre defininjemy w sposdb nastgpujacy: .

E I a E
g i oy 2r
g (o, 00) =3 ko (0, 0)  E
E ' 1 Bz
af Tz — L=
(5.9) klz (a]_’ az)_ E 4 kzz (a]_s a2) £ ’
Ea (1-4:9) ' ar Br(149)
oaf =8
k , _— .
b o) T g ATy O T

Przedstawimy ]akoécwwa; oceng wystepujacych tutaj konstrukcyjnych modulow
E(y 1 »; oraz funkeji ortotropii ko).

Jako pierwszy przypadek rozpatrzymy pofaldowanie wzgledem linii ap (rys 3a)
Wtedy otrzymujemy

Elr ; b k]r 2 1, Ez,— s E: kzr 2 I,
(5.10) E,> B ky»l, Ep<E hky>1,
GG ke>1, G2 G kp> 1

Jezeli chodzi o wzory (5.10)-(5.10)13, to nalezy je ustalaé doSwiadczalnie.
W przypadku pofaldowat wzgledem linii a; moZemy ustalié ana]oglczne do (5.10)
nieréwnodci:

E,, < E ki, <1, Ep2E i<l
(5.11) Ep<E k<1, EpzE k<l
GSEG ks = 1, Gr = G: kp = 1.

W przypadku pofaldowad nic pokrywajacych. si¢ z linia oy lub a;, lecz przy zacho-
‘waniu ortotropii, to, jak juz wspomniano, nalezy wszystkie funkcje ortotropii
~wyznaczy¢ doswiadczalnie,

Stosujac zasade Bettiego do ukladu podanego na rys. 3a; i 3a; otrzymujemy
przyblizone zaleinosci

P1z

(5.12) by — Ly
klz kzz

>
keys Kor

W przypadku pofaldowan wzgledem linii ey, mozemy przyjaé, %

(5.13) Vip R Vg T 0,




ZASTOSOWANIE METODY SIE ZESPOLONYCH W TEORII POWLOK ORTOTROPOWYCH 163

a przy pofaldowaniach wzgledem linii oy
(5.14) ' Vap R Wy, R,

Wzory (5.12)-(5.14) maja takq samg budowe, jak w teorii plyt o ortotropii kon-
strukcyjnej [5].

W przypadku powtoki posiadajgcej uzebrowania pOkI‘YW&JQCG si¢' (np. = llmq o1,
1ys. 3a) otrzymujemy

Eny2E kp2l, E,~E kyx~l,
(5.15) E,2E kyzl, E,mE kynl,
G = G ks=1, GpaG: |keml.

Funkcje za$ ky, i ky,, jak to wynika z poréwnania odksztalcer powloki ortotro-
powej i izotropowsj, moga by¢ przedstawione w postaci ilorazéw odpowmdmch
powierzchni oraz momentéw bezwladnosci. Okreglenie funkeji dla takiej ortotropii
obszernic oméwiono w pracy [6].

Dla ok reflenia funkcji ortotropii pierwszego rodzaju dla powlok matowyniostych
mozna stosowaé wzory podane w pracy [5). Dia innej klasy powlok funkcje te,
jak juz zaznaczono, malezy otrzymywaé z poréwnania odksztalcenl, a w przypad-
kach gdy to jest ze wzgledow obliczeniowych niemozliwe — doéwiadczalnie.

W przypadku ortotropii naturalnej funkcje te ustala sig doswiadezalnic.

6. Rozwigzanie metoda sil zespolonych

Koficowe réwnania teorii powlok moZemy przedstawi¢ w przemieszczeniach
w sitach lub w postaci mieszanej’ (polaczenie funkcji napreZen i przemieszezen),
Jezeli analizowaé wyszezegGlnione powyiej mozliwodei rozwigzania przedstawio-
nego zagadnienia, to ze wrgledu na to, ze wystgpujace sztywnoéci A, B, Cy, Cy_yg, 5,
Dy i Dj..j, s moga byé W najogdlniejszym przypadku funkcjami zmiennych aq i a, 7
metoda przemieszczeniowa prowadzi do bardzo skomplikowanych operatorow,
Niektére przypadki takich ukladéw dla szczegélnego rodzaju powlok zostaly .roz-
patrzone w pracy [4]. Podobnie i metoda mieszana prowadzi do ztozonych ukladéw
réwnafi. Dla ortotropii drugiego rodzaju uklady takie przedstawiono. W pracy
V. VisAriona i C. STANESCU [7]. Zastosowanie metody sit zespo]onych do oma-
wianego tutaj zagadnienia. ma jeszcze t¢ cenng zalete, Ze pozwala: na : wyelimino-
wanie wielkosci malych w réwnaniach zasadniczych. Zatem gdy. sﬂy zewnetrzne
nie s3 funkcjami przem;eszczen - jedynym operatywnym rozwiazaniem jest rozwia-
zanie w silach wewngtrznych, ktére mozna przedstaww_ w postac_,1 trzech réwnan
rozniczkowych, zawierajgcych wprowadzone przez NoOowWOZEEOWA sity zespolone
(tutai odnowiednio uogdlnione) oraz sily zespo]one sprzgzone. W szezegblnym
TrEypadi. izotropii sily zespolone sprzezone mie wehodza do rozpatrywanych
réwnafi, s3 one bowiem mmoZone przez pewne funkqe w tym przypadku mozna
przyiaé, ze sa one réwne zeru.
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W wielu przypadkach w powlokach oftotropowych mozemy przyjac pewne
uproszczenia, ktore sprowadzaja réwnania do wzglednie prostej postaci analogicznej
do ukladu réwnan Nowozitowa.

Przejdziemy obecnie do wyprowadzenia podstawowych réwnaf teorii powick
ortotropowych przy wykorzystaniu formalnie wprowadzonych sit  zespolonych

i sit.zespolonych sprzgzonych.

WprowadZmy stala, znang 7 teori powlok 1zotropowych

___h
C Yra—»"’

a nastepnie pomnézmy réwnania (3.2) przez stala

6.1

(6.1 - Qi=Ehci, i=7—1,

i wprowadZzmy do tego ukladu wielkoéci (5.71 1 (5.7)s. Podobme Wprowadzmy do
ukladdw (4.17) zamiast momentéw M; i K wielkosci okre§lone za pomocg WzOrow
(5.6)4 1 (5.6)5. Nastgpnie dodajac te dwa uklady otrzymamy

oN; dds_s oAy

o oS
'(6-2). Az b ay+Nj Toa 2T Nioy——ap-+d4i5—— Y 014 +

-Oay
5 04 As_g N3y A3y Of
T2 G s G TR T T T TR, Mgy
3%1_5 : aAg_g‘ 0A3_3' ot
+ if2 (Ag._j D by -I*%g_.jWbi oy T 20 byy -+ Ay a—”— by +

04y dg Az
+ 275~ s bas) + = Aa—JlDf o | R a¢+—[(D5+D3_j, N —

043 Dj — D3y
6a;- ] Rj

-— o t = — AjAs—3 X5

Wystepujace w réwnaniach (6.2) pomocnicze funkcje a1 b (k=1,2...5)
sa zestawione w tablicy 1.

Jezeli teraz wprowadzimy do ukladu {6.2) ponizsze, w spos6b formalny zdefinio-
wane sily zespolone i zespolone sprzezone:

Ny N 1i Gey—g — arf) = Ny+iQ ((D3—g Mg — D3—y,5 My),

(63) Ny LNy — 9 (yg — ast) = Ny — iQ (D3 My—s — “Da—s.s My

i ~ i
£S+zgrms+ K, ‘“S——K

to wtedy uktad (6.2) przyjmie postaé

_ 1 oN; :
(6.4) m{(dn-l-bn)As—f—+(f152+bm) R/ (aj3+ba‘3) o Na-rl_-
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~

oS A3-; AR
6.9 + @atbra) Ay 5 — + 2 (aJ5+bf5) SS— z.Q@3 ke
c.d, —

P
"Wt @me ) g 2@, Toq | T HfT T Xt &

Tablica 1. Zestawienie pomocriczych funkefi ayk, bix, en (J=1,2;k=1,2...,5; I=1,. Y]

Powloka ortotropowa * | Powloka izotropowa
1+ 2, 1+ 22
asn + @51 7 z ) 3 i
1+ ; @3 51 Azg 1 @544 14 (l-l-v)ci
an | @’”ﬁ @ oy ijow; @ o %
4@y 2 i1 @21y Ay 1 00 1y L e,
o3 Ry @iy 7 0dyfday @34 Oy By
1
11— 184 e,
14 : AR; R;
1 o4 I4-v)e R
' - 2 - K 4 1 1M_( +v)c,. 14 2
a1s 2A4R; Ry 0Adsfoaz— A doyy Ry R34
_D?r:i,ji ¥,
bﬁ Q.Rj ) .Rj
4 Dy 1 D3y, Aa—y 1 oDy, s i+ 1 —»)re ;
brz LRy Dy 0A34jdes Dyy Oy By
i+ il D3y, 5 Ay 1 oDy 1+ a ~1’_)_c',
bis .QR; D; | ddsajon D; b s
I—»e
. 2B NET
14 QRf Ry
oB 1— R
) NI R G=ne R
15 DR R34 ddsfoas—; B Oagey Ry R
52 A+ve |,
. 1— . 1— i
<l 24Ry Ry
2 Ry Ay 1 o4 (A+vye |
| A . A — 1— Ady.
o 2Ry \Rseg  0AsfOus—y 24 dus-g Ry
1 _E_Mi . 1— g—_—v_)c;'
e QR Ry
B (& A1 0B [ A=ne
G4 “—Q_R; ‘ Ra—y + dAdsfoas— 2B daz—y Ry
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W réwnaniu {6.4) wprowadzono oznaczenia

= (ay — bﬂ) As_j— o + (ajz bya) - o — (a3~ bf3) Na—j-l-

od;
A (ags — bya) Aj— s + 2 (a5 — bis)

(6.5)

1 Dy — Dy ; AsL
X {J 34 37

;Aj'Aa;j R PP c+ as—{(Dj+D3—f,f)t]

S .7.___5;4 I:(__)af - 1 ato + 1 aA3_J b b ]}
I 3—F Ot bﬂ. .QRj aaj E 50‘,_;, A3_;,u ( 2 ﬁ)t )

W podobny sposéb otrzymamy trzecie réwnauie; faczymy réwname (4.1, z porano-
Zzonym przez if2 réwnaniem (3.2), przy wykorzystaniu zw;aczkow (5.6, (5 N, (4.1},
(3.2); oraz (6. 3) tak iz w wyniku koficowym otrzynujemy

o MR
66 Ry " Ay Loag \ Azl o \Af] T T "

W réwnaniu (6.6) przyjeto oznaczenia

o~

A3

oN, ~ ~ 0
Pj=R; [Aj As—iXﬁLAa—f——j +(N; = N3p) =5 — F
95 1 oS
'“(Cn-Psz) Ay ‘|’ (sz+ C:M)— S+ 5 (Cin — Cry) Aj 35— ‘|‘
6.7) A <
‘ + (Cj2 — 6'54) S,

3—4

=8a\\g, TR T w4, o) T\ 4 dall)

W pajogdlniejszym przypadku ortotropii dysponujemy wigc ukladami réwnan
{(6.H)-(6.7). W =zastosowaniach bardzo czesto spotykamy sig z pewnymi szcze-
gélnymi przypadkami ortotropii. Rozpatrzeniem takich przypadkéw zajmiemy sig
dalej. Obecnie przejdziemy do obliczenia sit wewngtrznych, przemieszezen oraz katéw
obrotu. Wychodzge z réwnan (6.3) mozemy wyznaczyc sily wewnetrzne za pomoca
zaleznoscx

. - Nj=Ref\7f, S’:Reﬁ,

6.8) { _ B B N
M; = Elm (D; N3g+Ds_55 Ny), K= “b"lm 5.

Do wyznaczenia wspéirzednych wektora przemieszczenia poshizyé sig mozemy
ukladami réwnafd otrzymanymi ze wzordw (3.1)1,2, (5.7) oraz (6.8):

4 ey Ay Ay dag 0 T T G ReNs — Cag g Re Ny arl,

Ai 0 1238 A2 0 Uy 1 o~
- — -~ — —\|-—1=—Re s o
Ay Ay Sy \Ayf A

(6.9)
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Calkujac uklad (6.9) otrzymamy sktadowe u; i w; dalej mozemy obhczyc kqty

obrotu stycznych do linii oy, wokol stycznych do linii' a3y, tj.
. o ' 1 ow + ity
(610) F A Ag 001_1‘ E

Przejdziemy.z kolei do oméwienia pewnych szczegélnych przypadkéw ortotropii,

7. Szczegblne przypadki ortotropiil

Z réwnan (6.4), (6. ’5)1 i (6.7) wynika, Ze podstawowe rdwnania upraszczaja sie
w sposdb zasadniczy, ]ezeh przyjmiemy przybllzone réwnosci

(71) aip = bjk = Cg,; ~ 1, k= 1 2 5, /= 1, 2, veay 4,

shuszne dla pewnej klasy powlok izotropowych i ortotropowych. W tym przypadku
wszystkie pomocnicze funkcje zestawione w tablicy 1 moga by¢ przyjete za réwne
jednoéci z bledem nie przekraczajacym wartosci A/ Ry, tj. z.takim bledem, jaki wnosi
do teorii powlok ($cidlej, dla pewnej klasy powlok izotropowych) hipoteza Love’a-
Kirchhoffa. W tym przypadku odpowiednie rownania moga by¢ napisane w postaci

aﬁ,+aA3_j N B 0% +a d;
{1.2) Asuﬂa_aj (g — 3-1)+ v aas_fS—
1 Az [( D )aﬁe..y ( D )aﬁ3_,]
70—\ me ) o T\ T @mens) o0 |
= — Ay A3_; (X; — Xp),
gdzie
1 [D;— D3y 0434 Az 0
(7.3) Xﬁ_.AjA3_j{ R S tf‘lj R *oa [(Ds+D3_4,0) 1] —

.QA' (at 1a¢0)}
TN T Ry ol 7

Trzecie réwnanie ma postaé identyczng z (6.6) z tym zastrzeZeniem, Ze ulega jednak
zmianie funkcja Pj:

oN; 0y ¥ 41
(7.4) Py=Ry| AsAss X+ A3y —— +(N:f N3—) i +25 .
a 6(13_.1 (303._.5
Uwzgledniajac w (7.4} zaleZnoéé (7.2) otrzymamy
4y Pj=RjAsA {X 02 [(1+ 21 )3N3“’+
(04) Py= RyAyj A3 )\ Xp+i 23R ds G585, o
D; \0ON;_
. +(1M ! ) 2 ’]l.
~ 22@5_4] ooy 1)
Dalsze uproszezenia otrzymuje si¢ w przypadku, gdy spelniona jest réwnoéé
(7.5) Dy (2@, 4,

1 Przedstawiona w {ym punkcie problematykg nalezy traktowad jako dyskusyjna i wymaga- .
jaca dalszych badan. '
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shiszpa zawsze dla powlok izotropowych oraz dla pewnej klasy powlok ortotro- .
powych. Réwnania. (7.2) przyjmuja postaé :

~

aKerr aAa_, p 08 . 0ds

(7.6) | Aa—faﬁw 2 — Ns)+ Ja pY
0e ~—A3"j Mot _ oty g (X — X0
— 1 37 R r)a 1 A3glag jt).

Trzecie réwnanie ma postaé taka: sa:ma jak (6.6) z tym, Ze ulega teraz zmianie
funkcja Py:

@3y 3N3—1)

(77) = RyA;Ads_; (ng 3 i —=— Rid; oo

Funkcje Xy i Zy okreslone sg teraz za pomoca wzoréw (7.3) i (6.7)2.
- Wreszcie ostatni szezegdlny  przypadek to powlokaizotropowa. W tym przypadku -

Eh 1 ' p
Ci_g,;=2C, €= T €314 = 7

(7.8) |
Dy = ER3 ‘ D D 12 2 12»
J = - 12(1 - :pZ)’ 13-4, = W, 3 "_Eh33 3—4,4 — R "
Uwzgledniajac zaleznosé (7.8) w roéwnaniach (7.6) i (7.3) otrzymamy
aNj o aAg,_.j ~ A aS + 2 BA; ~
Oaj (N - N3_J)+ d 00— doz—g S
B As_sc '()Kr:;._j ‘ )
(7-?) _ TR e = — Ay A3 (X3 — X3t} »
¥ 1 0, (a: 1 ato)
= I aaj - Rj daj )

Poniewaz w wyniku przeprowadzonej tutaj analizy otrzymujemy w przypadke
powloki izotropowej réwnania, ktére réznig si¢ od réwnad Nowozilowa, nalezy '
wykazaé, ze rénica ta jest zgodna z uproszczeniami (7.1) stusznymi zawsze dla
pewnej kiasy powlok izotropowych. Réwaanie (7.9); jest w budowie prostsze niz
analogiczne réwnanie podane w pracy [12.] Dodajmy i odejmijmy od lewej strony
réwnania (7.9); wyrazenie (43_; ic/Ry) ONyfouy, a otrzymamy po podzieleniu przez
Aj Az

a

. [A (1+ )N’+ T Y= SR
A e 2 (Ny — Na—p) Y ry
dA; N] ic ON

+ 2@&3_jS AjRj aaj

(7.‘19)

= — X+ X,

gdzie N = N+ 7,
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W réwnaniu (7.10) funkeje 14-ic/R; moZemy przyjaé za réwng Jednoém a otrzy- e
mane tak uktady réwnan odpowiadajg ukladom podanym w pracy [12]. Zatem
postaé (7.9); w $wietle uproszczef (7.1) jest éwnowazna ukladowi (7.10), a jako
prostsza moZe by¢ uzywana w obliczeniach. Trzecie réwnanic otrzymamy wstawiajac
do (6.6) funkcje (7.4), przy czym w tej ostatniej réwnosci mozemy uwzglednié (7.9); ;
wtedy otrzymamy :

M W ic [0 Ay ON. aAlaN
(7.11) —3+i+—ﬂ[ 22 ‘]

c)al Al 0a] 3&2 AZ 6(12

1 [0 o '
=4 —Zy— A A, [ (R Ay Xyp) + (RzAl er)]
Jezeli uwzglgdnimy‘-natomiast (7.10), to wowczas

# 1 [ 3
(7.12) -—+ +ch7-N z— Z;——A—j{—[a (Ridr X, + 5 (RzAing)j[

1 [0 [dp0 )[4 0
SN LAV [10}
A1A2 ()O.’l A]_ ()&1 0a2 Az ()G.z

Roéwnanie w postaci (7.12) spotykamy w pracy [12].

gdzie

8. Powloki obrotowe

W przypadku powlok obrotowych liniami krzywizn . gléwnych sa potudniki
i r6wnolezniki. Za wspolrzedne krzywoliniowe wybierzemy teraz katy o i 8 (rys. 4)..
Wspolczynniki pierwszej formy kwadratowej powierzchni majg znang postaé

8.1) | A4y =Ry, Ay=r=Rysina.

W rownaniach (8.1} ¥ oznacza promiefi réwnoleznika okreflonego za posrednictwem:
kata @, za$§ Ry i Ry promienie krzywizn poludnika i réwnoleznika. Poniewaz wsp6l-
czynniki A; i A5 sa tylko funkcjami kata a, to réwnania Gaussa-Codazziego sprowa~
dzaja si¢ tylko do jednej zaleinosci:

(8.2) r = Ry cos a,
Przytoczymy tetaz podstawowe rownania teorii powlok ortotropowych obroto-
wych. Uklady te otrzymamy ze wzordw (6.4)-(6.7), przy czym przyimiemy zaloZe—

nia, Ze ortotropia w powlokach obrotowych jest tego rodzaju, iz wszystkie funkcie,
ktore ja charakteryzuja, sa zaleine tylko od kata a. Po uwzglgdmenm POWYZSZELO-

otrzymamy

aNy Ry Ry -
®3)  (antb) 5+ (@12-+b12) “‘“Ctg alNy — (ai3+by13) &, aNz +

Ry o8 e 1[( Dy )aKr2+
+ (@ th 14)R sin  0f SRR +.Q'2@2 a0
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b Il
I
Srodkawa _
powrerzchnia | B2 odksziateeniu "
N powtok! preed odkszlatceniem

]
4
+(1—wﬂ—)@—z]+~«ff———2k (X1 — X,
(83) 22 @2 da Rysina h LA H)’
tedl N, R, % o
(az1+ba1) ﬁ + (224t b29) ) sina -~ + 2 (ay5-+bys) cos aS — i2€1 x
1 Dy )aﬁl ( Dy )aﬁl] P2 .
X R [(1 -4~ 02 @1 WSE + 1— 52“‘@_1 _(;E + Rl—-MZRleﬂa(Xz—th),

7 NI' Nz 1 J P1 9 Pg
—+ =+ — =+l =Z—- 2,
- Ry "Ry RiRysinalda\Ry Of \ Rysin ¢
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gdzie T R

= (011 - bu) Rg sin g — ‘§‘ (012 612) R1 COs aﬁl- —
~ 0§
— (a3 — 513) Ry cos @ Ny+(arg — b1g) Ry 0k
CoN, es 9
P2 = (@1 —ba) Ry o8 T{azqe — bag) Rysina E‘H-(azs*bzs) Rjcosas,
E——Rle sin aX1+R2 sin o —— +(N1 Ny Rycos a +

| -+ C Ci3) R a§ ()S
2( 1+C13) 16,8 (C'11 Ci3) Ry YL

" Ry aKrz 1 o8 -

8.4) =R Ry Xo + — — ? (Co1+Ca3) Ry e +

Ry sin a sina op

~

oS
+ (Cpa+-Cag) Rl Ctg oS + (Czs — Cag3) Rz +(C22 — Cpq) Ryctgal,

: : R 0
X1 Ry Ry sin o = (Dy — Dy)cos aapt—+ ﬁgat sin ag&[(D1+D12) 1] —

Dy ) ot 1 a8 R ]

— i.QRzatsina[(bn —ﬁz :)E—J_{; o +R ctga(byy — by3) ¢

‘D, ) ot 1a:0]
08 R, of

Fl
th RiBysina= _-a; 7= [(Dz—i"Du) ] — IQRJ a [(sz ~ R,
2

Ry, " op
Q{(1+1-)'+ 1 [a( az)
et .Rz Rl Rz Sllla 0 R2 Slﬂ(lga +

i) ( Ry ot )]
+ = —]].
of \sin o of
Po scatkowaniu ukladu (8;3) sily wewngtrzne obliczamy z ukladu (6.8), przemie-
szczenia za§ — po uwzglednieniu (8.1), (8.2) — z uktadu réwnafh

du
R ( +W) @1 Re N1 @12 Re NZ’I‘a#tO;
1

1(1 oo ) clg o

(8.5) Kz‘ m "a—ﬁ R, H = ég Re Krz — €, Re Kﬁ-{—a;t(},‘

1 ou  Rysina a( o ) 1

_stinaﬁm Ry  da\Rysina =IReS' '
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Katy obrotu stycznych obliczamy za pomoca rownosct

o (aw_)ﬁ_ 1(-1 ow )
@9 T TR\ ¥ 2T T Ry\sina g I

Jezeli dla rozpatrywanego tutaj przypadku beda spelnione réwnoéci (7.1), to uktady
réwnafi (8.3)-(8.4) bedg mie¢ postaé (por. odnoénik na s. 367)

aN1+R Ry 08 iQ@[(1+ Dl)aj"\’r2+
Ctga(Nl No) + Rz sina of 2R 2 22@,] oo

Dy \ N, ',
+ il — —|=— R Xy — X1,

2@, oa
g aﬁ2+1a2 i aN+2 = [(1+ )6N1+
(8.7) % s_l_n o cos o5 ~ @] op
2 afh]
- (1 - 92@1);5— ,Rz sin a(Xz X”)',_
N M 1 [a (P1) a( Py )]
R1+ +R1 stma oo \Ry +éﬁ Rysina Z— 7
gdzic &
P _ {i!) [(1 Dy )a +( Dy )aﬁ2]+X }
. “.RI*R1R2$ma m@g +§5@ | 22, op 1t »
Py ~RR{ i G[(+ Dz)az’v1+(l Dz)a'j'i\ﬁ]_l_}(}
Rysina 2R2sinay @we,| i @2e,] op #-
@8 ¥ “DlﬂDz i a; 0 DD i ({)I 1 01:0)
u—Te?RT“t‘“g“ B oa (PP A= a5y ™ R Gal”
"y o D if2 (dt 1 ()f{))
%~ Rlsina ()ﬁ [(D2-+Dio} 2} = Rosina “\o R, 0B/’

funkcja za§ Z; okre§lona jest za pomocg réwnania (8.4),. Jezeli w powloce obrotowej
spelniona jest dodatkowo réwnosé (7.3), to (8.7), otrzymujemy

oNT Ry R 3% i 0N,
—+ ctga(N1 N2)+R sina aﬁ R1 2 %a

ON, My Ko Ry o8 i L Ny
aﬁ sma +ZCosaS i 1—0‘5—

= — Ry (XI — le.)s-

(8.9)

= — Rypsina(Xy — Xy).
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W réwnaniach (8.9) X, i X, okreSlone sa za pomoca wzor6w (8.8), i (8.8)s. Trzécie
réwnanie okre§lone jest za pomoca wzoru (8.7} z tym zastrzezeniem, Ze funkcje
P1/R; i Py/R, sin @ maja nieco inng postaé:

Py ) (i.Q ON, )
— =R Rpsina|l-—e@,—=
_Rl 142 R%@:! da “I"XI_, s
8.10) o R :
P, R ( i o aN1+X)
Rysina ' "\ Rsina 'op ¥

Funkcje Z; okresla w tym przypadku réwrianie (8.4);.
Wreszcie jako ostatni przypadek rozpatrzymy powloki izotropowe. Uwzgled-
niajac w réwnanjach (8.9)(8.10) oraz (8.7); zalezno$ci (7.8) otrzymmemy

()N;_I_R . N Ry 0§ ic N, 'R . R
Cga(Ni No) 7 su?z aﬁ_R1 Py 1( len:), :
. N, Rz 05 ) . ic aKq R - X
0,‘3 sma e +2cosa§ Ry Of 2 sin a (X3 — X,y),
@11y B
N N ic o {R oN; i R onv\l
_1_|__2+__#%[ (2sma——2)+ ( - 1)]
Ry R, RiRpysinaldal\R, Of\Rysina off
. ic o v /] ]
=Z7Z—Z— R Rysina 5a (R Rysina Xig) -+ ﬁ(Rleth)
-gdzie '
812 ¥ i1 (at 1 ()rﬂ) v o2 (az 1 ato).
812 Y= 0a " R dal” ¥ TRy ™\op R 0B/

W rozpatrywanym przypadku funkqa Z; jest okredlona za pomocq wzoru (8.4)7,

9, Stan quasi-osiowo-symetryczny

Stan ten charakteryzu;e sig tym ze pochodne czastkowe wszystkich sit wewnetrz-.
nych, obciazeri i wplywéw termicznych wzgledem zmiennej § sa réwne zeru. Do-
-datkowo nalezy przyjaé, ze skladowa X, = 0 oraz, Ze sila § = 0. W przypadku gdy
przemieszczenia u, w beda tylko funkcjami zmiennej «, a przemieszezenie v = 0,
to odpowiedni stan okrefla sic jako osiowo-symetryczny.

W rozpatrywanym tutaj przypadku z réwnan (8.3) otrzymamy

' (a11+511)N1+(a’12+b12)“CtgaNi (013+513)“”Ctg afN, —

Dl =, Py e
©D 5@2[(1%2@ )Nz+( QT@Z)Nz]+stina*“ZRi(Xl‘X“)’
Ny W 1 ' :
Ny | ____(ﬂ):zﬁzh
R1 R2 Ry Rz st a \Ry/. .
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“gdzie , P _
| = (@1 —buy) Ry sina N+ (@1 — bio) Ry cosa Ny — (@13 — brz) Rycos a vy,
Xyt Ry Rysina=(Dy —Dy)agtcosat %at sin- o [(Dy-+-D1p) ] —
_ D 1 Ry -
9.2 — 2Ry oy sin o [(bn ~OR )t — F ty + = ctg a (b1z — b13) I],

1 1 1 1
LQC!;[( + )t+—t"+—ctg at]
Ry -

4! e .
7 Ry Rysin a X; + Ry sin aN1+(N1 N3) R; cos a.
1 N . ot

Przedstawiony powyzej uklad réwnan. (9.1) zawiera dwie niewiadome funkcje
(sity zespolone) Ny, A, (ﬁl,]\:fz), ktére otrzymaé mozemy po scatkowaniu tego
ukladu przy odpowiednich warunkach brzegowych.

Zajmiemy sie teraz szczegGlnym przypadkiem. stanu opisanego réwnaniami (9.1).
Uwzglednijmy mianowicie zaleznofci (3.5) (3.6) w ukladzie (6.3), pomlja]acc przy
tym wplywy termiczne; a otrzymarmy

i2

(9.3) . N] = Ny +—((p ctg a--k), Ng N+ — (}‘9
Ry Ry

JeZeIi.Wprowadzimy do réwnan (9.3) funkcjg naprezen v, przez ktora sily wewngtrzne
wyrazaja sie za pomocg wzordw

9.4 | « 2
9.4) N1+E2‘Ctga% Nz"—EW’
to z (9.3) znajdziemy
~ 2 , , ~ Q .
(9.5) Ny = 7 [ctg o (p-+ip)+-ki],  Np = R (p+ip)".
2 _ 1

‘ Jezeli wprowadzimy dalej do ukladu (9_.5) zespolona funkejg naprezen

©.6) P tin
wtedy réwnam'a (9.5) przyjma postac

9.7 ¥ — 2 i Wy = g

0.7 ngg(wctga-i-l@, NzﬁR—lfP-

Dalej (juz przez analogiq) sily zespolone sprzezone -okre§limy za pomoca WZOrow
9.8 N, — e fan : A — —— ant

(©.8) . Ny = (pete atil),  Np= v

gdzie '

9.9 %z'&f)—i(p. t K
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Jezeli zalozymy dalej, Ze uklad réwnafi (9.1) jest jednorodny (X3 = Z'= 0} oraz -
brak jest wplywow termicznych, to wiedy uwzglednienie (9.7) i (9.8) w ukiadzie (9.1)
daJe tylko jedno réwnanie (drugie spelnia sic toZzsamodciowo), przedstawmjacce
rozwigzanie zagadnienia, Bedzie to réwnanie

. ctg a
9.10)  (a;-+b11) (—‘ TP) + (a12+b12) 7 Ctgz ap — (a3 — 513)_“ p —

3 b= ) B e
_ — [(1 + L2 @2) ( Al QZ @2 R] T QRZ sin a -

1 !
— ik [(011+b11) ( ) + (a2 -+ bp) Rthg a]

gdzie

~ P . [ctg a
(9.10") o (ar; — by} Ry sin « ( R2

! R; cos? o o
-+ (ayz — blz) = (i

sin ¢
1\ Ry
— (a3 — by3) cos mp " {a;y — b)) Rysina zk + {agp — 512) — Ik COS d.

Jezeli przyjmiemy réwnosci (7.1) w ukladach (9.10) i (9. 10), to otrzymamy

o

01 —0@,R,si [(1+ D, )(fﬁi)’%(l— D, )(K)]—
(9.11) 7 “&Rysina 2\ 0o, \&

— Ry i sina = kRj cos a.

Przyjmujac za§ réwnos$é (7.5) otrzymujemy zamiast (9.11)
o (Y
(9.12) - £3E3Rysina z — Ry yisin a = kRy cos a.
1
Wreszcie w przypadku powloki izotropowej z (9.12) otrzymamy

9.13) c¢R, sin o (;}—) — Ryip sino = kR cos a.
1

Przedstawione w tym punkcie réwnania (9.10)-(9.13) sa réinymi wariantami
rownafi E. REISSNERA [3], ktére przy przyjeciu k = 0 przechodzg w réwnania stanu
osiowo-symetrycznego. W tym ostatnim przypadku sa to klasyczne réwnania
jednorodne E. MEIssNERA i H. REISSNERA. ‘

W zakoniczeniu tego punktu podkreslamy, Ze w pewnych rodzajach ortotropit
mogy by¢ spetnione tylko niektére réwnosei (7.1) i (7.5). Oznaczaé to bedzie, e
pozostale funkcje pomocnicze (nie spelniajace tych réwnaf) nalezy w zasadniczych
réwnaniach uwzglednié. W charakterze przypadku wyjasniajacego ten punkt widze-
nia przeprowadzimy analize ogélna réwnania powloki toroidalnej ortotropowej.
Réwnanie to bylo zastosowane do rozwigzania zginanego tuku falistego w pracy [1].
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" 10, Przyklad

 Rozpatrzmy teraz przypadek powloki toroidalnej. ortotropowej, W’ quasi-osiowo-
symetrycznym stanie, scharakteryzowanej funkcjami ortotropii [1]

Eh . Fh
Ci_thkl,_ Cy = Ez" ) Clizjff_l’.
{10.1) . ' ‘ .
. ER ER3 vEI3

Dl""‘"_kg, ) D2~12k » Dlgﬁﬁlz
Wystqpujqce w (10, 1) funkc_]e Ic1 iko (tabl 2) sa wn;ksze od jednodci. Promleme
I‘crzywyzny powqul toroidalnej Ry, Ry okreslone s3 za pomoca wzordw
: " 14Asina Fo
i/ 1 s 5 = —_— _—
{(10.2) Ri=ry R R P A R
W tablicy 2 zestawiono ‘wszystkie funfccje pomocnicze aix i byx (k= 1,2, 3) wcho-
.dzace do podstawowego réwnania (9. 9) Jak wynika z te] tabhcy funkcje te mozemy
okredlié za pomocy przyblizonych wzordw:
1, jcéh’ k = 1 2,
s . 1 +W[(l+ sin a)kg] ]t’.’,Sllk—~3

Poniewaz réwnosc (7. 5) jest tez spekniona, to réwnanie (9 10) po uwzglqdmemu
powyiszego i po szeregu przeksztalcert, przyjmie postaé

(10.4) [(1-+Asin &) ky P']" — pip sin @ = pk cos o, -
gdzie ' .

i =/ T2 ry/Rh.
‘Réwnanie (10.4) bylo podstawowym réwnaniem, na ktérym. oparto ‘Tozwigzanie
zginania tuku falistego w pracy [1]. To uproszczone rownama otrzymano w cytowansj-
wyZej pracy na nieco innej drodze (przez calkowanie réwnania dokladnego). Zatem
przedstawiony w tej pracy sposob ‘eliminacji pewnych wyrazéw majacych maly

wplyw na réwnania zasadnicze jest bardzo wygodny przy rozwiazywaniu zagadnied
ortotropowych. - -

11. Whnioski

1. Rozwiazanie metody sit zespolonych umothla uproszczema podstawowych
réwnat teorii powlok ortotropowych. W kazdym konkretnym przypadku oito-
tropii nalezy zanalizowaé, kt6re to pomocnicze funkcje czynia zadosé réwnaniom
{7.1) i (7.5), po czym uwzglednié te zwiazki w réwnaniach zasadniczych,

2. Réwnania teorii powlok ortotropowych upraszczaja Si¢ w sposéb zasadmczy,
'JeZBll przyjmie si¢, e dla wszystkich funkcji- pomocniczych spelnione s3 réwnania
{7.1). Jezeli dodatkowo zachodzi (7.5), to-wtedy otrzymuje si¢ TOwnania o budowie



Tablica 2. Pomocnicze funkeje ayg, by (K =1, 2, 3)
(powloki obrofowe w stanie osiowo-symetryeznym)

0
aq 1"'['8 12 E i
Q € Ry 1
G {14+ == — €]
02 C2 R 1
apy | 14+C i1+ =4 tga’ - — €3
Powloki | "R ( €2 RiG
obrotowe Dia
b1t 1— {
LR,
Dy Dya R1 _,
— i1 — —tga— D
bys l-l-QRlI( D, EGRJ Ds 12
Dy Dy Rz 1 ’
b 14+ —il1l—— —
13 +QR1!( D +tgaR1D )
ve
14
ail + kl"O!
c wpg (1+24)
14+ —11 —
12 +'ruk;[ T e i Asn o
Powloka | a3 —  4sina) k)
obrotowa Arg cos
toroidalna ve
(przykiad) | bu l——ro
o : kyro
142
o | 14 —Soifi o PAED
roky k(14 1sin @)
ic i
by3% 1+ ———[(1+isina) k]

ArgCOS G

Funkeje ortotropii dla powloki toroidalnej w rozpatrywanym
przykladzie wynosza [1]:

kir = koz = k=

po(1+3)

1+idsine > 1,

< 1,3,

far =kiz=kym p;—prsina > 1.

P
* i 14— =1,
} Przyjeto 1k Py

Rozprawy Inzynierskie — 10

2

B
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analogicznej do uktadu réwnafi powlok izotropowych. Do tej grupy naleze¢ bgda
powtoki ortotropowe, dla ktérych funkcje ortotropil sa stale i malo réznigee sig
od jednodci.

3. W zaleznoéci od tego, ktdre funkcje pomocnicze mozna przyjaé jako réwne
jednosci, moga wystapié pewne uproszezenia w zwiazkach migdzy silami a od-
ksztalceniami lub w okreSleniu sit poprzecznych. JeZeli jak w przykladzie apy ~
~ ajp & 1, to przyblizone réwnoéci mozna otrzymaé zakladajac formalnie Cy=
~Cys =~ 0. Aby jednak z tego wynikala réwno$¢ N1~ 0, potrzeba, aby i na brzegu
sita ta byla réwna zeru. Zatem jezeli mamy wyciagnaé pewne wnioski dotyczace
pominigcia pewnych wielkosci wewnetrznych, to takie uproszczenia moga by¢
wprowadzone dopiero po rozpatrzeniu zagadnienia brzegowego, a wigc dla kaidej
klasy zagadnien oddzielnie.

4, Pomijajac w réwnaniach zasadniczych teorii powlok izotropowych pewne
wyrazy okreflajgce male wplywy na przebieg zjawiska, uzyskano réwnania prostsze
niz réwnania NowoZilowa, .

5. Zagadnienja brzegowe dla omawianych tutaj réwnaf nalezy formutowad
podobnie jak dla powlok izotropowych, 1j. przez czefci rzeczywiste lub urojone
sit zespolonych, lub przez skladowe przemieszozenia i katy ‘oblrotu.

6. Jezeli bra¢ pod uwage pewne niedogodnosci metody, jak wolnigjsza zbiezno$¢
szeregdw dla wielko§ci wewnetrznych, trudno$é formutowania w ogdlnym przy-
padku zagadnient brzegowych w sitach zespolonych oraz fakt, Ze spotykane w obli-
czeniach numerycznych uklady réwnafi algebraicznych posiadaja wspdlczynniki
zespolone, to niedogodnoéci te skompensowane sg nizszym rzgdem réwnan kofi-
cowych oraz mozliwoscia wprowadzenia uproszczen w réwnaniach wyjsciowych,
co jest rzecza szezegllnie cenng w teorii powlok ortotropowych. Dodatkowo réw-
nania zasadnicze po wprowadzeniu powyzszych uproszczen maja w przyjetym
tutaj opisie wzglednie prosta budowe.
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PesomMe
IIPUMEHEHWE KOMIIJIEKCHBIX CUJA K TEOPHUH OPTOTPOITHEIX OBOJIOT-IEK" )

Pabora Kacaercs TOODWEA OPTOTPORHBIK oGoﬁot{eK, B KOTOPOH 3aBHCHMOCTE MOXKNY BHYTPEH-
HAMY CHVIAME H COCTAaBISIOMEME FeGOpMAPOBANHOTO COCTOANES MOxeT GBITh HPHHATA B BHIC
(5.1). CymecTBytomue B ypasmeHmAX (5.1) JeCTKOCTH ONPeNeNIoIcs ¢ IOMOMmBIo dopMyx (5.2).
B paGote Openooiaraercs. NpasmibHocTh 3apacuMocTelt (3.1), pemexennsx B, B. HosoxmmopniM
fns maoTpomHEX ofomovek, [IprmmmvaroTcs ypamHeRHA papHosecus A. JImea cormacumo (4.1).
3areM, HCOONB3Yd CTATHKO-TeOMETpRYecky:o aHanormro A, JI. TombacmBeiinepa, BBOMWTCS
GOpMANBEO ONPCUENeHNEe KOMILIEKCHEIS CHIIBI M KOMIUIEKCHBIE COISIKCHHEBIE cwiel {6.3) Tax
YTO JOIE KOMIVICKCHELX CHUL HONYYAXTCH KONEYHB® ypapwerms (6.4)(6.7). B sTAXx ypasmemuax
VYATHBAIOTCE TEPMEYECKAS BIMARM, IPE TPEATONOMKCHHOM JIMHSRNOM HI3MEHSHIM TEMIICPATYPEL
BIONE HOPMand K cepepuuoil mopepxuocTs obomouke [ypasmemme (2.1)]. TIpmmmmaercs Tamie,
YTO OOTOK TEIa ABIACTCH YCTAHOBMBIIVMMCS. ‘

B paboTe, PAcCMATPHBAIOTCH ZIBE IPYNIE] CHCTEM YPaBHEHHH: IRpPBad I KOTOPHX YIOBIGT-
BOpseTCH NPHOMKeIIEIM pasercTBanM (7,1) B BTopad Ans xoTopol nofasoumo mMeer MectTo (7.5).

OcymecTBaaa B KONCEKBEHTHO HpeHeOperas MasiMH BHIPAKCHASMA LONYUYASTCH HEKOTOPHIH,
fostee MpoCTOl, BAPHAET YPABHEHHH Teopwd H30TponHEIX oborouex (7.9) u (7.11). B u. 8 pac-
cmaTprBaioTes O0ONOMKH BpamieHMs, B Ka9ecTBS 0co0Oro CHydas NOJUYYAETCS YDaBHeHHe, BE-
pepernroe 2. PeliccrepoM.

B EaXZOM XOHKPETHOM CNYTAe OPTOTPOIHE HeOGXOANMO WCCHENOBATE BCIIOMOTATENIRHES
dysxrmE, conocTapacHHbIe Ba Tabimme 1 @ oTGpOCHTE Te, KOTOPLIC YEOBIETBODSIOT 3RXBUCHMO-
cram (7.1) wma (7.5), xonysas, Taxum o6paszoM, YIPOHEHHE OCHOBHOH CHCTEMEI YDABHCHHE.
B xavecTBe NIPHMEDPA, PACCMATPUBASTCH TaKoil AHANNS i ‘TopommamsHO ofomouku {cp. [1]),
paboTarome#i B KBasH-OCCCAMMETPHICCKOM COCTORHHH,

Hacrositnast paboTa MMEeT IENBIc COCTABICHES YPABHCHHH, ¢ NOMOIHBIC KOTOPBIX MOXKHO
pemats npobiemy, monoluo xax xamp. B [1], HO A7 EPOMIBONBHLIX HANPIKCHEEIX COCTONHHE.
IIpHBENeRHEBIE YDABHEHHA SBIDHOTCS COPABSIIHBEIME IS 000m09eK, cHabweHHEX pedpamu
{prac. 3a) uwnm obomoyek ¢ ecrecTBeHHOH opTorponmei. MveeTcs TakKe BOIMONHOCTE PEIIaTh
ApE MOMOLIE OPEBEICHHLIX ypasHeH#l mpobiiemsl 060H0YERX ¢ IepeMeRHOH TOMMUROR.

Summary
APPLICATION OF COMPLEX FORCES IN THE THEORY OF ORTHOTROPIC SHELLS

The present paper concerns the theory of orthotropic shells assuming the relation between the
section forces and the deformation components in the form (5.1). The rigidities involved in these
equations are determined by eguations (5.2). Tt is assumed that equations (3.1) derived
© by V.V, NovozaiLoy for isotropic shells are valid. The equilibrium equations are assumed, after
A.B.H. Love, according to (4.1). Next, making use of the mechanical-geometrical analogy of
A, L. GOLDENVEIZER, formally determined complex and conjugate complex forces (6.3} are intro-
duced for which the final equations (6.4}-(6.7) are obiained. Thermal influences are taken into
consideration assuming linear temperature variability along the normal to the middle surface of
the shell [equation (2.1)]. It is also assumed that the heat flow is steady.

Two groups of sets of equations are considered. The approximate equations (7.1) are satisfied
for the first group. For the other one, equation (7.5) is satisfied additionally.

By rejecting smail terms a simpler form of the equations of the theory of isotropic shells is obtained,
(7.9) and (7.11).

Shells of revolution are considered in Sec. 8. As a particular case, the equation of E. REISSNER
is obtained. -
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Tn every patticular case of orthotropy, the auxiliary functions of Table 1 should be examined.
The functions satisfying the relations (7.1) or (7.5) should be rejected thus obtaining a simplified
fundamental set of equations, As an example is analysed a toroidal shell {cf.11]) working in a quasi
axially symmetric state,

The aim of the present paper is to give equations that can be used to solve problems similar to
those of [1], but for arbitrary states of stress. The equations obiained are also valid for ribbed shells
(Fig. 3a") or shells with natural orthotropy. Tt is also possible to nse them to solve problems of
shells with variable rigidity (Fig. 3a).
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