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POLODWROTNA METODA W HYDRODYNAMICE PEASKIET 1
S8.1. GHEORGHITZA (BUKARESZT)

1. Wstep

Kilka lat temu autor zaproponowal pewna metode rozwiazywania zagadnien
hydrodynamiki rozpatrywanych na plaszezyZnie [1]. Celem jej byle otrzymanie
rozwigzan amnalitycznych pewnego zagadnienia. Przez zastosowanie kolejuych
odwzorowan konforemnych, ktérych celem bylo otrzymanie jak najlepszego przybli-
zenia do konturn danego na plaszezyZnie fizycznej, ofrzymano zagadnienie brze-
gowe dla obszarn kanonicznego w plaszczyznie pomocniczej zmiennej zespolonej.
Metoda ta znalazla zastosowanie w pewnych zagadnieniach udaru oraz filtracii
[2, 3, 4]. W ninigjszej pracy podamy uogdlnienia metody pdlodwrotnej przedsta-
wionej w [1], co pozwoli na rozszerzenie zakresu zagadnien, ktére moga byé roz-
wigzane za jej pomocg. Nastgpnie opisane zostana nowe jej zastosowania. .

Zagadnienia brzegowe, ktérymi bedziemy si¢ zajmowaé, powstaly na gruncie
hydrodynamiki i teorii filtracji, jednakZe za pomocg znanych analogii moina je
réwniez powiazadé z innymi dziatami fizyki matematyczngj. '

2, Uogllnienie metody

Rozwazmy zagadnienie brzegowe dla funkeji analitycznej (zagadnienie Dirichleta,
Neumana lub mieszane), okreflonej w obszarze Dy, ktdérego brzeg C mamy zamiar
aproksymowa¢é za pomocyg meto-
dy pdlodwrotnej. Wezmy dla G, p e
przyktadu dwa obszary D* i Dy
takie, ze D < D*¥*< Dy. Ich brzegi
C, C* i Cy moga byé poloZone
wzgledem siebie w rézny spo-
sob, lecz tutaj interesuja nas
jedynie nastgpujace przypadki:

() CNnCF=0, PHCnC*#G, () C=C* :(np. rys. 1)

c*

Rys. 1

W przypadku o opisang metodg moZemy zastosowaé w podobny sposéb, jak to
mialo miejsce w [1]. Obieramy obszar kanoniczny w plaszezyinie zmiennej zespo-

1 Przedlumaczyt z angielskiego J. ROLINSKI.
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lonej z; = x; 4 fy; i odwzorowujemy konforemnie na ten obszar Dy za pomoca
funkeji Gy (2):

en 2z = Gy (2).

Dla ustalenia uwagi obierzmy polplaszezyzng za obszar kanoniczny, a zatem ob-
razem krzywej C' w polplaszezyznie y; > 0 bedzie krzywa C%, posiadajaca ewen-
tualnie punkty wspdine z prosta y; = 0. Punkty krzywej ) maja rzedne nie
mniejsze niz punkty krzywej Cjf o tej samej odcigtej. Za pomocy przeksztalcenia

2.2) 7y = Gz (z1)

przechodzimy do plaszezyzny y, > 0, tak e obrazem krzywej C; bedzie kezywa Cj,
zaé krzywej C, — krzywa C, lezaca ponad C;. Dalej postgpujemy podobnie,
Ostatecznie przejdziemy do polplaszezyzny yu >0, zp = xs+¥s Za poinocy
zwigzku - ‘

(2.3) Zp = Gn (2n-1),

przy czym krzywej C* bedzie odpowiadala krzywa Cj, kizywej za§ C krzywa Co.
Odwzorowania konforemne (2.1)-(2.3) dobieramy tak, aby zagadnienie brzegowe
dla obszaru Dy (obraz obszaru D na plaszezyinie z,) mogto by¢ latwo rozwigzane,
a krzywa C otrzymana przez powrdt do plaszezyzny fizycznej aproksymowata jak
najlepiej dany kontur.

W przypadku 8 sposdb postgpowania jest taki sam # ta jedynie roinica, ze Cp
i C, maja pewne hiki wspélne. W przypadku y pokrywaja si¢ kontury Dy i Dj.

Przyklady rozwazone w poprzednich pracach dotyczyly wylacznie przypadku v,
w ktérym C* ma pewne luki wspdlne z Cy. Tutaj podamy réwniez przyklady dla
przypadkéw f i a. Byloby rzecza interesujacy rozwazy¢ dalsze przyklady dla przy-
padku e, ktéry daje na ogdt duze mozliwodei wyboru kolejnych odwzorowaft kon-
foremnych.

3. Pewne przypadki szczegdine

Rozwazmy pélplaszezyzne y > 0 z rozcigclem ABA o dlugodci b wzdluz osi y,
przy czym mamy: A (+0,0), B(0, k), A (— 0, 0). W péiptaszezyznic y; > 0 zmnien-
nej zj, ottzymanej przez transformacie, punktom 4, Bi 4 beda odpowiadaly punkty
osi rzeczywisiel o odcietych b, 0 1 — A, Niech krzywej C odpowiadaja promienie
(— oo, Ey) oraz (Fj, co) 1 polokrag E; yF; o promieniu a 1 o §rodku z; = b w plasz-
czyinie zj. Przcksztaloajac konforemnie D na gérna plaszezyzng zmiennej zp, tak
aby zachodzily przyporzadkowanta By — — a, Fy > g, 00 — oo, otrzymamy

. : 2
SEER) I ,_ _z2=3[(h2+zz)1’2ﬁb+m]
Iub i ' '

{3.2) 22 =2 {224 (222 — a2112 (z9 + B) + bzy] + b2 — a2 — A2
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Otrzymamy zatem przypadek . Réwnania parametryczne (3.4) tuku EyF mozna
napisa¢ natychiniast, przyjmujac oznaczenia:
bla=c hla=d, V=(@E+cPRts2-d2—-1, —1<s<l,
U={1+2(c24+d)+ (d? — 22 + ds[c -+ (2 — d2) (c — $)]}V2,
G4 ot xfa = 4 (U2, 212yl = (U — V)L,

(3.3)

Nadajmy pewne wartosci wielkodciom @, b1 /2 lub ¢ i d okreslonym za pomoca (3.3).
Jest rzecza jasna, Ze dla b= 0 otrzymamy brzeg symetryczny wzgledem osi y.
Gdy przy tym d = 271, otezymamy ksztalt zblizony do pélelipsy, a odpowicdnimi
réwnaniami parametrycznymi dla x > 01 y > 0 bedy

x 25 12 57
A

a 16 4
(3.5) 0<s< 1.
SRS
B L iy e ) B S B
2 - T 25 +4 ,

Gdy d = 1, styczne do Cw peczatku ukladu tworza katy #/4 z czeécia dodainia
lub uwjemna osi 17eczywiste]. Réwnaniami parametrycznymi tukn FyF beda

5.6 x=al(l -2 {2 — 112, y=g[(1 — 241 — s2]12,
' 0<<s<l.

Réwnania we wspdhrzednych biegunowych moina
latwo otrzymac z (3.6) oznaczajgc przez § kat miedzy
promieniem wodzacym a osia y:!

1\12
{3.6") r2 = 2a2 (cos2 & — ?) .
Gdy d = 3/2, C sklada sie z osi rzeczywistej i roz-
cigcia wzdiuz osi p oraz prwnej krzywej symetrycznej
wzgledem osi y begdacej przedluZeniem tego roz-
cigcia. Réwnaniami parametrycznymi huku y bedg

(dia x>0, y >0 ' _ Rys. 2
iz _ [(169 o 2)1’2 o 13]1!2
(3.7 AU B 0 1
: - C0<s< 1.
i [(169 . z)ﬂz 13 ) 2]112
a \\1e 7 a2

Ksztalty tfuku y w tych wypadkach podane sa na rys. 2. Jezeli mamy do czynienia
z przeplywem réwnoleglyrnt do osi rzeczywistej i jednorodnym w duzej odleglojci
od poczatlku uvkladu, potencjat zespolony w plaszczyznie z bedzie wynosit f = 2¥; z3.
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Wracajac do plaszezyzny fizycznej otrzymamy

a2
f@=" [Ulz + 2 b+ (B2 + 22)V/2 — b] ’

Predkodcia zespolong bedzie (b =0)

W Vo z (2 2y V2 [1 — 302 (12 + 2)71],
Widzimy, Ze w — g, gdy z — oo, Poniewaz M, najdalszy punkt huku ¢ od osi rze-
czywistej ma predkosé i (a-t-h), wige wnosimy, Ze predkosc zespolona przyjmuje

warto$cl rzeczywiste nie tylko w punktach osi rzeczywistej nalezacych do C, lecz
réwniez w punktach osi y nalezacych do D, czego nalezalo oczekiwal:

w(©, ) = Yoy (o2 — By~ V2[14+271a2 (32 — W)1], y>a-th
Predkoéé zespolona w punkcie M wynosi
L wAM) = 271 ¥y a— 12 (a+4) (a - F) (@ + 2h) 32

Na rysunku 3 podane sa trzy
kontury brzegowe asymefryczne
otrzymane dla nastgpujacych par
wartodci ¢ 1 4

I: e =12, d=13/2;
M c=1/2, d = 1;
Rys. 3 H: ¢ = — 1/2, d=1/2.

Na podstawie (3.3) i (3.4) ich réwnaniami parametrycznymi (dla se [— 1,1] sa:
dia przypa'dku I
22y - 4 g [(10 — 25 — 8sDV2 4 252 45 — 31112,
_ 202y — g [(10 — 25 — 822+ 3 — 5 — 252[112;
dla przypadku I

S

22y — L a[(fi+ S 332)1f2+2s2+sf l]ﬂz
672 4]
‘zlllzy : a[(ﬁ + i_ 332)1!2 + j_ — g — 232]]4'2.
62 1 ’

dla przypadku III ‘
212y — g V2 (1 — V24252 — 5 — 1112,
212 y = g [2U2 (1 — V2 4145 — 252]H2,

W tych przypadkach podaé mozna wiele zastosowanh hydrodynamicznych, jak
np. ruch w obecnodei Zrédia Iub upustu ulokowanego na C lub w D, lub ruch stru-
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mienia jednorodnego, normalpego do osi rzeczywistej w obecnodel przeszkody,
ktora tworzy krzywa 9 i krzywa do niej symetryczna wezgledem osi rzeczywistej.

4. Przyklady dofyczace ruchu w przewodach lab filtracji

Rozwazmy pewne postacie C mogace aproksymowaé pewne przypadki ruchu
w kanalach Iub o$rodkach porowatych. Niech D, oznacza poltplaszczyzng y > 0,
D* — pélplaszezyzng gérng bez podobszaru D’ ograniczonego przez odeinek EG
osi rzeczywiste] i tk EFG, Dy — prostokat T >y, > 8, a < x < a+L, gdzie
T >0, L >0, Dy; pélplaszczyzng gorna, przy czym zakladamy, ze D' nD = @,
tj., Ze S > 0 otrzymujemy w przypadku a.

Na rysunku 4a przedstawiony jest przy- a b o
padek symetryczny, w ktérym T jest nie-

I
skonczone, EFG jest rozcigeiem od poczatku } A B
uktadu wzdhuz osi y, 2, (E)) = — H,z; (G = |
=H, a= — H, 5= Hf2, L =2H. W tych }
samych warunkach, ale przy a=H, s=0, |
I = H otrzymujemy krzywa C, podang na L b 4 B

rys.4b. Réwnaniami parametrycznymi brze-
géw AA 1 BB beda przy s >0 odpowiednio

242 x = JF (37 4s2)12 — 2]12, 212 — JF (34 + 4s2)V2 4 s2qifz

Rys. 4

oraz
212 x — H [(s# -+ 1052 - 9V2 |- 3 — s2]il2)

22y = H [(s¢ 4 10s2 - 9)V2 . 3 | 52]12,

Jezeli w plaszezyinie z obrazem D jest pélpasmo H << x << 2H, y >0, a huk
EFG jest pélokregiem x74-)7 = H2, p; > 0, to réwnaniami hukéw 44 i BB sa:

xH-1 == 142-V2 [(s444s2)Li2 — g2]172,

yH-1 = 54212 [(544-452)V2.4 s2]1/2,

xH-1 = 24-2-12 [(s4 - 1052 |-9)12 1.3 — g2]12,
YH 1 = 5-427V2 [(s4-4- 1052} 9)L/2 452 — 3]U/2

{réwniez dla 5 >> 0). Luki te podane sa na rys. 4c.

Ruch zwykly w przewodzie otrzymanym przez dolyczenie do tukdéw symetrycz-
nych wzglgdem osi rzeczywistej jest dla danych odleglodei od osi rzeczywistej prze-
plywem jednorodnym i réwnoleglym do osi y. Wowczas potencjal zespolony moze
zostaC zapisany w postaci — iVj z;, tj. '

: 76 = — iV 2+ 1),
-~ 4 wiedy
v w(2) = — Vyiz (22-+ HY)—12,

-~ Punkt A jest punktem stagnacii 1 predkosé roénic przy przejsciu od 4 do B.
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5. Przyklad zZastosowania wspﬁirzgdnych dwuh;egunowych :

‘ Przypuscmy teraz, %e D(} jest polrplaszczyznac gornq, D* poiplaszczyznad gornac
.z rozcigciem (0, H) na osi y, a D jest ograniczone przez dwa tuki AyB oraz AyB
i przez odcinki osi rzeczywiste] A4 i BR. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, e tuki
AyB i AyB majdujg si¢ w drugiej éwiartce. Niech przy odwzorowaniu D* na pol-
plaszezyzng gorng y; > 0 danym lukom odpowiadaja dwa pélokregi Ay y; By
i 47,8, o promieniach odpowiednio R i r(r < R). Jezeli zastosujemy wspol-
rzedne dwubiegunowe o, ﬁ okreflone za pomocy zwigzku

to, jak wiadomo, obrazami polokregdw beda w polplaszezyinie £ odeinki a = ap,
O<p<mia=ay 0<f<m gdzie ag 1 ar 53 Ujemne i — o > — ap. Obrazami
odcinkéw Ay A;1B, By bedg odeinki f =m, ap >a> ariff =0 az > a > ay [5].
Jezeli oznaczymy przez b odleglodci pomigdzy $rodkami obu pétkregdw, wyraZenia
na ag i ay beda mialy postaé:

1 [ R2— 2 [( R2— 2 )2 ]112}
. e — 4R2
ap=—1n 2R{ b + b+ b + b 4R )

: T [ R2— 2 [( B2 _ 2 )2 ]1!2}
- — ——— - - - 2 -
ar In 5 {——b b -+ 5 b 4y

Gdy obrazem rozciecla jest odeinek (— H, H) osi rzeczywistej, to rownaniami
parametrycznymi na plaszezyznie zi luku odpowiadajacego pdlokregowi lezacemu
w drugiej éwiartce o $rodku w (— L, 0) i o promienin r beda

.

282 x — . [{(I2 — HD24-p4-L 4127242 (12 — H2) 72cos 20 —

6.1 — 4L (72412 — H2) cos BH24+I2 — H2+472 cos 20 — 2LF cos 0}112,
T 2y ({12 HR2PFALALRT2N (12— H2) 72 c0s 20 —

— 41y (72-L2 — H?)cos 0312 H2 — L2 — 72 cos 204-2L7 cos 6142,

Wéwczas_‘zagadnieniu brzegowemu dla D odpowiadaé bedzie zagadnienie brzegowe
dla prostokata ap > > dp > >0
- W szezegblnodci znajdzmy w D funkcje analityczng f(z), “dla ktérej

AyvB ] Py na AAd
g MU= {m ba BB’
gdzie P; (j=1,2,3,4) sg stalymi rzeczywistymi. W plaszczyZnie f odpowiednim
obszarem bedzie réwniez prostokat, dlatego tez pomiedzy zmiennymi fi{ mamy
zaleznos¢ liniows. Wyrazajac ¢ przez zi, a z( przez z (22 = 2] = H?), otrzymujemy
rozwigzanie zagadmema dla plasz¢zyzny fizycznej. Zagadnienie brzegowe (5.2)
powstaje czesto w teorii filtracji Jub w teorii ruchéw plaskich plynéw doskonalych.

(52 Re{f@}= {ﬁ; .
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Dla przykladu zalozmy, e w piaszczyzme zyjest L = — 2H, R= H, r = 3H/8,

Ay (— 11 H/40) By (— 2H,0). Z ogélnych réwnaf parametrycznych znajdziemy
dla tuku AyB rdéwnania:

22 = — H[(26+6 cos 20 — 32 cos O)2-4 3-cos 20 — 4 cos 0117,

212y — H [(26-+6 cos 26 — 32 cos 61214 cos 6 — cos 20 — 3]172,
F

a dla tukue 47 B:

212 x = — H {(24,7281,305 cos 20 —

— 17,033 cos )12 -} 4,640+0,140 cos 20 —
— 1,781 cos 6]1/2,

R_ys. 5
2U2 y = H [(24,728--1,305 cos 20 — 1,7033 cas 0)H2 +

-+ 1,781 cos 6 — 0,140 cos 20 — 4,640]1/2.
faki te pokazane sa na rys. 5.

Zauwazmy, fe ZQ'T B jestw przyblizeniu pélkolem, wobec tego metoda ta umozli-
wia badanie plaskiego ruchu podziemnego cieczy, wywolanego Zrédlem o skoticzo-
nym promieniu w obszarze ograniczonym przez AyB i tuk symetryczny wzgledem
osi rzeczywistej. Euki te przedstawiaja kontur zasilania.
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PezmwomMme
HNOMYOSPATHERINT METOH B IUIOCKOH Ir'MAPONUMHAMWKE

B mepmoit wacth paBoTer maercs ofobimenne monyoSpaTHOrO METOHA,  PACCMATPEBAGMOrO
B 1], & 33TEM BPHBOFATCA HEKOTOPOS KOIHISCTBO opyvedeEnit. MeTog naer BOSMOMNHOCTL JIETKO
QUPENETATE MHOIO KPACBBIX 3amd¥ g obsgacrelf, OrpaHMYCHIEIX KDMBEIMH, IOKA3AHIBIME Ha
PHC. 2 i1 3, B HBYMS pajsuycamu Ha JeHCTBRTENEHOH OCH, PACTATHBAIOIAMECH B GECKOHEYHOCTE,
Kpubrie 13 puc. 4 MoryT mpencTantaTs coBGoif rpamuiy AiIs ABIMKCHES B KAHANAX MTH B TIOPHCTEIX
cpemax. B 3aknrouATeNsHoM YACTH PAGOTEL MPHBOKATCH PACCYRACHIS, IPOBOLMMEIS ¢ TEOMOLIBIO
OHIOMAPHEIX KOOPOWHAT, XACAFOTIMXCA KPACBEIX 3aHAY U oGJACTH TOKASAHHON Ha pHc. 5.
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Summary
ON A SEMI-INVERSE METHOD OF PLANE HYDRODYNAMICS

The first part of the paper is devoted to generalization of the semi-inverse method of [1].
Some applications are given. Many boundary value problems can easily be solved for regions
bounded by the curves plotted in Fig. 2 or 3 and the two radii on the real axis extending
to infinity, The curves in Fig. 4 can represent boundaries for motion in channels or in porous
media, -

Somme boundary value problems for regions as shown in Fig. 5 by using the method of bipolar
coordinates are dealt with in the closing part of the paper.
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