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1. Uwagi wstepne

Wystepujace w- prakiyce plyty kolowe lub pierScieniowe, ktére moga sie wy--
boczy¢ wskutek dziatania sit w ich iﬁaszczyinie, 54 cz¢sto plytami o zmiennej gruboéci,.
a zatem zmiennej sztywnofci. Zmienna sztywno$¢ plyty jest czasem podyktowana.
wzglgdami konstrokeyjnymi, czasem daZeniem do optymalnego wykorzystania
materialn plyty (ksztaltowanic ze wzgledu na stateczno$é).

Wielko$¢ obcigzenia krytycznego przy sprezystym wyboczeniu plyt o zmiennej
sztywnosci obliczano réiznymi metodami. Rozwiazania $cisle podano przede
wszystkim dla tych przypadkéw, w ktérych mozZna je wyrazi¢ przez funkcje hiper-
geomettyczne. Prerwszg jest tu praca R. GRAN-OvrssoNa [8], ktory rozwiazat
problem statecznodci plyty pierfcieniowej o kwadratowo zmiennej sztywnosci
(D = Dy r2), poddanej wszechstronnemu $ciskaniu. Dwa lata pdZnicj K. FEDERHOFER
[6] rozwazyl ogblniejszy przypadek (k= Cr#) dla kilku wartoéci stalej n; prace
tg rozwingt H. EGGER {4]. Wreszcie dalszego uogdlnienia na inne wartoéci stalej n
dokonat R. GRAN-OLSSON [9] przez zastosowanie rozwigzania w postaci funkciji
Whittakera. '

SzczegOlowej analizie zginania plyt kolowych o zmiennej grubodci poéwigcona
jest monografia A. D. KowaLsngr [11], jednak problemy stateczno$ci sa w niej
potraktowane marginesowo.

Pewne rozwigzania problemu statecznodci sprezystej, wyrazone przez szeregi
potegowe, podane sa w pracy A. GAIEWSKIEGO [7]; oméwiono tam réwniez do-
tychczasowe osiggnigcia w zakresie analizy statecznoéei plyt prosiokatnych o zmien-
nej sztywnosci. Wyboczeniu plyt kotowych o zmiennej sztywnodci pod dziataniem
pola temperatury poswigcone sg prace R. A. Apapuvrowa [1]1 E. H. MANSFIELDA.
[14].

W obecnej pracy podamy pewne rozwigzania uzyskane mefods odwrotng, mia~
nowicie metoda «zaloZenia rozwigzania $cislego», zastosowany do probleméw
wyboczenia pretéw niepryzmatycznych w pracy M. ZyczrowskIEGo [23]. Podobna
metodg stosowal réwnicz niedawno do problemu statecznosci pretdéw niepryzma-
tycznych J. FADLE [5]. Jest ona rowniez przydatna przy analizie probleméw do-
tyczacych cial nigjednorodnych (M. Zyczxowskr [26], W. Orszak i J. RYCHLEW-
sk1 {16]). Metoda ta prowadzi w zasadzie do rorwiazaf $cislych, jednak nic dla:
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obtanego z gbry ksztattu (lub niejednorodnosci), lecz dla otrzymanego przy danym
rozkiadzie ugieé lub napreZen. Znaczenie praktyczne polega przede wszystkim
na moznodci zachowania w rozwiazaniu pewnych parametrow i péZniejszym dobra-
niu ich wartodei tak, by uzyskaé ksztatt zblizony do danego. W tym sensie mozna
te metode uwazaé za przyblizong. Uszyskane rozwigzania Sciste mogg réwniez
stuzyé do weryfikacji réinych metod przyblizonych, a ponadto poglgbié ogélna
origntacje W zakresie statecznosci plyt o zmiennej sztywnosci.

Szezegblne znaczenie metody odwrotnej uwidacznia si¢ jednak przy problemach
wyboczenia spreZysto-plastycznego, gdzie stosowanie metody «wprost» jest po-
waznie utrudnione przez brak znajomodci rozkladu modulu wyboczenia, kidry
zalezy whasnie od poszukiwanego obeiaZenia krytycznego. O ile nam wiadomo,
rozwigzania problemu sprezysto-plastycznego wyboczenia plyt o zmiennej grubodei
nie sa dotychczas znane; mozna, oczywiScie, stosowaé obliczenia numeryczno-
iteracyjne w polaczeniu np. z metoda RiTza, (takie postgpowanie sugeruje w od-
niesieniu do pretéw A. N. D [3]), sa one jednak #mudne, malo dokladne
i pozbawione ogdlnoéci. Natomiast przy metodzie odwrotnej okreSlenie ksztattu
preta lub plyty przy wyboczeniu sprezysto-plastycznym, wobec znajomosci obciaze-
nia krytycznego, nie przedstawia wigkszych trudnodci.

W pracy obecnej oprzemy sig w zasadzie na prostej, technicznej teorii sprezysto-
plastycznego wyboczenia plyt, podanej przez M. Rofa i A. EICHINGERA, P. F. PAP-
rowicza [17] 1 F. BLeicHA [2]. Modul wyboczenia przyjmujemy zgodaie ze wzorem
A. YLINENA [21 i 22]; ten wz6r jest dogodny, ma prosta budowe i dobrg doktadnos¢;
byt on juz stosowany przy problemach statecznoéei pretdéw o zmiennym przekroju
(L. SaLA [18], M. Wnux i M. Zvczkowskl [20]), a takze przy okreslanin optymal-
nego ksztaltu preta (F. P. LAasoNeN [13]). Réwniez i w naszym przypadku uzyskane
wyniki pozwolg na oszacowanie oszczedno$ci na cigZarze w stosunku do plyty
o stalej grubodci i tej samej sile krytycznej, co umozliwia optymalny dobor para-
metréw («Parametryczne ksztattowanie wytrzymalo$ciowe», W. Krzv§ i M. Zycz-
KOWSKEI [12]).

2. Sformufowanie zagadnienia w zakresie sprezysiym

W pracy obecnej zajmiemy si¢ jedynie plytami kotowymi lub pierScieniowymi,
poddafymi w swojej plaszozyinie wszechstronnemu réwnomiernemu $ciskaniu
sita podtuzna o natezeniu N. Taki stan uzyskujemy przez przyloZenie na wszystkich
krawedziach plyty sil normalnych do konturu (czynnych lub biernych) o natgze-
niu N na jednostke diugodei krawedzi. Zatozymy kolowo-symetryczna postad
wybaczenia plyty przy jednej potfali w kierunku promieniowym; w rozpatrywanych
problemach plyt zazwyczaj nie ma watpliwosci, Ze takie przyjecie zapewnia minimum
obciazenia krytycznego w przeciwienstwic np. do probleméw statecznoéci powlok,
gdzie ilo§é potfal z reguly nie daje sig przewidzieé (ten fakt powazZnie utrudnilby
zastosowanie metody odwrotnej do analizy statecznodei powlok). Przy powyZszych
zaloZeniach réwnanie powierzehni ugigeia plyty po wyboczeniu przybiera postac
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{A. D. KowaLiNko [11] po wprowadzeniu zmiany znaku przy N oraz pominigciu
skladnikdéw odpowiadajacych obciazeniu powierzchniowemn i cieplnemu)

d{[ d(d2w+1dw)+dD(d2w+v dw) dw
Q) TvPw\am tr ! T\ Yy +Nzr]}=°’

gdzie

ER3

2.2) D= .y 1 —9

oznacza sztywnos¢ walcowa plyty, w ugigcie, & grubost plyty. Po przeprowadzeniu
jednego catkowania moZemy je napisaé nastepujaco:

2.3 ZDw'" (2 D'+ zD)y w''+ (vzD' — D NR2 22} w' = Cz,

przy czym dla wygody wprowadzono bezwymiarows zmienna z = r/R, gdzie R
OZnacZa promien zewngtrzny plyty ; przecinkiem oznaczono réZniczkowanie wzgledem
z,a C oznacza staly calkowania, majaca znaczenie reakcji pionowej na podporze.

Dalszy tok postgpowania zalezy w sposéb istotny od tego, czy plyta podparta
jest w sposob statycznie wyznaczalny (ze wzgledu na reakcje pionowa), czy nie-
wyznaczalny. Jezeli mamy do czynienia ze statyczna wyznaczalno$cia, czyli pod-
parcie wystepuje tyiko na jednym okregu, to reakcje pionowe sa réwne zeru (wobec
braku sit «pionowych», prostopadtych do plaszezyzny plyty), zatem C = 0. Ponadto
wtedy, spodréd trzech warunkdéw brzegowych niezbzdnych do scalkowania row-
nania (2.3) ze wzglegdu na ugigeie w, tylko jeden dotyczy samej funkeii w, a pozo-
stale — pochodnych w' i w'’; mozemy wige, po oznaczeniu kata ugiecia w kierunku
promieniowym przez @, gdzie ¢ = — dw/dr, napisaé

2.4 - 22Dp"--(z22D'+zD) ¢'-+(vzD’ — D+NR222) ¢ = (

i obliczaé sile krytyczna badajac wylacznie funkcje @, gdys mamy wtedy dla réw-
nania (2.4) do dyspozycji dwa warunki brzegowe. Warunki te maja mianowicie
postaé

2.5) g =0

na brzegu utwierdzonym albo w $rodku plyty kolowej, a
. P
{2.6) D((p'+;¢)=0

na brzegu swobodnym albo swobodaic podpartym. Réznica miedzy tymi dwoma
rodzajami podparé zanika w tym przypadku, gdyz zamiana jednego rodzaju na
drugi powoduje tylko przesunigcie plyty jako ciala sztywnego (podparcie obu
krawgdzi lub dodatkowe w $rodku jest tu wykluczong). W dalszym ciagu bedziemy
sig zajmowaé wylaczaie plytami statycznie wyznaczalnymi ze wzgledu na reakcjg
pionowa, wigc bedziemy korzystali z réwnania (2.4) i warunk6w brzegowych w po-
staci {2.5) i (2.6).

Metoda «zaloZzenia rozwigzania $cistego» sprowadza sie do zalozenia w réwnaniu
(2.4) pewnej funkeji ¢ = @ (z) i poszukiwaniu odpowiednicj funkcji D = D (z),

Rozprawy Inzynierskie — 10
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okreélajacej sztywnosé plyty oraz odpowiedniej sily krytycznej N. Réznica w stopniu
trudnodei jest istotna, mianowicie otrzymujemy réwnanie tym razem tylko pierw-
szego rzedu, liniowe

( : w)p'+ d( ot "”)D NR2
@7 vt z dz \? 27T P
ktérego catke ogdlna mozna napisaé przy dowolnej funkcji @ = ¢ (2) w postack

d
£l
dz z
(2.8) D=D(E)=exp| f dz
v
v

d 4
J _ L\ T
x C_NR2f i exp f_mdz dzi.

l N L
(p_}_z (p—{_z'

Wzdr ten nie jest tak prosty, jak w przypadku pretéw, gdzie sztywno$C jest oczy-
wifcie okre§lona za pomoca wzoru nie zawierajacego calek [15] i [23], jednak
umozliwia on uzyskanie rozwigzaf efektywnych przy odpowiednim doborze funk-
cyj ¢ (2). '

Osobna uwage podwiccimy warunkom brzegowym. Warunek (2.5) nalezy do
warunkéw geometrycznych, warunek (2.6) — do statycznych. Miedzy obu typami
warunkéw uwidacznia sie tu zasadnicza réznica: warunek (2.5) musi by¢ spetniony
przez obrana funkeje @ (z), natomiast (2.6) moZe byé spelniony przez @ (z), badz
tez przez obliczona funkeje D (z). Obie mozliwosci spelnienia warunku statycznego
(2.6) rozwazymy teraz bardziej szczegdlowo.

W pierwszym przypadku, gdy warunek (2.6) jest spehnony pOprzZEZ funkeje @ (2),
to sztywno§é D moze byé na odpowiedniej krawedzi rézna od zera. W calce (2.8y
pojawia sic jednak osobliwosci, bowiem wspélezynnik przy D’ w réwnaniu 2.h,
proporcjonalny whasnie do momentu promieniowego, zmierza w otoczeniu od-
powiedniego punktu brzegowego do zera i réwnanie nie spelnia na ogét w otoczeniu
tego punktu warunku Lipschitza. Stala C nalezy wtedy wyznaczy¢ z warunku
usuniceia osobliwoéci i otrzymujemy tu tylko jedno rozwiazanie. JednakZe niezbedne
tu usuniecie osobliwoéci nie zawsze jest mozliwe: warunkiem koniecznym jest to,
by istniala nieosobliwa calka szczegOlna réwnania niejednorodnego. Nie wchodzac
w szczegdly badania mozliwych rodzajéw osobliwofci zauwazymy, Ze calka taka

d
zazwyczaj istnicje, gdy wepdlczynnik przy D, mianowicie—(qa’—l-g), nie jest

: fi dz
jednoczeénie roéwny zeru.

W drugim przypadku, gdy warunek (2.6) ma by¢ spetniony poprzez funkeje
D (2), stala C wyznaczamy wiasnie z tego warunku. Prowadzi to zazwyczaj, przy
obranej funkcji ¢, do calej rodziny rozwiazan, bowiem warunek (2.6) przy spe-
cyfikowaniu funkcji ¢ nie interweniuje i jeden parametr pozostaje swobodny.
Otrzymujemy tu zerowe sztywnobcl na brzegu, co posiada znaczenie praktyczne,
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szczegdlnie przy zaloZeniu wyboczenia sprgi:ystdplastycznego, bowiem wtedy
nie oznacza to zerowej grubosci plyty, a jedynie osiagnigcie przez naprezenia granicy
plastycznosei materiato.

Problem spelienia waruskow brzegowych zilustrujemy na prostszym prezykladzie
wyboczenia pretdw. Z rownania

(2.9) ‘ (Dw'y '—I—Pw’_' =10,

ktore jest sluszne dla dowolnego sposobu podparcia preta, wynika znacznje prosiszy
od (2.8) wzor

Ci+Cyx — Pw
(2.10) D=

w

Zatézmy réwnanie linii ugigela w trojparametrowe] postaci ogdlnej
(2.11) w=a-tsink (x+ xp)

przy parametrach @, k i xp; mnoZenie funkcji sinus przez stala nie wniostoby nic
nowego. Rozwazmy najpierw pret o dlugodei / obustronnie utwierdzony, a wiec
warunki czysto geometryczne: w(0) = w' (0) = w({) = w' (1) = 0. Z warunkéw
na pochodna otrzymujemy dla pierwszej sily krytycznej k& = 2afl, x5 = I/4, na-
tomiast z obu warunkéw w =0 wynika ¢ = — 1. Podstawienie tych wartoéci
do (2.10) okrefla zmiang sztywnoéci: z warunku usunigeia osobliwoéei Cy = — P,
C, =0 1 ostatecznie D = PI2/4n2 = const, Otrzymujemy wiec jedynie znane roz-
wigzanie dla preta pryzmatycznego.

PrzejdZmy do preta zamocowanego dwuprzegubowo, Z warunkéw geometrycz-
nych w(0) = w(l) = 0 wynika xp = (%/2k) — I/2, a = — cos (kIf2). Jezeli zazadamy
spetnienia warunkoéw statycznych D (0) w'’ (0) = D () w'' (1) = 0 przez funkcje w,
to k = zfl, a po podstawieniu do (2.10) i «wygaszeniv» osobliwosci €| = Cy =0
oraz D = P[2[n? = const. W tym przypadku podparcia mozemy jednak otrzymywaé
réwniez prety niepryzmatyczne, spetniajac warunki statyczne poprzez funkeje D.
Nie przyjmujac k = m/l podstawiamy (2.11) z obliczonymi wartoéciami xp i @ do
(2.10); otrzymamy

k! !
Ci+Cox+P 0057 — cosk(x Y

(2.12) | D=

!
k2 cosk (x — E)

Spelnienie warunkéw D (0) = D (/) = 0 prowadzi do C; = €, = 0, zatem ostatecz-
nie ksztalt preta bedzie opisany réwnaniem (o parametrze swobodnym k zawartym

w prredziale 0 < k < =/l)
P cos? cos.k xﬁz

I
2 —_—
k2cosk (x 2)

(2.13) D=
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Site krytyczng moZemy teraz wyrazié przez sztywnosé w srodka preta, x =112,

k2D,
(2.14) P= ot

1—cos—

2
Wrécimy obecnie do problemu statecznofci plyt kolowych. Calkowanie we
wzorze (2.8) moze byé wykonane efektywnie jedynie dla nielicznych funkcji ¢ = ¢ (z).
Rozwazymy trzy przypadki: gdy @ (2) jest catkg réwnania Eulera (dwa przypadki)
oraz gdy ¢ (2) jest catka réwnania Bessela.

3. Funkeja ¢ (z) w postaci rozwigzania rownania Eulera (f)

Dla uzyskania mozliwie prostych calek we wzorze (2.8) przyjmiemy ZaleZnosc
dz
3.1 fwdz: — In z7,

gdzie n jest parametrem rzeczywistym o wartosci chwilowo nigustalonej. Po zrdz-
niczkowanin (3.1) i uporzadkowaniu ofrzymujemy réwnanie typu Eulera:

(3.2) 2o +n+ Dz’ — (1 —m) =0,
ktorego rozwigzanie ogdlne ma postac

i/ b
(3.3) p@)=C1 2" 7T+ Crz7 "2,

gdzie stala & jest okreslona za pomocy wzoru
i R
(3.4) b= V2 —dnwi4

i wobec » < 1/2 posiada przy dowolnym n warto$¢ rzeczywistg.

3.1. Plyty kelowe pelne. Dla plyt pelnych (bez otworu srodkowego) wymagane
jest w kazdym razie spelnienic warunku geometrycznego ¢ (0) = 0, co wyznacza
staly € = 0. Kat ugigcia ¢ (2) jest wige tu okredlony za pomocg WZort

(3.5) ¢(2) = Cr 2" 5.

Plyta utwierdzona na brzegu. Mamy tu drugi warunek geometryczny @ (1) =0,
ktory jednak przez funkeje (3.5) nie moze byé spetniony i w rozwazanym przypadku
funkcja ta nie moze znaleZé zastosowania.

Plyta swobodnie podparta na brzegu. Z warunku typu (2.6) wynika tutaj

(3.6 clp(l)(bggw):o.
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Zatem mozemy przyja¢ jedynie D (1) =0, bowiem przy » < 1/2 mamy zawsze
b — nf2-4-v > 0. Tak wicc warunek brzegowy dotyczy funkcii D (z); funkcja ¢ (2)
ma postaé (3.5).
Z (2.8) wynika, Ze
NR2

z2,

3.7 D(z) = Czn — .
b— 3 + v) 2—n

a po wyznaczeniu stalej C z warunku D (1) = 0 otrzymujemy

NRZ -

( n
b—-5+v)(2—}1)

(3.%) D)= (zn — 22).

Dla zapewnienia skoficzonej wartosci sztywnosci w érodku plyty musimy dobieraé
parametr » z przedzialu n = 0; przy r = 0 sztywnoéé ta jest wigksza od zera, nato-
miast przy » > 0 otrzymujemy D (0) = 0.

Wielkosé sity krytycznej Ny okredlimy po ustaleniu sztywnoscl plyty w dowolnym
punkcie 0 << z < 1, najlepiej w polowie promienia plyty dla z = 1/2. Sztywnos¢
te oznaczymy przez Dys, ; wiedy z odwrdcenia (3.8) dla z = 1/2 wynika

(b—*-g—i- v) {n--2)2n+2 D

e 0.5
(3.9) N = N = TS =

Wstawiajac (3.9) do (3.8) otrzymujemy ostatecznie

on+2

3.10) D(z) = 2

'"?2% (z# — z2) -DD,S'

W przypadku szezegblnym # = O otrzymujemy rézng od zera sztywnosc¢ w Srod-
ku plyty Dg; wtedy z odwrécenia (3.8) dla z= 0

. Dy
(311) Nk=2(1+'v)ﬁ,
a po podstawieniu do (3.8)
3.12) D =01 —z2) D,

Gruboéé plyty przy wyboczeniu sprezystym jest wige okreslona za pomocg wzoru
[ U
(3.13) h@ =k 1 2.

To proste rozwigzanie moZe posiadaé duze znaczenie prakiyczne, tym bardziej ze,
jak wykazemy pdiniej, ksztalt tej plyty jest z punktu widzenia jej cigZzaru ko-
rzystniejszy od plyty o stalej grubodci.
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Przypadek szczegdiny # = 2 otrzymamy z (3.9) i (3.10) przez przejscie do granicy:

4 [, Dos
(3.14) .mﬁﬁzrbu—w—yw)ﬁ
oraz
4 4Dy
(3.15) D(z) = — o z21n z.

3.2. Plyty pierScieniowe. Postuzymy si¢ tu catka ogélna (3.3). Promiefi wewngtrzny
plyty pierfcieniowe] oznaczymy przez Rj, stosunek Ry/R przez .

Wykazemy najpierw w sposob ogblny, iz spelnienie warunkow brzegowych przez
sama, tylko funkcje @ (3.3) nie jest tu mozliwe. W tym celu obliczmy najpierw pro-
porcjonalne do momentu promieniowego wyrazenie

¥ [ n

(3.16) tp’—l-—(Bﬁ Cl(b - = -I-v)zb"%‘l— Cg(b+—_ v)z“b_%_l.
z 2 2

Tak wigc oba wyrazenia (3.16) i (3.3) maja postad

317 CF(2) = € 2%+ Cy 2™

W przypadku plyty pierscieniowej obustronnie utwierdzonej (ale przy jednym
utwierdzeniu przesuwnym w kierunku pionowym dla zapewnienia wspomnianej
statycznej wyznaczalnos$ci) lub w przypadku plyty na jednej krawedzi swobodnej,
na drugiej swobodnie podparte] otrzymywaliby§émy uklad réwnan typu

(3-1.8) 61 -+ E'z =0, 61 7™ 4 62 Bt =0,

ktory moglby posiadaé rozwigzania niezerowe tylko przy %™ = ™, co jest wy-
kluczone wobec 77 # 0, 5 # 1 1 a1 # aa.

Réwniez przy utwierdzeniu jednej krawedzi a drugiej krawedzi swobodnej nie
mozemy spelnié warunkéw brzegowych przez funkcje ¢ (3.3). Przyjmujac np.
utwierdzenie krawedzi zewnetrznej otrzymujemy C, = — €, a warunek na swo-
bodnej krawedzi z = % daje

M b 1 RN BUOT .S R
(3.19) b 3 Forlg®T 2 ik + Z v 2 0;
skacdh
n
b+§"—v
(3.20) ??sz —4n~—<0’
b"—rzm—l—w

co jest wykluczone.

Tak wiec warunki czysto geometryczne (obustronne utwierdzenie) sa tu wy-
kluczone, a w przypadku warunkéw obu typdw Jub tylko statycznych przynajmniej
jeden z nich musi byé spelniony przez funkcje D = D (z) (zerowa sztywno$é na
brzegu). .
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Plyta wtwierdzona na brzegu zewngtrznym i swobodna na brzegu WewReIrZnym.
Warunek brzegowy ¢ (1) = 0 daje C, = — Cj; zatem

P S
{3.21) p=C1{z"" 72—z 2)

Warunek brzegowy na krawedzi wewngtrznej spelni¢ mozemy jedynie poprzez
funkcie D (2). Ze wzoru (2.8) wynika catka ogolna

NR2
G2 D@=m|C— ) 2

n
(Z—n)(b--wi-Jrv

gdzie stala b okre$iona jest za pomoca (3.4), natomiast

P
| 2 7
{3.23) a=——"
b*"i-+v

Wobec niewymiernoéci b w przypadku ogélnym (3.4) catka we wzorze (3.22) nie
daje si¢ na ogdt wyrazié przez funkcje clementarne, Dla nicktdrych par wartosci #
i v jest to jednak mozliwe i jeden z takich przypadkédw rozwaiymy teraz szczegdlowo.

Przyjmiemy n = 1, » = 0,25 = 1/4; wtedy b = 1, a = 5/3' oraz

' ' 4 32 dz
{3.24) D(z):z(c—?NRzz—l——g—Nsz “3")
22+§

Po scatkowaniu znajdziemy

: 4 —
{3.25) D(z)= z(C — ?NR z+— l/—NR 2 arctg ]/ )

Stata C wyznaczymy z warunku D (5) = 0; ostatecznie wige

32
(326) D(z)=NR? 2[15 1/ ( ctgl/ﬁz——arctg]/% )——(Z-‘?I)]

Oznaczamy dalej réZng od zera sztywno$é plyty w miejscu utw1erdzema przez Dy;
'wprowadza]ac te warto$¢ oraz podstawiajac z == 1 i odwracajac (3.26) wzglt;dem N
moZzemy obllczyé site krytyczuq

Dy
(3.271 N=N;= ﬁﬁ,




596 ANTONI GAJEWSKI, MICHA: ZYCZKOWSKI

gdzie wspdlczynnik 8 okrelony jest za pomoca wzoru

3
(328) p= [8 ]/?( l/? ]/3 ) 1
4 sV3 arctg §/ = —arclg 3 *(1#’7)_

Po podstawieniu (3.27) i (3.28) do (3.26) moZemy jeszcze wyrazié sztywnos¢ na
dowolnym promieniv przez sztywnos§é Dy:

8 ]/"3"( ]/? ]/"37 )
63 b 5 3 arctg gz—arctg 37 —(z— %) .
. z) = — — — zDy.
8 l/ 5 ( ]/ 3 ]/ 3 ) !
5 3 arctg —5~—-arctg 37 —(1—mn
, Tablica 1
N 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
i 2077 | 2488 | 3.077 | 3.773 | 5.335 | 7.655 | 11.980] 21.434) 48.764{197.8%0| oo
f; | W tablicy 1 podano wartosci wspoh-

czynnikdéw ff we wzorze (3.27) dla réZnych
wartofcl parametru = Ry/R, a na 1ys. 1

50 przedstawiono tg zaleZno$é graficznic.
Wykres na rys. 1 jest analogiczny do wy-
» kresdw podawanych w literaturze dia plyt

Ponadto wartosci funkeji (3.29) przy
wartoel parametru % = 0,2 zestawiono
w tablicy 2, a odpowiedni ksztalt plyty

podaje rys. 2. Uzyskane tu rozwiazania
I I"O,I‘f , QIS l Cilﬂ ! 10 ;?' sa oczywiscie stuszne rowniez dia plyt swo-
bodnie podpartych na brzegu wewngtrz-
nym przy krawedzi zewnetrznej przesuwnie

10

reerrrrrr7TrTr rvrrrerTr o1

f
|

|

i

|

|

|

|

|

§- pier§cieniowych o stalej sztywnoScl
|

|

]

1

|

|

!

Rys. 1. Zaleznoéé wspélczynnika B od stosun-
ku promienia wewnetrznego do promienia ze-

wngirznego plyty pietScieniowe utwierdzonej (przesuwno$é poprzeczna).
Tablica 2

z 02 0.3 0.4 0.5 0.6 07 | 08 0.9 1.0

DD(T) 0.0000 | 0.0552 | 0.1692 | 0.2989 | 0.4458 | 0.5994 | 0.7494 | 0.8859 | 1.0000

# (@)

W 0.0000 | 0.3808 | 0.5531 | 0.6686 | 0.7639 | 0.8431 | 0.9083 | 0.9604 ; 1,0000

Plyta wtwierdzona na brzegu wewnetrznym i swobodna na brzegu zewngtrznym.
Rozwigzania poprzednic moZemy bezposrednio wyzyskaé do przypadku utwier-
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dzenia na brzegu wewngtrznym, a swobodnego brzegu zewnetrznego, nalezy tylko
przez R rozumied promieft wewnetrzny, przeZ z stosunek promienia bieZacego
do promienia wewngtrznego, 1 < z < #, & przez 9 — stosunck promienia zewngtrz-
nego do wewngtrznego 5 > 1,

N

Rys, 2. Ksztalt plyty wedlug réwnania (3.29)

Mozna jednak dla jednolito$ci zapisu pozostawi¢ stare znaczenie stosunku 7
i zmiennej z, a wtedy we wzorach poprzedniego przypadku nalezy zamiast
podstawi¢ 1/x, zamiast R podstawié¢ %R, zamiast z podstawi¢ z/n. Przy przyjecin
n =1 oraz ¥ = 0,25 otrzymujemy wtedy np.
(3.30) : N =N =57,
gdzie D, jest sztywnodcig na brzegu wewngtrznym (utwierdzonym) z = %, natomiast:
wspblezynnik f§ okreSlony jest za pomocy wzoru

3

(331) p= -
4?7[(14?7)*—]/ (arctg_!) gﬁamg]/g)]

Rozklad sztywnosci D (z) okrefla wzor

a V ( . 31 32)
(1—2)- 317 arctg 5 arctg “5“7? ;

(332 D= —D,.
]/ ( 31 ]/ 3 ) 7
(1f77)—— —nlarctg gg—arctg 5

Tablic liczhowych wartoéci funkcji 8 () nie bedziemy przytaczali.

Uzyskane rozwigzania sa oczywiscie réwniez stuszne dla plyty swobodnie pod--
partej na brzegu zewnetrznym o krawedzi wewnegtrznej przesuwnie utwierdzonej
{przesuwno$¢ poprzeczna).

Plyta utwierdzona na brzegu zewngtrznym i utwierdzona przesuwnie (przesuwnosé
poprzeczna) na wewnegtrzuym (lib na odwrdt). Mamy tu dwa warunki geometryczne
¢ () = ¢ (1) = 0 i zgodnie z ogdlnym dowodem podanym na poczqtku p. 3.2.
spelnienie ich przez funkcje (3. 3) nie jest mozliwe.

. Phyta swobodnie podparta na brzegu zewngtrznym i swobodna na brzegu wewnglrz-
nym (lub na odwrét), Wzdtuz obu krawedzi plyty maja tu by¢ spefnione warunki
(2.6). Okazuje sig, Ze spelnienie ich przy wykorzystaniu funkeji ¢ nie jest moZiiwe ;.

P
jak widaé z zaloZenia (3.1) przy zerowaniu si¢ wyraZenia (cp’ + -gj—) zeruje sie jed-
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d

&z
catki szczegdlnej nie jest tu usuwalna. Wobec tego moZemy otrzymywaé jedynie
plyty o zerowej sztywno$el na obu krawedziach.

Wprowadzajae dogodne tu oznaczenia & = — Co/C; przedstawimy ogdlne wy-
razenie na funkgje ¢ (2), (3.3), w postaci

nocze§nie (fp' +g) i zgodnie z tym, co powiedzielifmy w p. 2, osobliwosé

b k4 L]
{3.33) e =C(z"" 2 — 27" 7).
Po podstawieniu (3.33) do calki ogdlnel (2.8) otrzymamy

NR2 Zl=n (72 - g)
22 | za

{3.34) D{zny=z0§C—

dzl,

n
b*z“l—'v

gdzie stale b i a sg okrelone za pomocy (3.4) i (3.23). Po przeksztatceniu catki
przez dodanie i odjecic w liczniku ea otrzymujemy ostatecznie

NR2
(335 D@=2z|C— 22-m -

)
(b~2+w 2-—-n

2beNR2 f Z1-n

n 2 22b+£adz
(bﬁ-z-*{—'v

Podobnie jak poprzednio calkowanie poprzez funkcje elementarne mozliwe
,je‘st tylko dla niektorych par wartodei » i ». Dla przyktadu przyjmiemy ponownie
n=1, v=0,25=1/4, wtedy b= 1, a = 5/3 oraz

4 32 dz
(3.36) D(z)=12z (C ——NR>?z+ —NR2¢ F) .

3 9 5

z22 g
3
Poniewaz 0 < z < 1, wigc stala & moZemy dobieraé z przedzialéw 0 < & < oo
lub — oo << & < — 3/5. Rozpatrzymy obie mozliwosci.
Przy & > 0 przyjmiemy 82 = 5/3¢ >0 i po scatkowaniu (3.36) napiszemy

4 32 z
{3.37) D) =z (C — 3 NRz + < NR: S arc tgF).

Musimy teraz speini¢ warunki (2.6) na obu krawedziach plyty, dla z= 11 z=g.
Pietwszy z nich okresla staly C; po podstawieniu

4 8 1
{3.38) Dz = 3NR22[(1_—2) — ?6(arc tgg -~ arctg : )]

el
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Drugi z warunkéw prowadzi do rdéwnania przestgpnego wzglgdem sfaiés": 6

5A—n dA-—-m?
8  8+4n é

Pierwiastki tego rownania zestawio-
no w tablicy 3 dla réinych war-
todei stosunku promieni #, a na
rys. 3 przedstawiono t¢ zaleino$c
wykreélnie. Sile krytyczna Ni wyra-
zimy przez podanie sztywnoSci
w pewnym punkcie plyty réinym
od z=191z=1 Przyjmiemy np.
srodek pierécienia, z = (1 4 92, 7 I"-a:z L Ll 15

(1+m)
oznaczajac D — Dy,5; przez od- -
) ' Rys. 3. Pierwiastld réwnania przestepnego (3.39)
wrécenie (3.35) przy tej wartobci w Zaleznosei od %

z otrzymujemy

3.39) tg

B

Tablica 3
7 00 | 01 ] 02] 03| 04) 05 06|07/ 08] 09 1.0
) 0.6109| 0.6790| 0.7501| 0.8196| 0.8906| 0.9597, 1.0269| 1.0947| 1,1605| 1.2261 dowolne
3 Dy, s

(340) N=DNp—=

7 3§ 1 1 R2
2(1+n) [— —5 8 (arc tg 5 —arctg ;:;?)]

&

-Oraz po podstawiem’u do (3.38)

8 1 z
22[(1 —z} — ?6(arctgF — arc’{gg)]

3.41) D)=
i 8 1
(1—|—?;')[—?7 —— c‘i(arc tgF —arctg 1;:3 )]

Przykiad obliczen plyty o stosunku promieni 5 = 0,2 przedstawiono w tablicy 4
i na rys. 4. Pozostaje do rozwaZenia przypadek — oo <Zg¢ <C — 3/5. Oznaczajac

tym razem 92 = — 5¢/3 > 1, po scatkowaniu (3.36) otrzymujemy
Tablica 4
z' 020 1 025 | 0.30 | 040 | 050 ; 060 | 070 | 0.80 | 0.90 | 0.95 | 1.00
Dz ‘
B ) 0.0000] 0.1003] 0.2261 90,5171 0.8692] 1,0000; 1.0636] 0.9415} 0.5965| 0.3310] 0.0000
0,6 ,

i

p 0.0000| 0.4645| 0.6092] 0.8026| 0.9543] 1.0000] 1.0209| 0.9801| 0.8418| 0.6917| 0.0000
0,6 .
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4
3

16 ¢+ z
NR2z —I—ENRZQ‘}IH i

(3.42) D@ =7z (c — p

G P

Rys. 4. Ksztalt plyty wedlug réwnania (3.41)

Po wyznaczeniu stale) C i doprowadzeniu do réwnania przestepnego ze wzgledu
na # stwierdzamy jednak, Ze réwnanie to nie posiada pierwiastkow rzeczywistych
|# > 1, zatem przypadek ten nie daje rozwigzania.

4, Funkeja ¢ (z) w postaci rozwigzania réwnania Enlera (1)

Przyjecie (3.1) doprowadzito do rozwiazaf stosunkowo prostych, jednak zawsze
na brzegu swobodnym lub swobodnie podpartym sztywnosé plyty musiata byé
rowna zeru. W istocie, na brzegu takim przy D # 0 musialoby zachodzié @’
+rpfz =0; z (3.1) wynika, e w miejscu tym réwnies didz (p'Fofz) = 0, czyli
wspblezynnik przy D w réwnaniu (2.7) jest réwny zeru, zatem zgodnie z uwagami
zamieszezonymi w p. 2 osobliwo$é przenosi sig do calki szezegdlnej réwnania 2.7
i nie jest usuwalna.

By mdc otrzymywaé skoficzone warto$ci sztywno$ci na brzegach swobodnych
zalozymy zaleznoéé

' 1
4.0 [ 2 e+
. o= = '+ 3

gdzie n jest parametrem rzeczywistym o wattoéci chwilowo nieustalonej. Tym
razem zerowanie sig mianownika pod caika nie pociaga za soba zerowania sig
licznika, poniewaZ wyraZenie po prawej stronie {4.1) wykazuje stosowna osobli-
wosc. Po zrézniczkowaniu (4.1) dochodzimy tu réwnicz do réwnania typu Fulera

4.2) (n—1Dz2e" +owm— Dz —(n — 1}p=0

o calce ogdlnej

1—vn
4.3) p(z) = Ciz+ Cpz™E,
Wyrazenie proporgjonalne do promieniowego momentu gnacego wyniesie
»p 1T —9 2—-(49n
4.4 (p’+—z~2(1+v) Ci_l_n— 1C22 =l

Calke ogdlng réwnania (2.7) bedzie tu wygodniej napisaé nie w postaci (2.8),
lecz jako funkcje gérnej granicy catkowania; stala calkowania jest wtedy ukryta
w dolnej granicy:




OBLICZANIE SPREZYSTE] I SPREZVSTO-PLASTYCZNES STATECZNOSCL..

d @
a(‘?””f‘:;)
(4.5 D(z) = — NR2exp _fﬁ dz | «
_'___
Z
d {
X @ () J E[@’(t)ﬂL?é—)] ]
x f — ) exp f ® df! dt.
v Y
g CR L |

Zadane usunigcie osobliwodci funkeji D () bedzie na .ogdt mozliwe przez dobor
parametru zj jako pierwiastka rownania

(@
{4.6) ¢’ () + =0;

z

w przypadku plyty o swobodnym brzegu zewngtrznym bedziemy oczywiscie mieli
zp = 1, natomiast przy zewngtrznym brzegu utwierdzonym zy musi by¢ zawarte
w przedziale 0 < z5 << 1, ,

Po podstawieniu (4.1), (4.3) i (4.4) do (4.5) okreSlimy wige w rozwazanym przy-
padku zmiennoéé sztywnoéei plyty za pomoca wzorn ogolnego

z 1—vn 1w 2—(1 4Ry
f(C1 t+C2t“-1)[(1—i—v) Ci1+ Cht 7—1 ] ot

2y

n—1

4.7 D)= — NRz,

[y e
[(l—i—v) Cy+- g Gz et ]

‘Statg z okreSimy przez podsta\i{ienic (4.4) do (4.6) i rozwiazanie; ostatecznie wigc
' 1+ (n— 1 C ]2 n-1_

= | — — (14}

‘(48) Zp [ (1 _ 'V) Cz B

Wzér (4.7) sprowadzimy teraz do prostszej postaci. ZauwaZymy najpierw, Ze
sztywnoéé D (2) zalezy jedynie od stosunku stalych C;/Cy i oznaczymy, podobnie

jak w poprzednim punkcie, Cp/C; = — ¢ Ponadto z réznych mozliwosci pod-
stawieh we wzorze (4.7) wyblerzemy podstawienic nastepujace:
1— ¢ 2—(14v)n i 27(1—[‘1)2
4.9 l— 71 zlﬁ(ﬁ) =1 —
@ TR Z “

ktére zapewni zerowanie sig dolnej granicy calkowania, Zamiast (4.7) mozemy

wtedy napisaé
WZ) .

— D22 NR2 1- 1 Bv) nmt
Etgo—n [1 (iﬂ%__)u] (1 z) 2" =1y,
(1 — [z (z)] 2—(1+»n

9

gdzie 0Znaczono

@.10) D)=

1 - 2—(14+n)n 7 \2=U4nn
=1 — =

{4.11) p(z)=1— mgz | P

20
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Mozliwo$é efektywnego obliczenia catki we wzotze (4.10) (w postaci zamknictej)
zalezy przede wszystkim od doboru stafej n. Najprostsze wyniki otrzymamy w przy-
padku ‘ ‘
B+ryn—4
ALEC AL, -—-
2 —{(14v)n
i tylko tym przypadkiem si¢ zajmiemy. Po odwrdceniu (4.12) uzyskujemy

442m '
N B+ +(1+vym

(4.12) m=0,1,2, ..

(4.13) | n

oraz po podstawieniu

(L) (pm) |t
.14 Z"_{{(3+v)+(l+v)m]e} ’
2 )
(4.15) v (@)= 1— (_)H-m
2q,
oraz
14-m) 22 NR2
@16) D(z)— (I+m) z —

(1-49) [(3 -+ 9)-+H(14+9) m] [o(2)] T2 +0mm

»{Z)
1 1 (1—») (14m)
xf [1 K L;er)_ u] (1 — giymy CFIFOEI gy,

Korzystajac ze wzorn Newtona, ktdry zapiszemy w postaci

(4.17) (1 —wm = ;;: (— Iy (’;") ul

po scatkowaniu, uproszezeniu przez [» (2)]* 1 uporzgdkowaniu otrzymujemy ostatecz-
nig dla dowolnego catkowitego nieujemnego m

2 2
d Z\trml| Z\tym ¥
e i

We wzorze tym dla skrécenia oznaczono

- lz(m) Lm { 2 +
@ =(= D 2 (14 \@+2m)+[B+»)+(14+v) mli
N (149) (1+m) }
(4.19) (A4+2m)-+-[3+») + (14+») mii+-1 |

{(14+-m)2
2{@2m)+HB+»)+A+» m] (+ 1)}

by = (— D+ (’?)
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Site krytyczng mozna obliczyé po podaniu sztywnoéci w pewnym punkme(na e
pewnym promienin) plyty. Oznaczmy ten punkt przezz =, 0 < ¢ < 1,a ponadto'f e
D ({) = D,. Wiedy mozemy naplsac '

D;

(4.20) .N =Ne= B3,

gdzie wspdtezynnik f okreslony jest za pomoca wzoru

1

" S [

Po podstaWieniu (4.20) i (4.21) do (4.18) moZzemy wzor ogdlny na sztywnosé plyty

napisa¢ nastgpujaco:
i 2 z\. 2 !
o e i St P
0

m ; 3 R 1 DC‘
Sleen (|- (G
=0 Zg Zp

4.1. Plyty kelowe pelne. Dla plyt kolowych pelnych mamy warunek geometryczoy
@ (0) = 0, ktory przez funkcjg (4.3) jest automatycznie spetniony, o ile tylko wy-
Kladnik w drugim slkdadniku jest dodatni. Stad wynika ograniczenie 1 << n <C L/
Jednak warunck ten jest jeszeze zbyt slaby, bowiem proporcjonaine do promie-
niowego momentu gnacego wyrazenie (4.4} musi byé w punkeie z = 0 ograniczone,
o ile sztywno$é w tym punkcie ma by¢ réina od zera. Wykladnik drugiego skladnika
musi tu byé nieujemny, skad ostatecznic 1 < n < 2/(1+%), co jednak nie daje
zadnego dodatkowego ograniczenia dla parametru m, (4.12).

(4.21)

(4.22) D(z)=

Plyta utwierdzona na brzegu. Z drugiego warunku geometrycznego ¢ (1) =0
wynika Cy = — €, czyli & = 1. W dalszym ciagu po wprowadzeniu parametru m
(4.12) otrzymujemy

3+m
(4.23) ' p(z)=C1(z — zitm)
oraz .
[ ) m) e
(4.24) 2= [ (B (1L9) m] :

natomiast wzory (4.18) i (4.19) pozostaja ber zmiany. Sile krytyczng i rozklad
sztywnosci D (z) mozna tu wyrazi¢ przez D (0) = Dy, mianowicie
Dy

(4.25) N=Ne=f2
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gdzie
[B-F9)+(1+v) m]t+m
{(4.26) = m
(IFo)1+m (Im)li+m 3 a
=0
QTraz
Dy ”%[ (B+n)-+(1+) m _z?ﬁ]x
“27) D)= 2o T e b

ar I1=0

IWE

T
=S

"l G+ m 13_,,,]‘
(1+) (1+-m)

Podamy obecnie kilka przykladéw. Najprostsze rozwigzania otrzymujemy przy
m =0

14y 4 (7-)
428) 9@ =Cllz -9, 2 :]/5:;'5 ="
Qraz
2
(4.29) D) = (1 - ?22) Do.

Przy v =0 mamy j§ = 28/3 = 9,333, przy » = 0,3 § = 9,733. Sztywno$¢ plyty
jest tu kwadratows funkcjg, promienia, przy czym na brzegu jest trzykrotnie mniejsza
-od sztywnobci w érodku plyty.

Podstawiajac m = 1 otrzymujemy

1+ 3(5+42) (7+27)
@30) p@=CE-2), - éﬁ T
Qraz
3 IG5
4.31) D@_L+LMTﬁHHﬂZ]°

Przy v =0 mamy § = 21, a sztywno&t plyty na brzegu jest rdéwna sztywnosci
w drodku. Ksztatt plyty podaje rys. 5. Przy » > O sztywno$§¢ plyty na brzegu jest
nieco Jmnigjsza, niz sztywno$é w érodku, roznice nie przekraczaja jednak 207

Rys. 5. Ksztalt plyty wediug rownania (4.31)

" Przy wyZszych wartofciach m wzoty staja sig bardziej zloZzone. Przyjmujac st = 3
oraz » = 0 otrzymujemy

32

{4.32) P(2) = Cy(z —2z%), =143,
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oraz
1 3

(4.33) D(z) = (1-1-9,8622 + 8,81 z+21,62% — 33,722) D,
Sztywno$é na brzegu Dy jest tu 7,57 razy wigksza od Dy; kszialt plyty przedstawia

Rys. 6. Ksztalt plyty wed}ug réwnania (4.33)

Plyta swobodnie podparta na brzegu. Drugi warunek brzegowy jest tu warunkiem
statycznym i moZe byé spetniony badZ za posrednictwem funkcji ¢ (2), badz tez
funkcii D (z). Spelnienie za pomoca ¢ (z) wymaga zerowania si¢ funkcjii (4.4)
w punkcie z =1, czyli

(1+1’) (n—1)  (1+»{-+m)
1—y @t»0+Hm’

Podstawienie do (4.3) daje

(4.34) 2= 1.

- S4m
(4.35) e(z) = Cy [z — (142 (t+m) ],

14+m
G+t nym -

a z (4.18) otrzymujemy
2

(4.36) D@ =NR D (a+bz"*™ (1 — 2™y,
=0 .

przy czym a; i by sa okrelone za pomoca (4.19). Okre$lajac site krytyczna poptzez
sztywno$é w éfrodku plyty (4.25), otrzymujemy na wspolezynnik S bardzo prosty
WZOT

4.37) | B=-—,

Wreszeie wzdr (4.22) przybiera postaé
2

4.38) D) = 2(a;+b; 1+m)(1 2,
Zaz £=o

Przejdziemy do przypadkéw szczegdinych. Podobnie jak dla plyty utwierdzonej
otrzymujemy najprostsze rozwiazanie przez przyjecie m = 0:
1+» 3) 40+ (7+%)
3407 T T334

(4.39) p(E)=C (z —

Rozprawy Inzynierskie — 11
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o014z

' _ [1 _ 204w 2]
{4.40) D= 3619 22| Dy.

Przy » — 0 mamy f§ = 28/9 = 3,111 [a wicc trzykrotne zmniejszenie w stosunku
do (4.28)], ale sztywno$¢ plyty na brzegu jest tylko o 22% mniejsza od sztywnodci
w drodku. Wartodé wspolczynnika § zaleZy od wspéiczynnika Poissona v znacznie
wyrazniej niz dla plyty utwierdzonej.

W przypadku m = 1 mamy

N ()5 ) T429)
(4.41) ¢z = Cy (z — —2:;22) , f= 5 Q12
oraz :
' 3 3049 (5
(4.42) D(z)= [1 -+ A ( 3 (;l(v);l—v) 22] Dy.

Przy » = 0 otrzymujemy f§ = 35,25, a sztywnobé plyty na brzegu jest 0 757% wicksza
od sztywnoéci w érodku. Ksztalt plyty jest zblizony do przedstawionego na rys. 5,
jednak z dodatkowym poszerzeniem ku brzegom.

W przypadku spelnienia warunku brzegowego dla z=1 za poérednictwem
funkcji D (z) mozemy réwnieZ zastosowaé zapis catki ogolnej (4.7), gdzie jednak ¢
nie musi byé okreflone za pomoca (4.34), a wzor (4.8) okreflajacy zp nie ma za-
stosowanta. Jednakze lepiej pozostawi¢ bez zmiany wzory (4.8) i (4.14) dodajac
we wzorach na D (z) nowa catke szczegOlng réwnania jednorodnego; zamiast
(4.18) otrzymujemy wiedy

2

i z\- 2 zy. 2 1
(4.43) D(2)= z%NRZ Z [at+ bl(nzg) !+m] [1 _ (_;0)24-111,\ +

=0
C
+ P

z 4-4-2m ]
14— 1-tm ] G040+ nm
)]

przy czym a; i by sa okreslone za pdmoca wzordw (4.19). Stata C okreSlamy z wa-
runku D (1) = 0. Stala £ mozZe by¢ dowolna, byleby otrzymywaé zg > 1, co zapewni
usuniecie osobliwosci. Zatem

(14-») (1-+m)
E <G (i) m

(4.44)

Site krytyezna N = Ny okreslamy np. przez okre§lenie sztywnosci w §rodku plyty Dy.
Przykladéw liczbowych nie bedziemy tu jednak przytaczali.

4.2, Plyly pierécieniowe. W przypadku plyt pier§cieniowych jedynie wyjatkowo
mozna bedzie zastosowaé catke (4.18); czedcigj da si¢ wykorzystaé caltke (4.43),
co laczy sie z zerows sztywnofcia na jednym z brzegow.
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Plyta utwierdzona na brzegu zewngtrznym, swobodna na wewnetrznym. W tynt
przypadku mozna uzyskaé plytg o sztywnosciach brzegowych réznych od zera,
jednak tylko dla niektérych wattodel stosunku promieni #. Plyte taka mozna po
prostu «wyciaé» z plyty, okreSlonej w p. 4.1, tak by warunek (2.6) byl spetniony
przez funkcje ¢ (2). Warunek ten jest spelniony w punkcie z = z,, (4.6), zatem
rozwigzanie uzyskamy dla plyty piericieniowej o parametrze rownym zy. Wobec
(4.24) mamy wiec

149 (1 m1
4.45) n:[ (142} (1+m) ]2

B+2)+(1+v)m
Jedynie wzory (4.25), (4.26) i (4.27) musza ulec pewnej formalnej zmianie wobec

tego, iz symbol Dy nie posiada tu odpowiednika fizycznego. WyraZajac sitg kry-
tyczna przez Dy otrzymujemy .

Dy
(4.46) N:Nk:ﬁ“}a,
gdzie
1
(4.47) b= 3

w &l (=

a2 -
FISNHE EuE

przy czym wspolczynniki a; i b; okreslone sg za pomocq wzordw (4.19). Tak np.
wzory (4.28) i (4.29) przyjmuja postaé

oraz

(4.48) D(z) =

(4.49) g(2) =Clz—12%), 7= "I“ﬂa =40+
34w
oraz
(4.50) D(H)= (322D, D,= EDL
34w

Podobnie moina zmieni¢ wzory {4.30) i (4.31) [mamy tu 5 = (L+#)/(2+»)], (4.32),
(4.33) itp.

Dla warto$ci n > zp mozZna uzyskiwaé rozwigzanie o zerowej sztywnosci na
brzegu wewnetrznym. Nalezy sig postuzyé calka (4.43) podstawiajac ¢ = 1 oraz
wyznaczajac stala C z warunku D (n) = 0. Natomiast. przy n << zp catki (4.43)
nie mozna wykorzystaé, poniewaz osobliwo§¢ w ostatnim sktadniku nie jest wiedy
usuwalna,
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- Plyta wtwierdzona na’ brzegu wewngtrznym. i swobodna na - zew;tgtrznym ‘Mamy
tu warunek geometryczny ¢ () = 0; skad

- _tom 2
(4.51) e=n Pl =g W7

Latwo sprawdzié, e warunek statyczny (4.6) nie’ moze tu byé spehiony przez
funkcje ¢ (2), zatem moZemy uzyskiwaé jedynie zerowe sztywnosci na brzege ze-
wnetrznym. QOtrzymujemy :

_'[ (1-+9) (14m) ]‘—;L”
"L @A+ m |

catka (4.43) nie wykazuje osobliwosci i rozwiazanie mozna uzyskaé przy dowolnym

stosunku #.
Y’
2N /g

. Rys. 7. Ksztait plyty wediug réwnania (4.56)

(4.52)

"7‘< s

Dla przykladu przyjmiemy m = 0, » = 0. Wtedy ze wzoru (4.52) z, = 17/]/ 3.
a catka (4.43) przyblera postaé

2]

1 3 2 C
(4.53) D (z) = —lzNRz"i}z 5 775 + (———;2——4
- 1- 3—)

Zwarmnku D (1) =0 wyznaczamy stala C, & z warunku D (n) = D, sile krytycznéc.
Ostatecznie | '

D .
— — g =

oraz’

(4.55) D(z) =

D,.
4
(3 _ ’72)_? ” X
22 232

Na przykiad pr'zy 7y =0,2 mamy § = 0,26 oraz

2 0,06] ‘

296 (24
4,56 _ T
(4.56) D2 = 0,175 [(3 2 004) T o9

Ksztalt plyty pokazano na rys. 7.
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Phyta swobodnie podparta na brzegu zewnetrznym i swobodna ng wewngtrznym.
W tym przypadku mamy do spelnienia dwa warunki statyczne. Wobec postaci
funkcji (4.4) i ogdlnego dowodu przytoczonego w p. 3.2 spelnienie jednoczesne
obu tych warunkéw poprzez funkeje o (2) nie jest mozliwe i co najmniej na jednym
# brzegow plyty musimy otrzymywaé sziywnosé rdwna zeru.

Gdy chcemy spelni¢ warunek statyczny poprzez funkeje ¢ (2) w punkcie z =,
to wéwezas zg =1, skad wobec (4.8)

(9 (-1 2=0m () (14m) - 2
@5 e T S m

1 —w»
Nalezy skorzystaé z catki (4.43), stala C wyznaczy¢ z warunku D (1) = 0, a sile
krytyezng z warunku D(n) D,. Gdy natomiast chcemy uzyskaé rézna od zera
sziywno$é dla z =1, to zy = 1, a wobec (4.8)

4+ -1 A+ I4m)
1 —w @0 m

Korzystamy réwniez z calki (4.43); stala C wyznaczamy z warunku D () = 0,
a sile krytyczna z warunku D (1) = D;. Przykladu liczbowego nie bedziemy tu
przytaczali.

Wspomnimy jeszeze, Ze podebnie jak w poprzednim przypadku (p. 3) wobec
ogdlnego dowodn podanego w p. 3.2, a odnoszacego sie réwniez do funkciji (4.3),
uzyskanie plyty o obu brzegach utwierdzonych nie jest tu mozZliwe.

(4.58) g =

5. Funkeja ¢ (2) w postaci rozwigzania réwnania Bessela

Calka (2.8) wpraszcza sig znacznie, gdy przyjmiemy zwiazek

T
(5.1) : Z\ T T T e N o y

w ktorym dodatnia stala « jest na razie dowolna. Oznaczajac

o ,
(5.2) : - —=f®

napiszemy (2.8) w postaci ,

(5.3) D(z):exp[m f f(z)dz]{c+]f£~2 f r@exp| [ 1@ 'dz]dz_}..-
Przy dalszym oznaczeniu o N RTINS
(5.4) o) =exp| [1(2) ] .

mamy

(5.5) L d=/@e| 1) d] |
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oraz
NR2 NR2 C
(5.6) - Dz)=0v"1 (C—i“andﬂ)x-aT‘f‘?—)zg,
czyli po powrocie do starych zmiennych '
NR2 . P
(5.7 Dz = ey -+ Cexp [a2f _— dz] .

L4
¢+

Funkcja ¢ (z) musi tu spehniaé réwnanie (5.1), ktére po przeksztalceniu przy-
biera postad

(5.8) 2" tzp'Ho?z2 — 1) ¢ = 0.
Jest to réwnanie typu Bessela posiadajace catkg ogdina
(5.9) @ (2) = C1J1 (a2)+4-Co ¥y (az),

gdzie J; i ¥; oznaczaja funkcje Bessela pierwszego rzedu, Kolejno pierwszego i dru-
giego rodzaju. Wyrowadzimy zmienng az = #, 0 < # < oinapiszemy (5.7) w postaci
ogdlnej

(5.10) D(u)=A—£§2-+Cexp[f 1%11 (W —eh |,
' Jo@) = ——h@—e {Yo(u)‘T Yi(“)]

gdzie podobnie jak poprzednio wprowadzono oznaczenie &= — C5/C;. Niestety
wystepujaca we wzorze (5.10) catka nie wyraZa si¢ skonczona kombinacja funkcji
clementarnych lub znanych funkeji nieelementarnych i obliczenie jej moze nastapié
tylko przez rozwinigcie na szereg lub metodami numerycznymi.

Proporcjonalna do momentu promieniowego funkcja jest tu okreslona za pomoca
wZora

1— 1—
61 4= afne -~ nw - me - wl}.

5.1. Plyty kolowe pelne. Dla plyt pelnych wymagane jest spelnienic warunku
geometrycznego ¢ (0) = 0, skad & = 0, bowiem funkcje ¥ rosng w poblizu zera
nigograniczenie. Zatem

NR2 Jy ()
(5.12) - D)= e + Cexp 1—» dh].
Jo@) ——— I @)

Plyta utwierdzona na brzegu, W tym przypadku z drugiego warunku geometrycz-
nego (1) = 0 wynika J; (&) = 0. Aby zapewni¢ dobdr sztywnosci odpowiadajacy
najmniejszej sile krytycznej przyjmiemy najmnicjszy pierwiastek tego rownania
o = 3,832: ' :

2
(5.13) D@ = ;Z ?22 +C exp[ f Jli(i du] )
’ Jo@) ——— N ®
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Stala C nalezy teraz obliczyé z warunku usunigeia osobliwoéci. Calka we wzorze
(5.13) posiada przy 0 < u < 3,832 osobliwoé¢ nicusuwalna, zatem nalezy przyjaé
C = 0; w wyniku dochodzimy tu do plyty o stalej sztywnoéci D (2) = const = D,
dla ktérej jak wiadomo z [17] 1 [19]

D D
(5.14) N =Ny = 3,832 07 = 14,68 .

Plyia swobodnie podparta na brzegu. Warunek statyczny (2.6)dla z=1, u =«
przybiera tu postaé

1—y
(5.15) ’ Dy [Jg (o) — TJ]_ (OL)] =0

i moZe byé spelniony badZ przez funkeje ¢, badz teZ przez funkcje D. W pierwszym
przypadku parametr a musi byé okreslony z rdéwnania (5.15) i zaleZy od wspdl-
czynnika »; np. dla » = 0,3 olrzymujemy najmniejszy pierwiastek o = 2,05, [19].
Z warunku usunigcia osobliwosci z catki (5.12) wynika znowu € = 0, zatem otrzy-
mujemy w wyniku plyte o stale] grubosci, dla ktérej

) D D
(5.16) N=Nr=205 o 4,205.

Plyty o zmiennej sztywnofci otrzymamy przy spelnieniu warunku (5.15) poprzez
funkcjg D. Wtedy parametr « moZe byé dowolny, byleby zawarty w przedziale
0 < a << 2,05, co climinuje rozbieznoéé calki we wzorze (5.12). Piszac te calke
w postaci oznaczonej moZzemy z warunku D (o) = 0 okredli¢ staly

NR2 AT
(5.17) C=— 5o _f 1) a|.

1—»
0 Jp(§) — Th &

Podstawiajac (5.17) do (5.12) i oznaczajac sztywno$é w frodku plyty przez Dy
obliczymy site krytyczng. Przy ogblnym wzorze typu (4.25) wspilezynnik f§ bedzie
okreslony za pomoca wzoru

(5.18) =

az

- [_ f 111(5) dE]

R ACEERAE

3

a po podstawieniu (5.17) 1 (5.18) do (5.12) otrzymujemy ostatecznie

1—exp|— f Jllf_é_)v a’-f’1 :
T Joy(d) — —E—Jr(é) i
(5.19) D) = — Dq.
T —exp|— Jll (E)y dz]
0 Jo(f)—TJL & |
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Wartodci calek we wzorach (5.18) i (5.19) najdogodnicj jest, zwlaszcza przy
malych wartodciach parametru «, obliczyé przez rozwinigcie funkcji podcatkowej
na szereg potegowy. Poniewaz Ji (&) jest funkcja nieparzysta, a Jo (£) parzysta,
to iloraz bedzie funkcja nieparzysta; po dokonaniu dzielenia otrzymujemy

J1(8) _ 1 1 T-+-v
{5.20) = &+ E3 e s B5 -
1—y 14 4 (L2 96 (14 )3
Jo(&) — e J1(®
33109492
1536 (1+)4

Przejdziemy do przykladdw. Przyjmujac a = 0,5, » == 0,3 i korzystajgc z rozwi-
niecia (5.20) obliczamy 8 = 2,663, a ksztalt plyty okreSlony jest dokladnie tablicg 5
i rys. 8,

— DL . e

Rys. 8. Ksztalt plyty wedlug réwnania (5.19)

Tablica 5
z 00 ] 01 ] 0z ] 03] 04 ] 05] 06 07 08 09| 10
D;:) 1.0000| 0.9911} 0.9628] 0.9159| 0.8497 0.7637| 0.6569| 0.5285| 0.3772| 0.2016| 0.0000
()
o 1,0000 0.9970] 0.9875| 0.9711 0.9472| 0.9140| 0.8693| 0.8085] 0.7226] 0.5862] 0.0000

Ciekawe jest réwniez przejécie graniczne « — 0. Rozwinigcie catki przy dolnej
granicy u# — oz posiada postac

(5.21) ' 160 dE = @ 1 -z -——w—_a4 (1 —z9+
. — 24 - 16 (1402~
@ Jo@— ;Jl © Hw) ((7:)) 6
P}
-+ 761 oy 1 —z%+...,

zatem

a 7 ‘ 5
(522 exp [— f ll(i dE] =1-3 (f LA e
e Jo(§) _T-ﬁ &

Po podstawieniu tego wzoru do (5.18) przy z = 0 i przejéciu do granicy otrzymuje-
my

(5.23) C B =21+, |
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natomiast podstawienie do (5.19) 1 przejicie graniczne daie
(5.24) D (z) = (1 — z2) Dy.
Tak wice doszliémy do rozwiazania, uzyskanego juz poprzedm'o‘ na. innej drodze,
(3.11) 1 (3.12). :

5.2. Plyty piericieniowe. Plyta utwierdzona na brzegu zewnetrznym 1 swobodna

na wewnetrznym. Dla takiej plyty warunek geometryczny. g (z = 1) = 0 wyznacza
stala £; po podstawieniu mozna napisa¢ wzér na kat ugigeia w postaci:

(5.25) g = C1 Y1 (1 @ — Ji () Y1 ()],
gdzie
, _ Cy -
5.26 _=
(5.26) Gy

Spehiajac drugi warunek (statyczny) za pomoca funkcji ¢ otrzymujemy w wyniku
jedynie plytg o stalej sztywnodci, Natomiast przy spelnieniu tego samego warunku
poprzez funkcje D parametr o pozostaje dowolny; musi on jednak byé wigkszy
od najmnigjszego pierwiastka réwnania

(5.27) anlJ; (@) To(an) — Yi(a)Jo(eml— (1 —9} /1 (a0} ¥y (an) — Y1 (@) J (o] = 0.
Warunek ten zapewnia zbiezno$é catki we wzorze (5.10). Stala C w tym wzorze
wyznaczamy z warunku D (z = 7) = 0, a sil¢ krytycang z warunku D (z=1—=D.
Oczywidcie wyniki liczbowe mozna tu otrzymaé jedynie w sposGb przyblizony.

Plyta utwierdzona na brzegu wewngtrznym i swobodna na zewngtrznym. Z warunku
geometrycznego ¢ (z =) =0 okreélimy stal@ &, a po podstawienin tej wartosci

(5.28) ¢ (W) = Cy 1Y (an) Jy () — J1 (o) Y1 (W)E:
Aby uzyskaé plyte o zmiennej sztywnoci musimy warunek statyczny dla z=1

spetnic za posredmctwem funkcji D (¥). Wtedy stala o pozostaje dowolna, byle
mniejsza od najmniejszego pierwiastka réwnania

(53.29)  anJo (@) Yy (an) — Yo (o) J1 (amp] —
— (=D Vil Yy (o) — ¥y (@) Jy (ap)] = 0.

Stakq C we wzorze (5. 10) wyznaczamy z warunku D (z = 1) = 0, a sile krytyczna
~z warunku D (z =) = _

Piyta utwierdzona na brzegu zewngtrznym i utwierdzona przesuwnie (przesuwnosc
poprzeczna) na brzegu wewngtrznym. Wystepujace tu dwa warunki geometryczne
@ (z=1n) = @(z=1) = 0 moga na ogdt byé spetnione przez funkcje (5.9). Z jed-
nego z nich wynika (5.25), a drugi prowadzi do réwnania ze wzgledu na a:

(5.30) , Y1 (@} Iy {an) — J1 (a) ¥, (o) = 0.

Nalezy przyja¢ najmnicjszy pietwiastek tego réwnania (szesclocyfrowa tabhcq
pierwiastkéw tego réwnania mozna znaleZ¢ w pracy [24], tablica 6). Staly C' W. calce
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(5.10) nalezy teraz dobraé tak, aby usunaé osobliwo$é. Calka ta jest jednak nie-
watpliwie rozbieina, gdyz w przedziale bedzie sie znajdowal pierwiastek wyrazenia
w mianowniki.. Wobec tego C' = 01 w wyniku otrzymujemy tu jedynie plyte pierscic-
niowa o stalej sztywnosci,

Plyta swobodnie podparta na Brzegu zewngirzmym i swobodna na wewnelrznym,
Mamy tu dwa warunki statyczne my (37) = m, (1) = 0 i musimy rozpatrzeé¢ mozli-
wosc ich spelnienia poprzez funkcje ¢ (2) Inb przez funkcje D (2).

Nalozenie obu warunkow na funkcje ¢ prowadzi wobec (5.11) do uzyska,nego
droga eliminacji niewiadomej £ réwnania o niewiadomej «:

(533D afy (@) — (1 — ) J1 ()] [an Yo (an} — (1 — ») ¥; (am)] —
— 0¥y (@) — (1 =) Yy (9} [en Jy (am) — (1 — ) Jy (an)] = 0.

Statg C naleZy teraz dobra¢ z warunku usunigcia osobliwodci; oczywiscie C = 0
i otrzymujemy plyte piericieniows o stalej sztywnodcl.

Spelnienie jednego warunku statycznego przez funkcje ¢ (z) a drugiego przez
D (2) nie jest moiliwe. Istotnie, poniewa? calka we wzorze (5.10) bedzie wtedy
rozbiezna, nalezy przyjaé C = 0, co wyklucza mozliwoéé naloZenia drugiego wa-
runku na funkcie D (2).

Jezeli natomiast cheemy spefni¢ oba warunki statyczne za pomoca funkc_]l D(z),
to stala ¢ moze byé w zasadzie dowolna. Z warunkéw D (3) == D (1) = 0 wynika
przy przedstawieniu calki jako oznaczonej w granicach od an do u, Ze

NR2
(5.32) C=— @

Ji () — Y1 ()

(5.33) du = 0.

1—2 1—»
Jo ) — _';;""Jl(u) —& [Yo(u) - _u‘Yl(u)]

Drugie z tych réwnan okreéla zwiagzek miedzy parametrami ¢ i «. Po ustaleniu
tego zwigzku moZemy okredli¢ ksztalt plyty (5.10) i odpowiednia sile krytyczng.

6. Spreiysto-plastyczne wyboczenie plyt kolowych i piericieniowych o zmiennej sztywnosci

Istnieje juz duza liczba teorii sprgzysto-plastycznego wyboczenia. plyt (o stalej
sztywnodci); niektére z nich sa doéé skomplikowane. Dla naszych celéw, tj. dla
analizy statecznosdci plyt o zmiennej sztywnodci, postuzymy sie teoria mozliwie
prostg. Teorie takie podali F. BLeicu (por. [2]), P. F. Parkowicz [17] oraz M. Ro
i A, FICcHINGER (por. [2]). Teoria Bleicha, w ktérej rozpatrywano plyty jedno-
kietrunkowo $ciskane, sprowadza si¢ do analizy statecznoéci plyty ortotropowej
o stosunku sztywnoéci w dwoch kierunkach gléwnych réwnym stosunkowi zalez-
nego od mapreZenia modulu wyboczenia Karmana do modulu Younga (w mono-
grafii [2], wydanej w roku 1952, w zwiazku z badaniami SHANLEYA zastgpiono
moduotl Kérména przez modut styczny). Teoria Ro¥a i Eichingera sprowadza sig
do analizy plyty izotropowej o module réwnym modutowi Kirmina. P. F. Pap-
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kowicz podaje obie te propozycje i wyraZa przypuszezenie, iz wyniki doswiadczalne
bedg leZaly pomiedzy wynikami obu teorii,

W naszym przypadku, wobec wszechstronnego réwnomiernego $ciskania w plasz-
czyinie plyty, bardziej uzasadniona begdzie niewatpliwie teoria Ro¥a i Eichingera,
w ktorej jednak modul Kérméana zastapimy modulem stycznym E (o) = do/de.
Zauwazymy, Ze panujgcy w naszym przypadku dwuosiowy stan napreZenia jest
dla materialéw ciggliwych wylteZeniowo réwnowaszny stanowi jednoosiowemu,
Dla uvzyskania efektywnych wynikéw musimy przyjaé pewna postaé zaleznosci
E = E (o). Najdogodniejsza wydaje si¢ tu propozycja A. YLINENA [21 i 22]

Q—v¢
Q — co’

gdzie O oznacza granice plastycznodci materiatu przy jednoosiowym rozeigganiu
(Sciskaniu), C pewna staly materiatows, ktérej wartosci podane sg w pracach [211 22].
Nalezy podkreslié, ze wz6r (6.1) posiada charakter uniwersalny, mianowicie dla
naprezen ¢ malych w stosunku do granicy plastycznosci otrzymujemy praktycznie
E(0) = E. Przez o rozumie sig tu oczywicie warto§é bezwzgledna napreZenia.

(6.1) E(o) =E

Przyjmiemy teraz, Ze przy znanym juz rozkladzie sztywnodci plyty, okreflonym
uprzednio, poszukujemy rozkladu grubodci plyty, odpowiadajgcego wyboczeniu
sprezysto-plastycznemu. Zastgpujac we wzorze na sztywnoéé (2.2) E przez E (o),
(6.1), oraz podstawiajgc o = N/, otrzymujemy

BB Oh-N
(6.2) . P Ra—m oi—en

Ze wzoru tego wynika przede wszystkim, iz zerowej sztywnosci odpowiada tu rézna
od zera grubo§é plyty, mianowicie réwna

N

Q 2

co odpowiada osiagniectu w tym miejscu przez naprezenia krytyczne granicy plastycz-
nosci.

(6.3) hmin =

Rownanie (6.2) jest réwnaniem algebraicznym czwartego stopnia ze wzgledu
na niewiadoma k. Wygodnie jest rozwigzywaé je w postaci bezwymiarowej, odnoszac
niewiadoma h bad? do wartosci Amin okrelonej za pomocy wzoru {6.3), badZ tez
do wartoéci obliczonej dla zakresu sprezystego ze wzoru (2.2). Z tych dwdch mozli-
wofcl pilerwsza jest korzystniejsza, bowiem przy D — 0 otrzymujemy pierwiastek
zmierzajgcy do jednoSci, a nie do nieskonczonosci jak w drugim przypadku.

Oznaczmy pgrubo§é plyty obliczong dla zakvesu sprezystego, czyli pierwiastek
réwnania (2.2), przez k:

e
(6.4) = V%12(1 —"D
: E




616 ANTONT GAJEWSKI, MICHAZ ZYCZKOWSKI

Réwnanie (6.2) moZna wtedy przepisaé w postaci -

- 3 h
’ h — h Amin B ! "
(65) hmin hmin T : 0
Amin e

Réwnanie (6. 5) okrefla w sposéb uwiklany funkcjg A/fmin = f (h/hmm) Drzy para-
metrze c. Praktyczme najdogodniej jest zestawié tablicg funkcji odwrotnej Rfhmin =
— f{(hfhmin), cO W oparciu o {6.5) nie nastrecza zadnej trudnosci, i oblicza¢ z niej
droga interpolacji odwrotnej poszukiwane wartodci h. Postepowanie takie dopro-
wadzilo do tablicy 6, w ktérej podano wartofei funkcji A/fmin = f (Afhmm) przy
¢ = 0,977 (stal St 37 i stal St 52), c=0, 875 (sosnma fifiska) oraz ¢ = 0,857 (stop
magnez-clektron).

Praktyczny tok postepowania przy okreslaniu ksztattu plyty w zakresie sprezysto-
plastycznym jest nastepujacy:

1. Przyjmujemy pewng funkcje @ (2) i okreSlamy odpowiednig funkcje D (2)/D,
oraz wspélezynnik sily krytycznej 8 (np. zgodnie z rozwigzaniem w p. 3-5).

2. Dla danej sily krytycznej N obliczamy sztywno$¢ w pewnym stosownie dobra-
nym punkcie D,, mianowicie D, = NR2/f, i wyznaczamy W ten sposob sama funkcie
D (z). :

3. Za pomocy wzordéw (6.3) okreSlamy Amin, & za pomoca wzorn (6.4) rozkiad
funkeji = k (2).

4, Tnterpolacjq odwrotna okreslamy z tablicy 6, == (z), czyli rozklad grubosci plyty.

Jezeli natomiast ksztalt plyty jest okre§lony przez funkeje s = h(z), a cheemy
stosowana przez nas metoda odwrotng okreélié w sposéb przyblizony odpowiednig
sile krytyczng przy wyboczeniu sprezysto-plastycznym, to postgpujemy nastepujaco:

1. Dobieramy ciag funkeyj @a(z), obliczamy odpowiednie funkcje Da (2)/D;
i wspolczynniki fa.

2. Poréwnujac wzér (6.3) ze wzorem typu (4.20) wyrazamy dla kazdej funkeji
on (z) satywnosé w punkcie charakterystycznym D, przez mnieznang jeszcze
wielkosé A,

QR
6.6) - D, = —— hmin.
i

3. Na podstawie wzoru (6.4) obliczamy %, a wobec tego, Ze obraliSmy z gory h,
mozZemy z réwnania (6.5) okresli¢ hmin. Po podstawieniu olrzymujemy réwnanie
drugiego ‘stopnia wzgledem fimin: '

12(1—2) QR2e hz [1 +. 12 (1 — #2) OR2

18 Ehg min ﬁ Eh%
4. Po okreSleniu z réwnania (6.7) Amin okre§lamy kolejno D, (‘6'6), D (z) oraz

h (2) z tablicy 6; parametr dobicramy teraz tak, by uzyskana funkcja A (2) jak nai-
muiej réznila sig od obranej. Wreszcie wzér (6.3) okresla odpowiednig site krytyczng.

6.7)

]kmln'*" h; =0,
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Tok postepowania przy wyznaczaniu ksztattu plyty dla obranej funkcji ¢ (2)
i obranej sily krytycznej zilustrujemy na przykladzie. Przyjmiemy dla plyty kolowej

Tablica 6

h ' ' i

Fmin Fmin

Rodzaj Stal §t 37 | Soénina ek

materigha | Stal St 52 |  fiska | Tionron

¢ 0.977 0.875 0.857
1.000 0.0000 0.0000 - 0.0000
1.005 0.5659 0.3392 - 0.3249
1.010 0.6784 0.4240 0.4067
1,020 0.7903 0.5269 - 0.5068
1.030 0.8520 0.5958 | 0.5744
1.040 0.8939 0.6484 0.6265
1.050 0.9255 0.6915 0.6694
1.060 0.9532 0.7282 0.7061
1.070 0.9733 0.7604 0.7384
1.080 0.9927 0.7892 0.7673
1.090 10104 0.8154 0.7938
1.100 1.0266 0.8393 0.8182
1120 1.0564 0.8828 0.8622
1.140 1.0836 0.9216 0.9015
1.160 1.1092 0.9569 0.9376
1.180 1.1336 0.9897 0.9710
1200 |- 11573 1.0206 1.0025
1250 12138 1.0919 1.0750
1.300 1.2683 1.1575 | 1416
1.400 13741 1.2786 1.2643
1.560 14777 1.3925 1.3794
1.600 - 1.5800 1.5021 1.4899
1.700 1.6817 1.6093 1.5978
1.300 1.7831 1.7149 1.7039
1.900 1.8840 1.8194 1.8089
2.000 1.9848 1.9230 1.9126
2200 1 21861 2.1285 2.1188
2.400 2.3870 2.3326 2.3234
2.600 2.5875 2,5355 2.5267
2.800 2.7880 27378 2.729%4
3.000 2.9886 2.9400 2.9316 .
3.500 3.4892 3.4434 3.4356
4,000 - 3.9897 3.9459 3.9384

pelnej, swobodnie podpartej o promieniu R = 100 cm funkcje ¢ (z) W postam (3.5
przy przyjecin .z == 0, zatem ¢ (z) = C z; rozklad sztywnodci okredla. (3.12), na~
tomiast ze wzoru (3.11) = 2 (1) Przyjmiemy stale materiatowe.dla stali St 37




618 X ANTONI GAJEWSKI, MICHAL ZYCZKOWSKI'

wedtug Ylinena, [22]: O = 2400 kG/em?, E = 2,1.10 kG/em2, ¢ = 0,977, » = 0,3.
Zalozymy ponadto, Ze sifa krytyczna N = 10000 kG/cm.
Obliczona ze wzoru (3.11) sztywnodé Dy wyniesie Dy = 3,85.107 kG cm, Wobcc
tego D (z) = 3,85.107 (1 — z2). Przy zalozeniu, 7e ma miejsce wyboczenie spreZyste
. wzor ten okreSlatby juz w zupelnosci ksztalt plyty, mianowicie ze wzoru (6.4)

N 3 ——
hz)=584V1— 22 [em).
Jednakie grubosé plyty na brzegu zewnetrznym zmierza do zera i wyboczenie musi

byc sprezysto-plastyczne. Ze wzorn {6.3) Amyn = 4,17 cm, zatem

h(z)
1,40 — 52
hmm ]/1 22,

Dla danego stosunku % (2)/Amin odczytujemy z tablicy 6 na drodze interpolacji
odwrotnej Affimn, okreflajac w ten sposdb ksztalt plyty. Wyniki zestawione sa
w tablicy 7 i na rys. 9.

Y

!

7
7

Rys. 9. Poréwnanie ksztattu plyty w zakresie sprezystym i sprezysto-plastycznym

Tablica 7

z 000 | 0.10 | 020 | 0.30 | 040 | 050 | 060 | 070 | 0.80 | 0.90 | 0.95 | 1.00
7(2)
hmin
h{z)
Amin

h(z
cfn) 594 |593 1586 |58 |563 |544 519 |486 [452 (426 (420 |47

1.4000¢ 1.3953] 1.3811] 1.3567| 1.3210{ 1,2720| 12065 1.1185| 0.9959| 0,8048 0.6444; 0.0000

1.4250| 1.4205| 1.4067| 1.3931| 1.3498] 1.3035] 1.2436| 1.1676| 1.0836| 1.0224] 1.0085] 1.0000

7. Problem oszczednoSei na materiale w preypadku stosowania plyt o zmiennej grabosei

Jak wykazano na drodze rachunku wariacyjnego, przy optymalnym uksztalto-
waniu idealnie sprezystego preta narazonego na wyboczenie, oszezednoéé na ma-
teriale w stosunku do preta pryzmatycznego o tym samym Kksztalcie przekroju
wynosi 13,49 (por. [25]). Przy optymalnym uksztaltowaniu plyty mozemy spodzie-
wal si¢ jeszcze wigksze] oszezednosci.

Rozwiazanie problemu ksztaltowania wszechstronnie §ciskanej plyty kotowej
W ujeciu rachunku wariacyjuego nattafia jednak na trudnodci nawet przy zalozeniu
wyboczenia sprezystego. Natomiast uzyskane w tej pracy rozwigzania umozliwia
pewng orientacje co do rzedu oszezednofci na materiale (cigzarze) i pozwalaja

na optymalny dobdr pewnych parametréw (parametryczne ksztattowanie wytrzy-
maloiciowe [12]). .
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. Rozwazymy najpierw swobodnie podparta plyte o stalej grubodci H; jej objetosé
wynosi
(7.1) Vo = nR2 H,

a sila krytyczna przy » = 0,3 okreSlona jest za pomoca wzoru (5.16). Zaktadajac
sprezystosé wyboczenia mamy

] 21 — 2 NEE
(7.2) = ]/ (I =) NR2
: 420 E
zatem
3 —y 1 8 1
(.3) Voenl/ 20 =) b5 pr v
230

W przypadku plyty sprezystej o zmiennej sztywnofel, gdy jest ona okre§lona
za pomoca wzoru D (z) = D; f(z), a ponadto gdy wprowadzono wspdlczyn-
nik (4.20), mamy _

1
‘ Y 8 3 3
(1.4) V=2 E"_QB Vg 3R3N3fz]/f(z)dz.

0

Tak wiee stosunek objetosci, pozwalajacy okreslié oszezednoéé na materiale, wynosi
1

f VTG .

)]

Przyjmiémy dla przykladu ¢ (z) = C; z, zatem ze wzoru (3.12) f(2) = 1 — 22,
a ze wzoru (3.11) przy r =103 otrzymugemy f = 2,60, Po podstawieniu do (7.5)

37420 3 4,20
7.6 ]/ f | 2 dz=— %zosgo
(,) 2,60 '/ = 60

7

4 4,20
7.5 =2 ’
(1.5) v 7

Oszezednodé na materlale wynosi tu 12 % ; niewatpliwie przy korzystniejszym doborze
funkeji f(z) moze ona ulec wyraznemu zwigkszeniu.

Korzystajac z wynikdw uzyskanych w p. 6 mozemy ponadto analizowaé oszczqd-
no$é na cigZarze przy zalozeniu wyboczenia sprezysto-plastycznego plyt o zmiennej
sztywnosci. Oczywiscie, dopiero takie podejcie ma zasadnicze znaczenie praktyczne,
bowiem ksztalty optymalne prowadza z reguly do zerowych sZtywnodci na brzegu,
Wobec koniecznosci poshigiwania sig¢ tablica 6 okreélimy ksztalt plyty jedynie na
drodze tablicowej, co zmusza do calkowania numerycznego przy obliczaniu objgtoéci.
Przyktadu liczbowego nie b¢dziemy tu jednak podawali.

~ 8. Uwagi kosicowe

Zastosowana w pracy metoda odwrotna pozwolita nie tylko na uzyskanie wielu
rozwigzafi §cistych problemu statecznosci plyt o zmiennej sztywnofel w zakresie
sprezystym, lecz przede wszystkim na prezejicie do zakresu sprezysto-plastycznego
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i do problemu ksztaltowania. Wydaje si¢, Ze moZe ona oddaé dalsze ustugi przy
innych sposobach podparcia i obeiazenia plyt, jak réwniez przy zastosowaniu do-
kladniejszej teorii wyboczenia spreZysto-plastyczaego. '
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Peazome

ONPEIEJTEHHE VIIPYTOM U YIIPYTO-IUIACTHYECKOM YCTONYMBOCTH
KPYT'OBBEIX INIACTHH C IIEPEMEHHOI XECTKOCTBIO OBPATHBIM METOIOM

Henpio paGoTsl ABNAETCA HONYYCHES TOMHLIX PENICHME 3aHaTn YCTOWYABOCTH KPYTOBBIX
1 KonbpneoGpasHelx MIACTHHOK ¢ HEPeMSHROH JKeCTKOCTHIO, TOIBEIKEHHEIX BCECTOPOHHEOMY CHKATHIO
mocTosHHCH camoit N, Meenenosamucs pasMHYHER CHOCODB] OTHPAHLE (CTATHYCCKY ONpEeIIAMELE)
¥ TO, K&K B YAPYTOil 00NaCTH, TAK M YOpYro-miacrmiecxoil, B pabore FAIoTeA AekOTOPLIC PECHIHS,
HONyIeHHEIE OOPATHBIM METONOM, @& MMEHHO METONOM (IIPEHIONOKEHRST TOTHOTO POLISHHMS,

Tocne obmeit dopMynApOBKE 3amayd B yopyroft obaacti B pasgerxe II, B TpeTeuM paszene
paBoThl HOKYHSH PSX TOMHBIX PENTCHHHE [ XPYroveix miacTrHEOK (3.9), (3.10) B zomueobpasnnix
(3.28), (3.29), (3.31), (3.32), (3.40) m (3.41) ucnomb3ya GYHKUFIO YIIIa:OPOTHOA B BEAS DCHICHEL
ypasrenmt Ditepa I, (3.2). Bee permenys, TIPERE/IEHHEETE B 9TOM DASHeNe, OIPEASISHOT IIACTHHKH,
JECTHKOCT KOTOPEX HA CBOBOIHOM Kpaio WH CBOGOJEO ONEepTOM pabhsercs Ryato, B pasgene IV
ODUBOIWTCH DPEIICHHS JMHIEHHOS 9T0H weprsl (CBojicrea). OHO OLINO HOAYYEHO IpENIONAras
Gyrrugro mporeda take B dopMe POIIGHN YPABRCENs DHNepa, HO B HECKONEKO Apyroi dopme
170 CPABHEHWIO C IpeasIayiel, ypasrcuns Ditnepa I, (4.2). Ypasuerma (4.21) u (4.22) ovratores
Oonee ofmel GopMOiH 7 [AIOT BO3MOXKHOCTE NONYYHTE TEOPETHYECKH IPORE3BONEHOS KOIHICCTRO
BHIOE INIACTRHOK (i COOTBETCTBYFOIIAX WM KPUTHHECEMX CEN),

YIprBeAEHARIE 30CChH PEICHAN AJA TOMHRIX KPYIOBRIX mracTHrOK (4,26), (4. 27), (4.37), (4.38)
H Konbieobpasubii mmacTHok (4.47), (4.48), (4.54), (4.55) UIMHIOCTPEPYIOTCA OPOCTEIME IIPHME-
pamMm.

B paspene V cymecrsenso yopomaercs ofmee ypasxerue (2.8), mpuramvag dymxmzo mporaba
B BEAe pemenus ypasnends beccens (5.8). IlomoOno, xax » pasgerne III, ma cpoGogmnoM o CBO-
fQopHO oneproM EPA0 RECTKOCTh INIACTHHEH FOJKHO PABEATHCH wymwo, (5.18) m (5.19).

Pasgest VI NOCBANICH yNpyro-TEIACTHUSCKOMY TPOAOILHOMY H3ruby ¥pyroBRIX H KOIENE0O-
PasHbBIX HNIACTMHOK NEPEMOHHOH MKECTKOCTH. B HAHHOM CiIyYae, OCHOBOM IPHHATO BOIMONCHO
IPOCTAST TEOPHA YHPYrO-IIACTHYSCKOTO IPCAMILHOTC RITHDA MIACTAHOR, npenroxesnyn PomeM
® DHEXEHTepoM, B XOTOpoM, omHAKo, Moayns Kapmara GBI 3aMCHCH KACATENHHEIM MOZYIEM
E (0) = do/ds. TIpr srom mcmoxesosaro dopmyny A. Wimmena (5.1),

TIpHBOARTCH TPARTHIECKIH FOPSIOK JeHcTBrA TIPH Oupenenesny GopMal MIACTAIRE B yupy-
ro-mracraveckod obnactH, a Tawke cnocol oupeleNenHs KpWTHYECKON CHUIEI B 5TOH OBIACTR
Jiis anpHopH npEsepcHyol dopmel nmacTHAkHE. B 3akmovemme (pasxen VII) ompepensmercs mpo-
[eHTHAA OKOHOMEA MATCpHANA IPHE 3aMCHC ITIACTMHKE TOCTOSHHON ECTKOCTH - INIACTHHKOM
nepeMeRHOH JKSCTKOCTE, HO ¢ TOi Xe caMol XpuTHYecKo# cuvoil (7.6). s npRBeNeHHOro npu-
Mepa — SXOHOMAS SRILIETCH AOBOJASHO 3HAMUTENHHASN ¥ COCTABILIST 129%.

Summary

COMPUTATION OF THE ELASTIC AND ELASTIC-PLASTIC STABILITY OF CIRCULAR
PLATES WITH VARIABLE RIGIDITY BY MEANS OF THE INVERSE METHOD

The aim of the present papet is to obtain accurate solutions of the stability problem of circular
and annular plates with variable rigidity, subjected to uniform compression by a constant force N,
Various (statically determinate) support conditions are analysed both in the elastic and the elastic-
plastic range. Some solutions are obtained by means of the inverse method of «assumed accurate
solution».

In the elastic range the problem is stated in a general manner in the second part, The third part
contains a number of accurate solutions for circular (3.9) and (3.10) and annular plates (3.28),
(3.29), (3.31), (3.32), (3.40) and (3.41) obtained by assuming the deflection angle in the form of

Rozprawy Inzynierskie — 12




622 ) ANTONI GAJEWSKI, MICHAL ZYCZKOWSKI

solution of Buler’s equation I, (3.2). Al the solutions obtained in this part determine plates with
zero rigidity at a free or simply supported edge. The fourth part discusses solutions mot having
this feature. They are also obtained by assuming the deflection angle in the form of an FEuler's
eguation but having a somewhat different form (Euler’s equation II), (4.2). The equations {(4.21)
and (4.22) are sufficiently general to enable theoretical obtainment of an arbitrary number of forms
of plates (and the relevant critical forces).

Solutions are obtained for full plates (4.26), (4.27), (4.37) and (4.38) and annular plates (4.47),
(4.48), (4.54) and (4.55). They are illustrated by some simple examples.

In the fifth part an essential simplification of the general equation (2.8) is obtained by assuming
the deflection function in the form of the solution of the Bessel equation (5.8). Similarly to the third
part the rigidity at a free or simply supported edge must be zero (5.18), (5.19),

The sixth part is devoted to elastic-plastic buckling of circular and annular plates with variable
rigidity. It is based on the simple buckling theory of elastic plastic plates given by Ro# and Eichin-
ger, the Kdrman modulus being replaced by the tangent modulus E (¢) = do/de, and the A. Ylinen
formula (6.1) being used, Practical procedure for the determination of the form of the plate in the
elastic-plastic is described as well as the method of finding the critical force in this range for a prescri-
bed form of the plate. In conclusion (part 7) the material economies are determined in percents
if a constant rigidity plate is replaced by a plate of variable rigidity, the critical force remaining the
same, {7.6). For the example under consideration these economies are considerable and amount
to 12 percent.
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