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1. Wsiep

Celem pracy jest uzyskanie rozwiazan rdwnaf termosprezystodci, opisujacych
drgania harmoniczne ofrodka, za pomoca osobliwych réwnari catkowych. Przez
catlkowanie podstawowych réwnafi rézniczkowych termospreZystoci mozna wy-
prowadzi¢ zwigzki catkowe, stanowigce uogdlnienie znanych z elastokinetyki twier-
dzen SomiGLIANA [1]. .

Calkowanic rownania potencjalu termospreZystege przemieszczenia prowadzi
rowniez do przedstawienia jego rozwiazania w postaci calek powierzchniowych.
W przypadku braku sprzeZenia migdzy temperatura a deformacjg ciala otrzymuje
sig tu znane z elastokinetyki twierdzenie HELMHOLTZA.

Uzyskane w punktach 2 i 3 rozwigzania dostarczaja tzw. potencjaléw powierzch-
niowych warstwy pojedynczej i podwdjnej. Zastosowanie tych potencjatéw pozwala
na sprowadzenie podstawowych zagadnien brzegowych termosprezystoéci do
rozwiazania ukfadu osobliwych réwnan calkowych. Wyprowadzono wreszcie
twierdzenia o nieciaglo$ci potencjaléw termosprezystych przy przejéciu przez brzeg
obszaru na drodze bezposredniego calkowania réwnan spelnionych przez te po-
tencjaly. Uzyskane réwnania calkowe sa osobliwymi réwnaniami calkowymi
FrEDHOLMA drugiegoe rodzaju. Calki w nich wystepujace rozumiane sa w sensic
wartoéci gléwnych. -

W ostatnim punkeie pracy podano proces budowania przyblizonych rozwiazas
réwnan termosprezystodci przez wykorzystanie tzw. kanonicznych, funkcjonalnych
réwnan catkowych. Metoda ta zezwala na przyblizone rozwiazanie réwnan termo-
sprezystoscei dla dowolnego, jednospdinege ciala tréjwymiarowego.

2, Rownanie termosprezystosci

- Rozpatrzmy jednorodne, izotropowe 1 doskonale sprezysie cialo zajmujace
obszar V ograniczony powierzchnia . W oérodku tym stuszne sa réwnania zlinea-
ryzowane termospregystoéel [2 1 3]
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1. . 0 ]
ﬁ,kk‘_’; Tk ES Lj,k=1273.




656 JOZEF IOWACZAK, WITOLD NOWACKI

Pierwsze réwnanie przedstawia réwnania przemieszczeniowe (réwnania ruchu),
drugie jest rozszerzonym réwnaniem przewodnictwa cieplnego. W rownaniach
tych 8 = T — Ty jest wzrostem temperatury w stosunku do stanu naturalnego Ty,
w ktérym naprezenia i odksztalcenia sg réwne zeru. Symbole u; oznaczajg skladowe
wektora przemieszczenia, X; skladowe wektora sit masowych, Q jest funkcja opi-
sujaca intensywro$¢ Zrodet ciepta. Wielkosci ¢ 1 4 sa statymi Lamégo, odniesionymi
do stanu izotermicznego, Dalsze oznaczenia sg nasigpujace: y = (3A+2pday,
gdzie o; jest wspolczynnikiem liniowej rozszerzalnodel cieplnej, o gestosciy,
a x = Aofoc, jest wspotezynnikiem, w ktdrym A jest staty przewodnictwa cieplnego,
a ¢, jest cieplem wiadciwym przy stalej deformacji. Wreszcie Q@ = Wjec,, gdzie W
oznacza ilodé clepta, wytwarzang w jednostce czasu i objgtodel, a 4 = Ty Ag.
Funkcje w, 0, Xy i Q sa funkcjami miejsca i czasu. Kropka nad funkcja oznacza
pochodng wzgledem czasu. '

Do réwnan (2.1) dodaé nalezy réwnania konstytutywne
{2.2) gy = 24 8ljj+(ﬂékk — yt) 8y

oraz rwigzki migdzy odksztalceniami i przemjeszczeniami

2.3 - By = u(i, (Ui it i

Dokonujgc rozkladu wektora przemieszezenia i Wektora sit masowych na czgéé
potencjalng oraz czgsé solenmdalnq

2.4 w = Diteur Prg, Xo= 0 @ateurind

doprowadzimy uktad réwnafi (2.1) do postaci

(2 162)(15 g 119
Vet an

2.5
( 2 ! ! (VZ ! )0 0 V2P = ¢
v _E‘)t ‘I[@'*_E?{i: .;f)a — otV = o
Wprowadzili§my tu oznaczenia
) A4-2u # ¥ 2
2:_: 2:_: = 5 _
T QT mTEy T

Réwnanie (2.5); przedstawia podiuing falg sprezysta, a (2.5) falg poprzeczna.
Réwnanie (2.5); jest réwnaniem przewodnictwa cieplnego. Po wyeliminowaniu
z (2.5) i (2.5); temperatury, mamy '
1 1
2 V2 7 _'()t 'ﬂ.
%

1 1
(2.6) (V2 = a%) (V2 — 0 )@ — mndg V2

W dalszych rozwazaniach zajmowadé sig bedziemy jedynie drganiami harmoniczaymi
w czasie. Poniewaz obcigZenie sifami masowymi i srodiami ciepta daje sig sprowadzié
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do zagadnienia brzegowego, zalozymy w dalszych rozwazaniach, Ze przyczyny
wywolujace drgania, wyraZone sa tylko przez warunki brzegowe.
Wstawiajac do réwnan (2.5) funkcje

D, 1) = BF (W) e,y (x, 1) = T () etue

i pomijajac Zrédia ciepla i sity masowe po prawych stronach tych réwnafi, otrzy-
mamy nastepujacy uklad réwnan [4]:

£
@27 3% -mor=0, [2¥'=0, [j%@*—i—aiﬁW@*zO.

Wprowadzono tu oznaczenia

2 onrn '  w o 1 {iw\} e—I y
A,=V4+h,, =123, :'11——‘as ]12*?2} 113:? » s =N,

Eliminujge z réwnan (2.7)y i (2.7); funkcje 0%, otrzymamy réwnanie fal podiuznych
@8) . 03,002, =0,
gdzie

M, =V2+kT, [1;,=V2+E3.
Wielkosci &y i k3 sa pierwiastkami réwnania |

ké — k2 {2 + (1 +e) B) -+ B =0
i przyjmuja wartoscl

fr = tr — iy, r=1,3, o >0, fr30.

Oznaczajac ky = ky (), k3 = k3 () mamy ki (0) =k, k3 (0) = 3. W dalszych '
rozwazanjach, dotyczacych wylacznie drgan harmonicznych ze wezgledu na zmienna
czasowa, opuszeza¢ bedziemy gwiazdki przy funkcjach @%, 6% iip.

3, Postal calkowa rozwigzania réwnania potencjalu termosprezystosci

W niniejszym ustepie rozpatrywaé bedziemy jedynie fale podtuine, powstale
w ciele ograniczonym V¥ o brzegu X. Punktem wyjécia naszych rozwazaf beda
réwnania (2.8) 1 {2.7);. W celn uzyskania tozsamosci catkowsj, okreslajacej funkeje @
dla xeV przy pomocy calek powierzchniowych, wychodzimy z nastepujacych
rownan dla dwu dowolnych funkcii @ (x) i @(x):

BN [V @@ 002, 0@ — O ¢ B, 02, D (©)] =
- V

~ [ar@ B E VS @ — DOV @1+ + kD) [V (O [ () V2 B(E) —
: v : L

PO VEEL
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Wykorzystujac wzér podstawowy dla bilaplasjanu

0P
(3.2) de((ﬁ Vi — PV D) de[(W Dy — — @ (V2 &) -+
v

+ @ Vi) — (V2 0@]
? on ( ) — ) on
oraz przeksztalcenie Greena

_ 0D a(ﬁ)

(3.3) de(gbvz@—qsvz@_fdz(@E;—@E ;
X

v

przedstawi¢ mozemy réwnanie (3.1) w nastepujacej postaci:

G f av (@ [, O, @ — @ O0%, 0%, %) =

4 : _
f' ;' ) gD() 25) f( 2@0@ V@a@)dE
:~d2§l5'£lj D — ‘()—I;I:I *2 v o p
- gdzie

02 =V2 + k2 k3.

Zatézmy, ze funkcja @ nie ma osobliwosci w obszarze ¥ i spelnia réwnanie jedno-
rodne

3.5 [:l%£1 03, ¢=0, xeV.

Temperatura 0 zwigzana z funkcja @ dana jest za pomoca wzoru

3.6 6‘1 Kz
(39 - -5

Niech funkeja @ spelnia nastepujace réwnanie osobliwe w nieskoficzonej przestrzeni
termosprezystej:’

(7). 03, (3, (x, &) = — md(x — &),

gdzie 8 (x) jest funkcja Diraca. Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja [5]

B m e—tRar _ g =it
P(x, 8= — 1 [

(3.9)
2= (x—E)(xy— &), Jj=123.

Eatwo mozna sprawdzié [z rownania (2.5);], ze funkcja @ jest potencjalem ter-
mosprezystego przemieszozenia dla skupionego Zrédla ciepla o intensywnosci zx,
dzialejacego w punkcie & Dla obszaréw zewnetrznych funkcja @ spelnia réwniez
rozszerzony na zagadnienie termospreZystodci warunek wyprotieniowania [4].
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Zauwazimy, Ze

i
i 0 — KD e — (] — K e,

- 1 -
3.9 0x, &= . = — T G2

Wstawiajac (3.7) do réwnania (3.4) i biorac pod uwage réwnanie (3.6) otrzymamy
nastepujace podstawowe wzory:

1 — ) 0
(B.10) B(x) = Ede(E) [@(s, W) RO - @) P (G x)] —

- %fd)?(é)[w@(f) (;%Q?(E, x) — V25(§,x)%@(£)] dla xeV

oraz,
{3.11) D(x)=0 dlaxecE—7V,

gdzie F jest cala przestrzenig. . - _
Réwnania te mozna przecksztalcié wykorzystujac zwiazek miedzy funkcjas @
i 0 wedlug wzoru (3.6). Po prostych przeksztalceniach otrzymamy

- 08 0P 1 _ oD 2
(3.12) D(x) = Lde{(@ . G—a—n—) -{—‘n'; [(D%@)—E{ — Qj;*é;(mi@]}, xeV
oraz
(3.129 B =0 dla xeE—V,
gdzie EI%; = V2 4 k% -+ k% — h% .

- Wzor (3.12) okresla funkcje @ (x) wewngirz obszaru ¥ za pomocy, funkcji @'(%),
8@ (E)/on, 6 (&) 1 90 (&)/on na powierzchni X, Stosujac do funkeji (3.12) operacie

Iym 0% i wykorzystujac wihasnosci funkcji @ oraz zwigzek
— (F — )65 — B = L ]

dla temperatury, otrzymamy analogiczny wzor
- 0 o
8 (x) = !dZ(S) [9(5, X)B“];@(E) — 0 (&) 5;6(5, x)] +

oD (&)
on

ow? — 0 —
+7fd}:(§) [@ (&, x) - @(E)E@(E, x)], xeV
P .

f(x)=0 dlaxeE-—V,
gdzie

my
sk’

& =y,
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W przypadku braku sprzeZenia (s = ) otrzymamy z réwnania (3.13)

fli-o)
(G.14) [9(x)],=0=z X

PoniewaZ- dla zagadnienia niesprzezonego mamy k; (0) = Fy oraz ks (0) = hy,

_ 1
zatem z réwnania (3.9) wynika, ze [f],_¢= —¢ %",

Tor € Wzér (3.14) przyjmuje

postac

1 e—ihar o ewihsr 7
(3.15) {a(x)]hgzaf dZ(s)[ ; 5};6(5%9(5)%( )] r=ré),

s
z

xe V.

Wzér (3.15) jest znany jako wzér Greena dla niesprzeZonego, Idasycznego rdwnania
przewodnictwa cieplnego [6].

Wrocmy do réwnania (3.12) i zalézmy, 2e mamy do czynienia z osrodkiem hipo-
tetycznym, w ktérym a; = 0. W takim oérodku jest §y = 0 oraz m = 0. Zwazywszy, Ze

m e—mfr——- a—thar

(3.16) o] ~ 1 W .

=0 =

1 o
e 2 e a—ilyr
™ O -0 dary ¢ ’

wstawiajac (3.16) do wzoru (3.12) otrzymamy

o= dfal) oo ool
a1 o0 =] axe 50O - 0@ :

r

cr=r{x§, =xeV.

Ze wzoru tego latwo juz przejéé do osrodka, w ktérym ruch odbywa sig¢ w warun-
kach adiabatycznych (elastokinetyka klasyczna). W wiclkodei Ay nalezy jednak
zastgpié izotermiczne stale Lamégo uri A, przes stale adiabatyczne usi As. Wzor
(3.17) jest znanym z elastokinetyki wzorem Helmholtza [7].

Wyprowadzone dla zagadnienia sprgZonego termosprezysto$ci wzory (3.12)
i (3.13) nie stanowia kompletnego uktadu funkcji rozwiazujacych ogdlne zagad-
nienie brzegowe. Dlatego przejdziemy do poszukiwania ogélnigjszych przedstawies
calkowych rozwiazania, uZywajac badZ bezpodredniej metody calkowania pod-
stawoWych rownan termospreiystosci, badz tez wykorzystujae twierdzenie ¢ wzajern-
nofei {8 i 97.

4. Postad calkewa ogdlnego rozwmzama réwnan. sprzgzone; termiosprezystosei

Dazeniem naszym jest przedsta.wwme wektora przemieszczenia i temperatury
w punkcie wewnetrznym x obszaru ¥ za pomocg calek na powierzchni X, ograni-
czajacej ten obszar,

Zalozmy, ze przyczyny wywolujgce ruch odrodka sq sprecyzowane przez warunki
brzegowe. Skonstruujemy rozwiazania nastepujacych réwnan termosprezystodei:

4.1 o5 = — w? gy
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oraz |
Y o .
4.2) G,M—I—h_,ﬁ—l—;uk,k:O, xeV, §Li,k=1,273,
gdzie
my
Oy = O'ij(.X‘) Uy = HJ(X), 6= B(X): @ = 1'12.
3

Do téwnan rézniczkowych (4 1) i (4.2) dolgczamy réwnania konstytutywne
(4.3) O3 = 2;,6 e 5y + (ﬂu;@;‘; - }'6) 5@'.

Réwnania réiniczkowe (4.1), (4.2) oraz zwigzki (4. 3) opisuja amplitudy ruchu
harmoenicznego,

Przyjmijmy inny uklad réwnas, odpowmda_]a,cy termosprezystemu  oérodkowi
nieograniczonemu, w ktorym dziala skupione zrédio ciepta o -intensywnodci
i zmieniajgce si¢' w sposéb harmoniczny w czasie, 'Wiszelkie funkcje wystepujace
w tych réwnaniach oznaczamy funkcjg z kreska pozioma:

4.4 U'uw = — @? gu
oraz

Sy . |
(4.5) o - Oy +'7139+Euk,k=—5(x*§),

=0y 8, =008, w—=wulxé.
Ponadto dolaczamy do powstzyr;h réwnan wzory Duhamela-Neumanna
(4.6) oy =2uuy+ Gurs — v 6y,

Kombinujac odpowiednio uklady réwnad (4.1), (4.2) i (4. 3) oraz (4.4) (4.5) i (4.6),
cafkujac je odpowiednio po obszarze ¥ oraz wykor zystujac plzeksztalceme Greena,
otrzymamy nastepuijgce réwnanie:

_ PR d. ‘
4.7 0(x = de(é)[G(é‘, x)a 6(&) — 9(5)%6(5, x)] +

i _ i _
+ = de' (&) [ (&, X)pi(&) — w(Opsl&, )], xeV.

Tutaj wprowadzono oznaczenia
Pi{E) = 0y Oy ny (), pi (&, %) = oy (& %) my (),

a operacje rézniczkowania, wystepujace pod znakiem calek powierzchniowych,
przeprowadzone sg wzgledem zmiennych & Wzdr (4.7) przedstawia zwigzek miedzy
ternperaturg 0 w punkcie x e ¥V a funkcjami 8, 06/on, u; i pi na powierzchni X.
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Poréwnanie zwiazkéw (4.7) i (3.13) pokazuje, jak zwiazane sg na powierzchni X
wartoéci potencjatu @ i jego pochodnej 0%/dn z obcigZeniami p; oraz przemieszeze-
niami powierzchniowymi #;. Aby otrzymad reprezentacj¢ cafkowsg dla wektora
u; (%) dla x e V nalezy przyja¢ dwa inne uktady zwiazkow, mianowicie uklad row-
nan (4.1), (4.2) i (4.3) oraz uklad réwnaf
Y
o ;= — w2t — 8(x — & dus, Bfkk“i‘hges‘l‘"a@,kzo’

{4.8) of = 2p 1ty + (e — v09) 8y, Lk, 5= 1,2, 3;

G=0y(x, 8, h=uxE, =005

Powyzszy uklad réwnaf odnosi sig do sity skupionej harminicznie zmienne] w czasie,
przylozonej do punktu & i skierowanej wzdluz osi xs. Kombinujac ddpowigdnio
uktady réwnah (4.1), (4.2) i (4.3) oraz (4.8) otrzymamy nastgpujacy wzlr

@49 us() = fdi? (&[4 (& ) pe(®) — ux (O3 (& 0]+

d 0
+ ade(E) [93(5, 5 0(&) — H(E)a e (&, x ]
gdzie - |

Wy, &) =l (6, O =y (6, %), pp(E %) = oy (&, 0m(E).

Funkcje £, i 65 podobnie jak i u; i f sa funkcjami Greena dla ofrodka termospre-
zystego [5] 1 sa funkcjami znanymi,

Wzory (4.7) i (4.9) stanowia sprzgZong reprezentacje catkowa ogdlnego roz-
wiazania termosprezystodci. Sa one uogdlnieniem znanych z elastostatyki wzoréw
Somigliana na zagadnierﬁa termosprezystosci [1]. ZauwaZamy, ze funkcje 65 1 us
nie sa dowolne, lecz zwiazane sa zwigzkami

{4.10) us(x, & = afs (&, x), 05(x, &) = — 05(£, %)

Zwiazek ten mozna otrzymaé przez odpowiednie wykorzystanie ukladéw rownan
{4.4)~(4.6) oraz (4.8) lub tez bezpodrednio z twierdzenia o wzajemnoscl. Jesli funkcje
Greena u 10 oraz « i 65 dobraé w ten sposéb, aby odnosily sie do ciata zajmuja-
cego obszar ¥ ograniczony powierzchnig X i przyja¢, Ze na X powinny by¢ spel-
nione warunki brzegowe

2i=0, 6=0#=0 6=0 mal,

to réwnania (4.7) i (4.9) uproszeza si¢ do postaci

0 _ i -
O(x) = — de(E)[EJ(E)gG(E, X) +;m(§)m(§, x)],

{4.11) | ,
us(x) = — f dZ' (&) luk(é) Pi(& x) 4+ af (§) n s (£, x)] .

x
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‘Wzory (4.11) stanowia rozwiazanie pierwszego Zagadnienia brzegowego, w ktdrym
-dane sa na 2 przemieszczenia w; oraz temperatura 8. Gdyby funkcje u; i 6 oraz
4 1 08 odnosily sig do ciala zajmujacego obszar ograniczony ¥, na ktérego po-
wierzchni nie ma obciaZen ani zmian temperatury, to do réwnan (4.7) i (4.9) nale-
-zaloby wstawié

pi=0, 0=0, p;=0 65=0 naX.

“Wtedy wzory (4.7) 1 (4.9) przyima postaé

d 1_
8(x) = — fdz’(é) {9(5) 5,048 %) —_un (& ) pe(®) ] ,
(4.12) * f) :
s (x) = f dZ(£) [u}i (& )pe(&) — 0D 50, x)]

1 stanowia rozwiazanie drugiego zagadnienia brzegowego, w ktérym na X dane
83 obcigZenia py i temperatura 6. Jednakze stosowanie wzoréw (4.11) i (4.12) jest
-ograniczone ze wezglegdu na trudnodci zwigzane z uzyskaniem funkeji Greena w;,
8, up i 05 spehiajacych z géry dane warunki brzegowe.

5. Potencialy termospreiyste oraz rownania cafkowe dla zagadnied brzegowych

Wprowadzmy analogicznie do potencjaléw elastokinetyki [10] termosprezyste
‘potencjaly powierzchniowe. I tak termosprezystym potencjatem warstwy poje-
-dynczej nazywaé bedziemy uklad

Vi(x) =2 fdz & (&) (&, %) -+ 2afd2 (O (8) o5&, x),
«5.1) =z . ) z

Vix) = 2fd23(§) ()0, x) + ;fdf('f) er(©ue(é, x),

2 A
-gdzie pr = @i (£) 1 v = v (&) sa nieznanymi gestodciami powierzechniowymi od-
"powiedniej regularnodci. Wystepujace tu funkcje uz, 0, u;f i 0 sg funkcjami Greena,
-okreslonymi za pomoca wzordéw (4.4)—(4.6) oraz (4.8) i odnoszacymi sie do termo-
‘sprezystej przestrzeni nicograniczonej.
Termosprezystym potencjalem warstwy podwdjne] nazywamy uklad

a
W (x) = 2fd):(§) Z2G) A x)+2afd2 @B 0 ).
‘(5.2) z x

' o _ 2 _
W) =2 f O PO 56D+ | dDE O, .

‘We wzorach (5.2) wprowadzili§my oznaczenia
pe(& x) = 2u ”(Sk,j) + (A, — v09) diglmy
Pr(€, X) = Ruupy + (Rup,p — ¥0) 0xsln; .

(5.3)
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Zdefininjmy jeszcze potencjal termospreizysty, beddcy kombmac_]zg hmowa po-
tencjaléw’ warstwy pojedynczed 1 podwajne]:

Mi(x) = 2fd23' & gx (E)pj‘c(é, x) + 2‘afd2 By, x),

(5.4) :
M(x) = 2fd2 O p@®IE x) + Efdz' (&) pr () prfé, x) .

Przy badanin skokéw potencjatéw (5.1), (5.2)i(5.4) przy przejécin przez powierzch-
nie 2 wprowadzimy nastepujace ozmaczenia. Niech Ws (5p), WO (g i WO (&)
oznaczaja kolejno granice wektora W (&) dla & — & e X po powierzchni 2, W; (§)
dla & -+ &€ X od wnetrza -obszaru V, oraz Wy(§) dla & —&ped pray feE—V.
Mozna dowiesé, ze potencjaly Vs (x) 1 ¥ (x) sa funkcjami ciaglymi punktéw x € 2.
Pokazemy natomiast, 7e potencjal warstwy podwomej {Ws (x), W(x)} ]est na tej
powmrzchnl nieciagly. Mamy bowiem

WP (&) = — gs (o) + Ws (o), “ W“)(Eﬂ) = — T‘P(fﬁ) +'W(§0)," )
WP (&) = @s(f0) + Wel&p), WO (&) = pE) + W)

‘(5.5)

Zwiazki te sa analogiczne do odpowiediich zwiazkéw dla” skokéw * potencjatu
harmonicznego warstwy podwoinej. Pokazemy, ze' pierwsza catka powierzchniowa
we wzorach (5.2) jest funkcja nieciagly, druga natomiast: p1zeds‘(aw1a funkq@ ciagla.
Z vpierwszego bowiem réwnania uldadu (4.8) wynika :

(5.6 e oly(n & = — 30— H@(d) — w2 (5 H PR ().
LwWarywszy, #e

[1 dla é’e,m -
(5.7 de(x)(S(A — 5) =h{§) = dla {fel,
. . . lO dla EcE-—V.

v

i callxumc funkeje - (5 6) PO x € V, a nast@pme zamlenlajqc zmienne, otLZymamy
(5.8) 2 [d2® gp@ppE 3 = 28 ps(X) + 25 (1),

- 5o ' ‘-
gdzie

£ = 2 [ dV(E) e O 0y (6, 2) — 2002 [ V(O (5,9 93 (9.
4 14

Mozna wykazaé, 7e gy (x) jako kombinacja calek objetosciowych jest ciggla dla
x € 2. Podobnie biorge pod uwage rownanie (4.9) sprawdmmy, Ze drug1 sk}adnlk
potenciatu W; jest funkcja ciagla.

Wzory (5.8) i (5.2) dostarczaja pierwsze) grupy zw1qzkow (5 5) Nieciaglosdé
funkeji W — W (x) moina wykazaé analogicznie przez catkowanie réwnaf (5.4)
i (4.5). Drugi skladnik we wzorze na W (x) jest ciagly na powierzchni X
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Wprowadzimy oznaczenia

Pz (x) = [20 Ve + (AWVex — V) 8yl s (%),

5.9
(5:9) 0(x) = W, np (%),

gdzie funkcje V5 i V s dane na podstawie wzoru (5.1). Mozna wykazaé, ze

P % (Go) = prl(&e) + &), D) = p(&o) -6 (&),
PRE) = — ge(E) +prE), 69 = — p(&) +6 (&),

Potencjaly -termosprezyste (5.1)-(5.4) funkeje okreslajace relacje skoku dla tych
potencjaléw pozwalaja na redukcje podstawowych zagadnierl brzegowych termo-
sprezystosci do rozwiazania ukfadu osobliwych réwnan catkowych.

Ograniczmy si¢ w naszych rozwaZaniach jedynie do nisktorych typowych zagad-
niefi. Rozpatrzmy przypadek danych przemieszezen na brzegu przy réwnoczednie
danej temperaturze lub przeplywie temperatury na powierzchni X\

Zalozmy, ze na brzegn X dane sq przemieszezenia us (&) = f5(&) oraz tem-
peratura 0(5) = g(£y). Rozwigzania zagadnienia poszukujemy w postaci poten-
cjaln warstwy podwéjnej (5.2) przyjmujac

(5.10)

(5.11) Us(x) = Ws(x), O(x) = W(x).
La_twb- spré.wdzir_ny, ze funkcje Us(x) i 6(x) spelniajg réwnauie
(5.12) LisUs—p0s0=0, [BO+20,Up=0, xeV,
gdzie _ 7 _

Lsp = (,U a:O ap__'f‘mz Q) 6857_’_(‘1_!_,”') ds Oy, .

Biorac pod awage (5.5) dla funkcji @ (8) i w(&) otrzymamy nastgpujacy uklad
sprzezonych réwnan catkowych:

g d
Pol) — 2 [ 45® 7018 89 — 2a f SIOMGEICE N

= *"fS(fo),
(3.13) 3 5 :
602 | TOPO e ) - = [ RO 8
= —g(fy).

Réwnarnia {5.13) maja zatem postaé osobliwych réwnan catkowych Fredholma
- drugiego rodzaju, a catki w nich wystepujace nalezy rozumieé w sensie wartodci
. gtéwnych.
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Dla zagadnienia niesprzeZonego otrzymujemy kolejno z rownan (5.10) 1 (5.13)

Ol
[Usl,_o =2 f adX oy [p)io + 2f dx ”’[an]
2
T 0B
[0lice =2 | dXy) o
X

gdzie funkcje ¢y i ¥ spelniaja niesprzezone réwnanie catkowe

(5.14)

Ouls
P (o) — Zf 4Z gy Tohleuo = — follo) -+ 2 f dzy [gl;-] o’
(5.15) z z

o9
po) — 2f d2yp {an] o= g0

ZatbZmy, e na brzegu X dane sa przemieszezenia u(£) = fi(£o) oraz przep}yw

ciepta [gBL E— S(&p). Rozwigzania poszukiwaé bedziemy w postaci
[

(5.16) Ts() = Ms(x), T(x)=M@), xeV,

gdzie funkcje Ms, M sa okreslone za pomocq wzordw (5.4). SpraWlemy fatwo,
7e wewnatrz obszaru V.spelnione sg rownania (5.12), a piewiadome gestodel g (&)
i (&) spelniaja nastepujacy uklad osobliwych réwnaf catkowych:

ps(&e) — 2 f dX (&) pr () p5 (& o) — 20 f dX (&Y (&) 65 (¢, E)=—fs (bo),

{5.17 z =z
' d 2 o _
v (o) + 2 f a2 )5, 0 &)+ f 4Z (&) i (8) 3,7 (& &) =
z _ =
= S(Eﬂ) >
gdzie

. a "
‘_9(5 &y = lim 76(5 x), gdy xelX

x—Eq

i analogicznie zdefiniowane d/dng py, (€, o).
Dla zagadnienia niesprzezonego_otrzymamy znaczne uproszczenie réwnat (5. 17)

ps(Ep) — 2 f dZ(E) or (E} [pil&, élee — 2 f AX () p (&) [us (&, E))oo =
(5.18) = N = —fs&)»

R :
y(fo) -+ 2f d2 (&) p(§) [‘é; 64, §o)l=0 = 5(£)-
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Nie bedziemy tu wypisywaé réwpat catkowych dla zagadnienia brzegowego,
w ktorym na brzegu dane sa obcigZenia. Zauwazymy jedynie, ze jeli dane jest
obciaZenie p; = p; (&) oraz strumiet S (&) = S na brzegu X, to rozwiazania nalezy:
poszukiwaé w postaci potencjalu warstwy pojedynczej Vs(x) i ¥(x). Korzystajac
ze zwigzkow (5.9) i (5.10) mozna réwnies explicite wypisaé odpowzedme osobliwe
réwnania catkowe.

Badanie istnienia 1 jednoznacznodci otrzymanych osobliwych réwnafi mozna.
przeprowadzi¢ w podobny sposdb jak to czyniono w odniesienin do potencja]ow
sprezystych [LO].

]
6. Kanoniczme funkcjonalne réwnania calkowe oraz rozwiazamia przybliZone

Zalozmy, Ze na brzegu X ciata okreflona jest pochodna normalna potencjatlu
termospreiystego  przemieszezenia [0@[dnly = f(£) oraz temperatura 0(&) =
= g (£). Biorac pod uwage zwiazki (3.12) i (3.13) utworzymy nastepujace réwnanie:
funkcjonalne dia xe £ — VW

_ 0 0 _
¢1n o —J dX(£) { [@ & x)5 0 — g5 2, x)] +

1 -
+;{(Di¢(§, 01E) — DO (DB x))]}

oraz

) d
(6.2) ozde(E)[E(& x)ﬁﬂ(ﬂ%g(&)aﬁ(é, x)]+

0 _
+— dZ(f)[@(é‘ () — PE 5 D, X)]~

W réwnaniach (6.1) i (6.2) niewiadomymi sg funkcje 00/0n oraz @ na powierzchni .
Jedli znamy te funkcje, to znamy réwniez 0 oraz @ dla x e V zgodnie ze wzorami
(3.12) i (3.13).

Rownania (6.1) 1 (6.2) nie zawierajace funkeji @, 06/on poza calka i dla ktérych
obszar zmiennosci punktéw x i £ nie pokrywa sig, nazywamy kanonicznymi réw-
naniami funkcjonalnymi. Mozna okazaé, ze réwnania (6,1) i (6.2) maja tylko jedno.
rozwigzanie dla funkcji @ i o0/on przy &eX. Wprowadsmy oznaczenia

(6.3) MG(E) X&), 2EH=Y®.

Réwnania (6.1) i (6.2) moina rozwigzaé w sposéb przyblizony, zastgpujac je
przez liniowe réwnania algebraiczne za pomoca kwadratury mechanicznej. Wy-
bierzmy N punktéw x; (j=1,2,..,N) na pewnej powierzchni X', kt6ra zawiera
W sobie caly obszar V. Punkty x; moga by¢ punktami przecigcia N normalnych,

wystawionych do powierzchni X z powierzchnig X' Normalne te wystawiamy
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na ogdl w sposéb réwnomiernie roztozony na L. W tym przypadku jadra funkeji
podcatkowych w réwnaniach (6.1) 1 (6.2) sa funkcjami ograniczonymi dla x;e 27
oraz £e X. Mozna wige stosowaé do tych réwnaf kwadrature mechaniczng.
Réwnania {6.1) (6.2) prowadza do przyblizonych zwigzkow
N N

- 1 0 — o
©4) D APDEXE -§ AN (G P& ) YE) = o

iat!

Qraz
Ll _ pw2 X 9
(6.5) ;1 ARG ) X(E) — ; AP = (B (s, x)) Y (&) = by,

ij=1,2,3 ..N &ecX,
gdzie '

9 . 1 _
= [ 2@ 58 O RGEE )],

o _ ow? —
b = de(é) [g(&)aﬁ(& x5} — Tf(f)@(& xf)]‘

Symbole A sq wspolezynnikami danej kwadratury mechanicznej. Uklad réwnai
(6.4) 1 (6.5) ma 2N niewiadomych X (&), Y (&), i =1, ..., N, 1 moZe by¢ rozwigzany,
jesli jego wyznacznik podstawowy jest r6zny od zera, co na ogot daje si¢ zapewnic
przez odpowiedni dobér punktéw x; na powierzchni 2.

Przyblizona postaé potencjatu @ (x), 6 (x) dla. punktéw potozonych wewnatrz
ohszaru F jest nastgpujaca:

al _ 19 _
60 0w= N aofw 9xE -5 5 CEBE N Y E)| -
f==1 .

- ' 3 T ‘
- [aelio o —soEEE 7).

N

LN 20
60 o@= Y Ao xe - La6 9 vE |-

f=1

0 _ ew®
- f ax® [g O 00— SOBE x)] ._

Rozpatrzmy dowolne ograniczone cialo termosprezyste z danymi na X prze-
mieszczeniami f; (£) oraz temperatura g (£). Korzystajac ze zwiazkéw (4.7) i (4.9)
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i stosujac analogiczna procedure przyblizonego rozwigzania otrzymamy dla prze-
mieszczenia i temperatury wewnatrz ciata nastepujace zwiazki:

N
68) ()= D AN gr (£ uf (x, &) + ap (E)05(Es, W]

=1

9
—f”®@®ﬁ@@+%@aw@ﬂ

oraz
N

1 - ﬂ
(6.9 6(x) = Z AW [E o ED g (&, x) + p(E) G (&, x)] —

i ]

1 _ a _
— fdz'(f) [Efic(f)pk(f, x} 4 g(&)"&—ﬂ(f, x)],

gdzie 4N niewiadome wartosci gr (£), v (&), k=1,2,3, i =1, .y N stanowia
rozwigzanie nast¢pujacego liniowego ukladu réwnan algebraicznych:

(6.10) us{x) =0, 6(x)=0, xe2, j=12,..,N
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PezmoMme
CHHI'YIAPHBIE MHTEFPAJIBHBIE VPABHEHMSA TEPMOYIIPYTOCTH

BriBopures Tak Ha3l, HHTErpaIbHOE NPEACTARICHEES OOMIETO PEIIEHAN NUHeiHOE COBMECTHONR
TepMOYIPYTocTH. Ilppmumaercs, ¥T0 NOCTOMHHLIE MATEpPHAIA H TEPMAYECKEE IOCTOTHHEE He
. SABYICAT OT TEMIEPATYpsl. PACCMATDHBAIOTCH TAPMOBVYECKAS BO BPEMEHH KONCOATMs, TTomygen-
HEIC MHTCTPANLHEIE 3aBHCHMOCTH COCTARNCHEL NPH HCHOIBIOBAHEH NBYX CHOTEM CHHI'YTAPHBIX

-.:Rozprawy Inzynierskie — 32
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pemernii: Tepnas o6o3HAYAET CHMMETPHYECKII TEH30D HEPEMEITEHHA BYOPOTO DFfa M TEM-
NEPaTyPH, COOTBETCTRYIONHIE PeACTBHIO B GecKoneuHOM Cpene COCPSMOTOMERHOH CRIIBL, Bro-
pas CHCTeMa ofo3zaagact 'noTeH_[maIEBmﬂﬁ BEKTOD IIEpEMe]IxBHEﬁ ¥ TEMYIEPATYDyY BBISBAHHYIO,
p GECKOHSMEOR TSPMOYIPYLOH . CPEBS, HeHCTBHEM COCPEHOTOUSHHOTO  HMCTOMNHKL rema. Ilpm
FOMOIIY YTHX CHACTeM CHHTYIAPHBLX penremi naeTcs aedmmgs TAK HA3., TCPMOYIIDYIHK HOTCH-
NHAIOR TIPOCTOTO, KBOHHOTO H CMENIAHHOTO CIToeR, 3aTeM COCTABIASTCH TaK Ha3, CHATYIAPHOE,
HETETPANBHOS YPABHEHHES T OCHOBHBIX KPAeBBIX DEmeHuH, OTH YpABHEHHA MMEHOT dopMy CoB-
Mecml;rx; CHHTYIAPYBIX, merpam,m:m ypasaewmit Ppenronema BTOPOroe pona, a CYIMECTBYIONTHS
TAM WMHTETDATEL NOREMAIOTCH B CMBICIS TIABHBIX 3HA9CHHH.

B nocneamem paspfene paboTst BCMONE30BAI0CE ARTETPANBHOS HPCHACTABNCHHS pemenast e
KOTOPOTO TPRGIRAEHEOTO PORicH TPEXMEPHBIX 330aY TEPMOYIPYrOCTH, TPH MCRONBIOBAHEH
TaX Ha3. KaMOHAYECKHX (JYHEIMOHANBIBIX ypapHeHuit,

Summary
SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS OF THERMOFLASTICITY

The present paper contains a derivation of the integral representation of the general solution
of coupled linear elasticity. It is assumed that the material and termal constants are independent
of the temperature and that the vibration is harmonic. The integral relations ate obtained by means
of two sets of singular solutions of which the first determines the symmetric second order displace-
ment fensor and the temperature both corresponding to the action, in an infinite body of
a concentrated force, and the second —the potential displacement vector and the terperature
produced in an infinite thermoelastic body by the action of a concentrated source of heat, These
sets of singular solutions are used to define the thermoelastic potential of a single, double and mixed
layer and to obtain singular integral equations for the fundamental boundary-value problems.
These equations have the form of coupled singular Fredholm equations of the second kind, the
integrals involved being understood in the sense of principal values, In the last section of the paper
the integral representation of the solution is made use of to obtain an approximate solution of
three-dimensional problems of thermoelasticity using the canonical. functional equations.
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