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1. Wstep

Przedmiotem rozwazan sa ustroje Langera zloZzone z belek, hukéw i tacznikéw,
w ktérych belki przenosza rdéwniez rozpdr hukdow.

Sa to uklady wielokrotnie hiperstatyczne; wyznaczenia sit wewngtrznych w tych
ustrojach mozna dokona¢ na podstawie metody sit lub przemieszczef. Wobec
znacznej liczby niewiadomych sit hiperstatycznych obliczenia statyczne.tych ustrojow
sa skomplikowane 1 wymagaja znacznego nakladu pracy.

Uproszezenie obliczen statycznych moze byé dokonane przez zastapienie rze-
czywistego schematu ustroju schematem zastepczym. W schemacie tym laczniki,
przenoszace jedynic sily osiowe, rozmieszczone sa w sposéb ciagly i réwnomierny.

Problem analizy sit wewngtrznych w ustrojach zlozonyeh z belek tukéw i Iaczni-
kow stanowiacych rodzaj blony nierozeiagliwej byt przedmiotem rozwazan wielu
prac i mial nastepujace etapy rozwojowe,

W roku 1923 G. Piceaup w podreczniku statyki budowli, [1], przedstawil nie-
ktére zaleznosci migdzy silami wewnetrznymi w ustrojach plaskich ztozonych
z dwéch pretdw, polaczonych lacznikami rozmieszezonymi w. sposéb ciagly o stalym
przekroju normalnym na jednostke dlugosci.

Rozwinigeciem zagadnienia Pigeaud, zajmowal sig S. BeLZECKI zmierzajac do
wyprowadzenia wzordw na sily wewngtrzne we wszystkich trzech elementach
skladowych tego rodzaju ustrojow, [2]. ‘

W roku 1952 F. SzrLAGOWSKI przedstawil wzory do obliczen statycznych uktadow
belkowych wzmocnionych hkami w pracy, [3]- S. R. SPARkEs i S. CHANDRANGSU
w 1953 roku opracowali szczegdlowa metode analizy statyczne] ustrojéw tukowych,
[4]. R. DABrowSKI w monografii ustrojéw Langera podat m.in. wzory do wyzna-
czania sit w wieszakach przy wystepowaniu momentéw zginajacych w tukach, [51.
Z, WASIUTYNSKI, A, Branpr i J. KosMOWSKI w obszernym opracowaniu przed-
stawili zagadnienie statyki ustrojéw lukowych oraz wyniki pomiaréw uzyskane
na modelach, [6]. Interesujaca metode wyznaczania sit wewnetrznych w ustrojach
#zlozonych z belek, tukdw i lgcznikéw przedstawit W. Nowack: w 11 tomie «Mechaniki
Budowii», [T]. Z. WASIUTYNSKI w podreczniku o mostach, [8], wicle micjsca poswiecit
statyce ustrojéw lukowych podajac caly szereg oryginalnych rozwiazan. W roku
1960 Z, KOoRDECKI wprowadzit dalsze uzupelienia w swojej pracy doktorskiej [9]
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napisanej pod kierunkiem T. Koztowskiego, dowodzac paru nieznanych wlasnoéci
tych ustrojéw, jak np. znikania momentéw wystepujacych w polgczeniu tuku z belka,
vstroju Langera w przypadku zalozenia nicodksztalealnosci osiowe] wszystkich
elementéw skladowych.

Celem niniejszej pracy jest okredlenie wplywu sit podiuznych oraz zmian tem-
peratury na wiclkosci sit wewnetrznych i przemieszezefi pionowych. Wplyw od-
ksztalcalnosci osiowej wszystkich clementéw ma niewatpliwie istotne znaczenie,
szczego]me w ustrojach stosowanych we wspdlezesnym budownictwie mostowym;,
ustroje te m.in. charakteryzuia si¢ tym, 7e pola przekrojéw normalnych belek,
luk6w i Igcznikéw sa dostatecznie male, a ponadto tuki tych ustrojow sa plaskie.
Nadawanie malych wyniostoéci hukom tych ustrojéw wynika z celowosci sprezania
belek, zas dazenie do zmniejszenia pdl przekrojéw normalopych przy jednoczesnym
stosowaniu materiatow 0 wigkszej wytrzymalosm prowadzi do zmniejszenia ci¢zaru
wlasnego. :

Zatozenie o micodksztalcalnosci osiowej belek, hikéw i tacznikéw prowadzi
do wypaczenia wynikéw i nie moze byé przyjmowane w obliczeniach statycznych
tych ustrojéw. Niestety, uwzglednienie odksztatealnodci osiowej wszystkich elemen-
tow skladowych komplikuje rozwiazanie zagadnienia, ktGrego nie moina przed-
stawi¢ w tak prostej postaci jak w przypadku pominigeia wplywu sit podtuznych.’

2, Qznaczenia

X,y Wwspbirzedne,
Yo 1Zedna osi tuku,
¥. wysokosé fgcznikdw,
a odcigta polozenia obciazenia wzdhiz belki,
u, v skladowe przemieszézen,
! rozpigtosé podporowa ustroju,
J  wzniesienie osi tuku,
P obcigzenie na jednostke dhugosci,
t przyrost temperatury lub wskaZnik oznaczajacy zaleino$é od tem-
. peratury,
& = x/l wspbirzedna bezwymiarowa,
a ="afl wspblrzedna bezwymiarowa punktu przyloZenia obciaZenia wzdluz
belki,
o wspolczynnik rozszerzalnodci cieplnej,
¢ kat pochylenia stycznej do osi tuku,
4 pole przekroju,
J moment bezwladno$ci przekroju,
E  wspélczynnik sprezystosci odksztalcen liniowych,
P odpowiednio sita skupiona pozioma i pionowa,
T odpowiednio moment zginajacy, sila podiuina, sita poprzeczna,
My, M, momenty zginajace w punktach 4 lub B.
layh,e wskazniki oznaczajace przynalezno§é do luku, belki lub lacznikdw.-
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Wskazniki M, My, pe, P, H i t umieszczone nad symbolami My, Ta, Ny, Mp 1 T,
wskazuja na priyczyn@ powstania sit wewnetrznych w belce lub w tuku, sp: MP2e,
M. “umieszczone za§ nad symbolami vg, vp wskazuja na przyczyng powstania
'przemleszczen osi uku Iub osi belki, np: vje,vhe. Wskaznild H,pe, My i My
umieszczone po dwa przy symbolu & wskazuja: plerwszy — kierunek dz1a}ama
a drugi-— przyczyng powstania odksztalcema S, mp: Sap,, Oatyp,.

‘3. Zaloienia. Zaleinosci podstawowe

1. Rzeczywisty uklad statyczny ustroju (rys. 1} zastgpiono schematem (rys. 2),
w ktérym pionowe laczniki sg rozmieszezone w sposéb ciagly o stalym przekroju
normalnym na jednostke dlugodei.

Ua .

vy
Rys. 1

2. Raczniki przenosza jedynie sity osiowe.

3. Of tuku jest parabola drugiego stopnia o rownaniu y = ax2—|—bx+c i maiej
wyniostodci.

4. Sily wewnetrzne ustroju, wywolane obciaZzemiami zewngtrznymi dziatajacymi
na belke, moga byé wyznaczone przez superpozycje sit wewnegtrznych, wywolanych
pionowsy silta skupiona P o zmiennym potozeniu wzdtuz przesta,

t .

Rys. 2

5. Pominigto wplyw sif poprzecznych na odksztatcenia.
6. Uklady odniesienia xOy, uOv przyjeto jak na rys. 11 2.
Zagadmeme okreélenia wielkoéci sit wewngtrznych w rozpatrywanych ustrOJach
sprowadza si¢ do wyznaczenia niewiadomej funkeji oddzialywania lacenikéw na
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tuk i belke p, (x) oraz rozporu H i momentoéw zginajacych wystgpujacych w potacze-
niach belki z lkiem M, i M, Podstawa do wyznaczenia funkcji oddzialywania
tacznikéw pe (x) na tuk i belke jest warunek cigglodci przemieszczed pmnowych
osi fuku, osi belki i lacznikdw:

(3.1) Vp — Vg = Ug.

Warunek ten natury czysto geometryeznej moze byé bezposrednio wyprowadzony
na podstawie twierdzenia Menabrea o minimum potencjalu sit wewngtrznych
w ustroju, pozostajacym w réwnowadze pod dzialaniem sit zewn@trznych w naste-
pujacy sposob:

Rozpatrzmy zastepezy izostatyczny schemat ustroju przedstawionego na rys. 3.

|

Y : Dz (%)
N » R-cxl ',(—'4/"’:[— AN Y -—‘; My
IR LIt 12H0ER . )
T I¥IL 8
Ho =M, _ ; fel¥) M R wreEl
v
Rys. 3

W rozpatrywanym przypadku twierdzenie Menabrea przybiera postaé

4
M2 N L M3 HZ] i yc}
f{ [( )cosqﬂ+“‘};—+z +2E0A dx =

dM"'c d2 MPe
= | F{MP., s g dx = min,

gdzie przyjelismy nastqpujatce oznaczenia:
My = MPe - MH - MMMy,
My = ML | MMaMp M7,
(3.2) MMaMp —__ MMaMp— . MMaMB  NPe = . Me = — MPe,

H
cos @

dM?¥e  dMMaMp
Ng = — Hcos ¢ — o i sin @ = —

d2 M — (T3 T ") tg g,

T
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‘Funkcja MPe, dla ktdrej funkcjonat U osiaga warto$é réwng minimum, musi byé
rozwigzaniem réwnania Eulera-Poissona

oF d oF . d2 oF
M dx aMTE T dE A o
dx dx2
ktére w danym przypadku ma postaé N
M, 1 1 d M a2
- W—W(Nmtg@——%f——(p“y"):o. -
EJycosqp  EA, dx Ely  dx?2\E A

Korzystajac ze znanych zaleinoSci rézniczkowych przemieszezet pionowych osi
belki i osi tuku

dzﬂb _ My -
dx2 EIy’
(3.3)
dzﬂa,_ Ma, 1 d( N )
dx2  Elycosp dx\Edg gy}
znajdziemy '

2oy d?v, _ d2 ( Pee )
n Fed, |’
skad po dwukrotnym catkowaniu vzyskujemy warunek cigglodci przemieszezess
pionowych (3.1) '

Pede
E A"

wb"’"‘-"'va, =P =

Calkowite przemieszczenia pionowe osi belki i osi luku we wzorze (3.1) mozemy
przedstawié jako sumy przemieszezed skladowych:

vp =h - oMaME L oPc gy = ol  oMaMp | P,
Stad _
Pele

P H | MM My M P D,
(3.4) vy — U | oy AV B v 4B fpe — e = Eod,"

Wprowadzimy z kolei nastgpujace zalozenie upraszczajace: pominiemy przy wyzna-~
czanin przemieszczett pionowych osi fuku w wyraZeniu, uwzgledniajacym wplyw
sit podiuinych na odksztalcenia, drugi skiadnik wystepujgcy we wzorze (3.2)s:

Ny = H T2 TMaMpyy A H
e cos (Ta—Ta )iz g cosg

Przyjete uproszezenie jest uzasadnione z dwéch powoddw: 1) wiadomo, ze sily
poprzeczne w tuku TP i T4Mp g3 male w poréwnanin z rozporem, 2) ustroje roz~
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;patrywane cechuje dostatecznie mala wyniosto$é huku, a wigc i male katy pochyle-
nia stycznych do osi fuku. Stad ds= dx, cosg= 1.

Uwzgledniajac te uproszczenia otrzymujemy nastgpujace zaleznodei dla prie-
mieszczen sktadowych osi tuku i osi belki:

(3.5) Js wMAMH_—-JvaA B, Jyvle= — Jyvpe
Po uwzglednieniu (3.5) w (3.4) warunek (3.1) przybierze postaé

e Lo o ) 1o () — ol () = o,

© {3.6) vl (x,a) +

4. Sily wewnetrzne i przemieszezenia

W punkcie tym zajmiemy si¢ wyznaczaniem sit wewngtrznych i przemieszezen
spowodowanych dzialaniem pionowej sity skupionej P ustawionej na belce. Roz-
poczniemy od wyznaczenia funkeji oddzialywania lacznikéw na fuk i belke pe (x)
na podstawie wzoru (3.6). . '

Po wprowadzeniu nowej zmiennej niezaleznej £ = x/I wzér (3.6) przybiera postaé

Pc(f) ¥e(&) Jo+J b

@y, = vp(§, @) + [0M4MB (&) +0e(E)] —of (§).

\'J}

Ugiccie belki wywolane obcigZeniem -pe (£) przédstaWimy w postaci
1
v3e(8) = I [ v} (&, @) pe (0) dat,
by

przy czym
vh (€, @) = —El—;—b[— =B+l - a@—d) E+nE—
oznacza linig wplywowa ﬁgiqcia w brzekroju & (Jest fo linia zwiazana dzialaniem
sily P= 1 ustawionej w przekroju @), 1 oznacza funkcje posiadajaca te wlasnod¢, ze
km é<a<L 0<é<d to n5=0;
_ jelli - 0 a < a<E<S], toop=1."
Po podstawieniu W_yraZenia' na p; (o) ze wzoru (4‘..1) pod caﬂ;@ir _mamy‘.

‘Db (¢, @)

el

{%m@+

Ja.-l- »

A2 o) = mmf
0
' + [rof;fA M (") + v} (a)] —vg (E)} da
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Otrzymali$my w ten sposéb niejednorodne réwnanie calkcwe Fredholma drugiego
rodzaju wzgledem funkeji o4 (&); znanyml funkc]aml Wystgpujqcyml w rowhaniu
sa nastepujace:

9o (@) = ya(a) = 4fa (1 —a),

o 2 PR e ‘“4+H--". :
‘ i@ = C3ps,Cetie ety e@. -
@y » |
vy 4™ (g) = 6Ey [ (Mp+2M ) — (Mp — M) o3 — 3M 4 02],
PI3 o
v (a, @) = m [— (1— a) a3+(1 —a) a(2— a) a—i—n (a — a)3],
przy czym ‘ . _ :
.1=0 gy a<a<l 0<a<ua
17=_'1, gdy 0L a<a, a<a<1.

Po rozwiazaniu réwnania catkowego (4.2) wzgledem funkcji o3¢ (£) oddzialywanie
facznikéw na luk i belke wyznaczyé mozemy ze wzorn - - : o

EJ}; d47}%’°‘

Zajmlemy si¢ z Kolei rozwiazaniem rowna,ma caikowego (4.2). Funkch 1),,(5, a)
mozemy przedstawi¢ za pomoca . szeregu ‘sinusowego Foutiera; [7], '

. 203 T s, s
Codge oy sin iné sin ina
oD =g 3 TR
Po podstawiéniu tego wyrazenia do réwnania catkowego (4.2) zna;dzmmy rozwia-
Zanie w postaci - :

sin imé

@a e (§) =L, Z Co—as
gdzie o |
1

sm m
Li= _,4ff %) {% (a, a) +

o

m+b

[wh4 My (@)l (@)] —vf (a)} da, i=1,2,..

53 nieznanymi wspdlczynnikami, za$
14 4o Eo Jut-Ty

MT=0%F E Tads

Rozprawy Infyniectskle — 4
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Uwzglqdmajqc we. wzorze na Ci wyrazeme na vle (;5) 'Z'ill;ajdzigmy.a S = )

2 Oy sin ima sin nmwa
@5 C—4fL Z f 0 di =

74 nt

o (@)
gdzie T

_u f Smm[va(a, o)+ “+ d MAMB(a)—wf@]da, i=1,2,..,

Ja-l-JbL
To -

Funkc_]e ol oMaMp | of wystgpujace pod catkami (4.5) rozmmqte w szereg smu-—
sowy Fouriera przybieraja postaé, [7], St

- 320 jz Oy osinnma 32HF s ' sin g
#@—— 2 /

EJ, #=1,3.. nd 73 EAa 'n,=1_3_:,. nd 3

?

IM 202 sinnda  2Mglr & sinnma

Mp(gy = oA _rE qye
“.6) ”DA (@ = Ely 2 " a3 EJy > s D

o 2P & sin mva sin e
Vol @) = EJy 2 nto4

Po podstawieniu tych.s'zeregéw do (4.5) oraz po_wykonaniu calkowatt otrzymujémy:
_2PB - 3ty sin nma
L 34 Pt
n4 ﬂ4 Ely b, 74 pd

2 ad 9 Lo e
Ela o575, 7MW Edq Ely Ty ﬂ 73 13

=11,3
4.7 .. - . i=13, ..,
2P = gy sin nna
B R
LY B 3,
202(Jy+Jp) i
- ST oM, — S =24,
Bg, Ma—MD 2 e PTAY
przy czym

Ci=Ap, JeSli i=13, .,

Ci=Bi -jesli 1=2,4...



SEY WEWNETRZNE I ZMIANY TEMPERATURY W USTROJACH LUKOWYCH LANGERA 51

Wspolczynn1k1 liczhowe g wystgpujqce pod znakami sum 83 okreélone za pomoca
WZOI'OW

. 2 T s - 1 ] ;= .- =
SN #7zar SIN 7ETeo f SIN o SN A

(4.8) amm4ff-——_—da_= =0—5 da =
0.

Ve (ar)

1 ) : »
iy (cos a1l cos s+ 1) [ln (IL}-MT) + Ci{z |i —n|) — Ci{n (z—I—n))]
jesli i # n oraz

1

Ja 2 _
‘i = Af f sin? i, fmda = y--In 2m Ci (2ai),
yela) ¥ ¢ (I1—a

jesli i =m,

Przy czym
-zl—cost
Ci{z)=yvy -I—lnz-—-:f—t~—dt,
Q

za§ y & 0,577215 jest stala Eulera.

- Zaleinofei (4.7) stanowia dwa nieskoficzone uklady réwnan algebraicznych
liniowych i niejednorodnych wzgl&;dem n1ew1adomych A; i B;. Rozwiazanic mozna
przedstawi¢ w postaci

RHE & A

o m4 [ 2PB A i
4.9) Aa——a{—Ekan;S e sin nro + I, nkg;s R +

22 Jat-Jo < A d.rc'"’} |
EJ, i=1,3,..
+ [EJ;, Ja (M;-+-My) EAw 2 )’ = %’ ’

przy czym A oznacza wyznacznik giéwny ukladu réwnan (4.7)

C ot a3 aie
au—z s 34 . 7‘;‘ .
a3 wt asx
R 7 L~ S
4 = : ~ s

4 s 1 s 4 o« 3 2 s A & 4 s w5 o 2 a4 = s s o a o« ow

axl ) ?":-
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’ A zas . podwyznacznik, ktéry powstaje z wyznacznika gléwnego ukladu przez

skreSlenie k-rzedu i itej kolumny i pomnoZenie uzyskanego w ten sposéb wyznacz-
T4k

nika przez — (— 1) 2. WskaZnik k przyjmuja tylko wartodci nieparzyste. Podobnie

A [2PD & el
By == — —|—— 2 44smrma+
LA EJg 84004 win
242 (Jot+-Tn) X Qgn Axi ,
My—My) D | i=24.,
El, T nEs4. BT

przy czym A oznacza wymacznik giéwny ukladu réwnan (4.7),

(azz_ﬂ_“) “n @k
24 L ] 44 3 e k4 . e
G4z ayy 7t asr
_ —QI 14 44 E bl ‘k_4 b
A=
g k4 Ak 4
24 4 Ll
t+E

za§ Ay odpowiednie minory pomnozone przez (— 1) 2, Wskazniki k przyjmuja
tylko wartoSci parzyste.

W zastosowaniach wystarczy ograniczy¢ sie do wyznaczema kitkn wspdlezyn-
nikéw Az 1 By

Po wyznaczeniu wspolczynnikdw A;, By przemieszczenia pionowe osi belki
wywolane oddziatywaniem lacznikéw mozemy wyznaczyé wedlug wzoru (4.4).

Przy przyjetych zalozeniach moment zginajacy belki i tuku wywolany oddziaty-
waniem facznikéw oraz sily osiowe lacznikéw okreslone sa za pomoca WzorOw:

i LiEl, & Cisininé
e o MT —
3 LiEl, &
@11 pe =~ ' Cisinint.
) i=1

Pozostaja wi¢ge do wyznaczenia niewiadoine wielkodci momentdw zginajacych
M4, My oraz rozporu H. Wiclkoéci te wyznaczymy korzystajac z ukladu réwnan
kanonicznych metody sit. .

Wspoltezynniki przy niewiadomych, bedgce uogdlnionymi przemieszezeniami dy
WYZRaczono na pddétatwie wzorn Maxwella-Mohra

“ MfM;c NNk
e = Zf( A ETA,-)dSr

r=1
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W rozpatrywanym przypadku i przy przyjetych zaloZeniach uklad réwnan kano-
nicznych metody sit posiada postaé

[ GRS D if

15E7,  Edg+-Ay 3EJ,

If I (Ja+T5) .I(Ja+Jb)
SEJaH 3ET T Myt GEJa,Jz, 6EJ (1

]H =+ (MA+MB)+5HPc(H’ MAa MB) = 03

a)oeZ—a)+
+ 6M,{2]c (Hs MA: MB) : O,

l 1(Jg+J I(J+-J
fH+(+b) _l__(u—i'b)

ceeres s . 7
3EJ, 6Eody A 3BTy Myt e 7y (1 a2) + o
+ aMBI’c (Ha MA> MB) = 0
lub tez :
8f21 [(Ag+A4y) ] IF
[ISEJQ T EdgAs H+ 3EJ, (M, +. Mg)+ dmp, =0,
2lf (Jat+Tn) P2 .
(412) 3ET, = + 2ET,Jp (MA M‘B) + —a) a+0myp, + Ovpp, =0,
(Jw+Jb)l P12
6EI . Js (MA MB)+6E] a(l_“a) (1“2a)+6MA@c.—6MB._@E=—_O.

Uogdblnione przemieszezenia Omp,, OMyp, 1 dMpp, MoZemny wyznaczyé korzysta-
jac ze wzordw .
.

L r
b, = f E1—8) MO de+ f Pe(®) PE1 () 32 ()
1 atd3) g '
g, = g f (1— 8 My (@) e +M 2o (©) 21471 1o O

0
1
I{Jo+J :
R L J”) f IO + 7 | @ (O 3ol .

Po podstawieniu pod catkami wyraZzei na MZe(£), Mie(8) i po(£) oraz po wyko-
naniu catkowafi po przeksztalceniach znajdziemy

16fLiJs & A 4fl (EJ;, L1)2 o ey
(4.13) Sme = — 7 i;:.. 5 5\ R igs..: Ag AT 1p,
2Ly (Jat-T5) A | 81 (E.IbLl) °° o
——— —— A
(SMA 2’3‘;+ 5Mch lJa, {%‘" o i3 + EcAc 4. 2 AnA bni,
- 2L (Sat-T) & By Sfl EILL\* & M=l
ar—dupe =177 2, Ep T Ea\ 1 Z By 47" baty.

{=2,4...
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ptzy czym : S _ . _

A1 E‘i(32f12 2"? -é]makﬂ,_ 32f S . :Ak‘iaﬁm) .

{ A a ﬂ,;r‘::],s.._ WS EA’iﬂ..Ic=l.3._. LEEANA

. 472 ; oo R :
AMA =] __ AMB - mw Z Ak agn

LAEJan Y n3g-53 [
e
o LAELT, |, &, wad

Wspolczynniki liczbowe bys Wystepujace pod znakami sum sg okreslone za pomoca
wzordw : :

1
by = bps = f (1 — &) sin iné sin nrkde —

— D] D

I( o,
(4.14) = 7{*-_ g G } przy i+ n,

by = f (1 — &) & sin2 mikdE _:_liz'+ yr przy i=n.
0

Po podstawieniu (4.13) do ukladu réwnan (4.12) a mastgpnie po rozwigzaniu tego
vkladu wzgledem M, M, i H otrzymamy wielkoSci rozporu i momentéw pod-
porowych belki i tuku wywolanych dzialaniem sily P o zmiennym ustawieniu.

Znajac funkeje oddziatywania facznikéw na belke i tuk oraz wartosci M, Myi H,
mozemy wyznaczy¢ wiclko§ci dowolnych sit wewngtrznych oraz przemieszezefi
ustroju korzystajac z podstawowych zaleznoSci wyprowadzonych w p. 3.

LAY

Rys. 4

W przypadku ustrojéw spotykanych w praktyce, w ktérych liczba lacznikéw
jest skoficzona, sily osiowe w lacznikach obliczamy jako catki oznaczone (por.
rys. 4)

) o

(4.15) o =1 f Po(8) dE

przy wykorzystaniu wzoru (4.11).




SILY WEWNETRZNE I ZMIANY TEMPERATURY W USTROJACH EUKOWYCH LANGER& 55

Wyprowadzone wzory pozwalaja oceni¢ wplyw odksztalcalnosci osiowej wszyst-
kich elementéw ustroju na wielkosci sit wewngtrznych,.
"W celu pordwnania Wynlkow zestawimy zalezno$ci dotyczqce sﬂ wewnfgtrznych
i przemieszczen w.zaloZeniu nieodksztalcalnosci osiowej belki, luku i tacznikow.
Pizy tym Zalozeniu warunek ciaglosci przemicszezed plonowych osi belki 1 osi
fuku (3.1) wyraza r6wnodt ugieé belki i tukn w dowolnym przekroju pmnowym

@.16) ' .vbwa, N -
przy czym ugiccia fuku sa Wywolane jedynie momentami zginajacymi. Po podsta-

wieniu funkeji na vy, i 24 do (4.16) mozna natychmiast okreshc ugiécie belki spowo-
dowane oddzialywaniem lgcznikow:

.17 P (x) = —

Sojfats (x)—wﬂ(x)]

J, —[—J [
Ugigeia belki i luku maja przeto postaé_'

J .
{4.18) 23 (%) = vg (x) = T — fo} (x a)y —vH (x)].

Stad latwo okredli¢ jest momenty zglnajqce belki i fuku, ktore wyraZaja sig prostymi
wzorami:

N Jo

My =1+ ' My (x, a) —Hyﬂ'(x)]’

Totds!
(4.19) +

1 R
Mbmm[Mb(x a) — Hyq (x)].

Niewiadome wielkoéci rozporu oraz momentow 'utwierdz_eﬁia WYZnaczyC mozemy
zukladu réwnan kanonicznych metody sil:

5 PI o
(4.20) =5 7(a4—2a3-}—a) M,=My=0,

przy czym o = afl jest argumcntem okreslajqcym polozeme sity skuploneJ P wzdluz
przesta.

WyraZenie na sily osiowe 1acczn1kow przybiera postaé

. d4‘I)bEme Ja Pa +f
@) pe= G =gy, 7069 ,”M

przy czym & = x/f, We wzorze tym & (§ — o) oznacza funkcje Dn'aca

. Wyprowadzone wzory na sity wewnetrzne w rozpatrywanych ustrojach przy zaloze-
niu nieodksztalcalnodci osiowej wszystkich clementdw sg niezmiernie proste. Nie-
stety, pominigcic wplywu sit podhuinych prowadzi do blednego okreélenia prze-
mieszczen plonowych i sit wewngtrznych w rozpatrywanych. ustro_]ach Btf,;dy e
omoéwimy w p. 7. na przykladzie hczbowym :
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siprney e o a5, Sily wewnefrme i'przemieszczenia tenmcme

Rozpatrzymy. wplyw temperatury tuku, belki oraz tacznikéw na w1elko§c sﬂ
wewnqtrznych W, rozpatrywanych ustrojach. ;
’ Nlech temperatura Juku, belki i lacznikdéw wzrodnie odpowwdmo O Iy, tp 1 t,,.
Warunek mqgloécl przemieszezen przyblera w tym przypa,dku postaé '

5.1) o, ye to+v0 = vp —2q. |
Po podstaWIenm do réwnosci (5.1) funkcp Tp, Pa i Vo znajdziemy L
SRR ;:Pc +dhete Hh;ﬁ%d_wg_v;a +J“j;bv%;° e
lub _

R Y. 2 - 1
(5.2) Do = B [%J/cl‘c + (7.: 4 +4v °)—v —fo‘ ]

Ugiecie belki wywolane oddz1a1ywamem tacznikéw pe (£) wyrazimy podobme
Jkwp 4w postacl :

b(E a) {Jm+Jb

(53) ._._vf‘{ (E) lEg Agf c()— A [v34 (a) + o%e ()] —

s —oHa(@) + alteye (a)} G

PrZy czym

3 | l. | Ty
v @ = 3;5; (—at2a —a4)+y ) — H— tl tayu(@), o

g Mal2_ -
'1vb‘ (a ZEJ a( a),

gdyz
M4 = Mp.

Rozwigzujac réwnanie (5.3) metoda opisana w p. 4 otrzymujemy

o i . o Ay sin iz
De(E) = =2
G4 . o8e(&) = L, 1:;: s
gdzie '
4(RHM2 .2 A 412 (T, 32H;
Ay = m_i{ If Z kiakn_l_ (Ja+75) L — I
LaVe, &, wa JodvE Eda
o Awtara ) -
+ 32f(aa th— actc)] s I= L3, e

nk 1,3..

Wyznaczmkl A1 Ay oraz wspolczynmlﬂ ain sa okreflone za pomocg wzorow (4.8)
' (4.9). W zastosowaniach praktycznych ograniczamy si¢ do wyznaczenia kilku

" wsp6lezynnikéw Ay,
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. Niewiadome wielkofci momentu podporowego M, = M, oraz rozporu wyzna-
czymy korzystajacc z ukladu réwnan kanonicinych metody sit. W rozpatrywanym
“przypadku i przy przythych zaiozemach uklad ten przybiera postac

812 1(AatAs) 2l
(5.5) [ISJE—]— AC:;AZ, :IH+ MA+I(abtb a“fa)+aﬂpc= 0,
U Watdyy |
387, L T 2mry, MatOMare =0
prij( czym

L 6L Ty & A 4fl'(EJbL1)2 Q. Hels
buve =7 —J;HZ; mSi5 | Eg A\ 14 MES An i bas

_ Liatd) G A 4f1 (EJ;,LI 2 1
aM#’pC_ - s Z W313+E0Ag 14 Z AnAi A bat.

A=1,3..

#i=1,3..

Wspblczynniki A7=' i AM4=' oraz bu zostaly okreslone uprzedmo W P 5.

Rozwiazujac uklad réwnad (5.5) wzgledem H oraz M, = My otrzymamy rozpér
i momenty wystgpujace w polaczeniach fuku i belki, odpowiadajace danym przy-
rostom temperatury tuku, belki i lacznikow. :

Majac funkcje - vhe(£), a wige 1 pe (&), oraz znajac H i M, moZzemy wyznaczy¢
wielkoéci dowolnych sit wewnctrznych oraz przemieszezen z zaleinofci podsta-
wowych, Warto zauwazyé, ze w przypadku szczegdlnym #; = fp =, Oraz przy
zalozeniu of, = o}, = o}, W ustroju nie powstaja sily wewngtrzne.

6. Przykiad liczbowy

Do przykladu hczbowego niech’ poshzzy schemat przedstawmny na rys. 3.

Przyjmujemy nastepujace dane: / = 44,22 m, /=6, 17m, y. = 24,68 £ (1 —§&) [m],
Jp = 0,638209 m4, J, = 0,033690 m94, Ap = 4,0852 m?, A, = 1,0782 m?, 4, =

_ 10-0,020104 '

Y 22 = 0,004546 m.
Yad vel B
¥ p
2 =) o ] o™ .
) Bl & H8 ™~
1zm ] 9420~ e
- - (=4422m " - .
o

. Rys. 5
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| Zatozmy, ze belka i luk sa wykonane z betonu, natomiast wieszaki sa stalowe.
Przyjmijmy Ep = 3.106 T/m?, E,=21.105 T/m?; stad EefEp=7.

Wyznaczamy C; ograniczajac sig¢ do i=1,2,3,4,5,6. Poniewaz L = 308144,
@4/L = 0,000316, przeto ze wzordw (4.8) i (4.9) otrzymujemy

~ '”4{M2Pl3 6, (a) L 1,00016~2 2 17-4-1,00041 [ZIZ(J“Hb) M M,
A= = B\ gyt 01 (9100016 05 A L0004 | =77 (M M) —
Rf
) ——‘Aa}ﬂ?:" H]}’
n4{2pls 05(a)-+-0,340428 12 30493'2[2120““") MM, -
Ay AT 5 (a)+0,340 SJMSH-I— \ W( a+Mpg) —
- | 2r 1
__Aa;:"ﬂ3 H]},
Ay = “4{2”3 0, (a)-+0,240484 2 42190[212(J“+Jb) M+ M,
3T T EL Tyt 3(9)+0, an5H+5, 7 - Jadynd (MM
|
. I I
przy czym

01 (a) = 1,000143  sin wer-+-0,0000397021 sin 3wa 4-0,0000294177 sin Sma,
05 () = 0,00322412 sin e + 1,009395 sin 3ma -+ 0,00368895 - sin Sma, . .
03 (o) = 0,018046  sin ma - 0,0284748  sin 3za +1,06367 sin 5z

Podobnie

74 [ 2P13 2Bty
By = — B2 (0)-+1,941699 ———— (M, — M|,
‘ ‘ . Ja, Jb ﬂ?

EL|Jpmd

B =222, 0 569206 Bt Wy ]
4 — EL LJDH‘I' 4(0")_ H Ja«]b5’53 ( A B},,

Bs = il i 0 3,753808 o) M, — M, l
6 L ELlJyat s () —3, Jody 4 — Ma)|,

Przy czym
8, (c) = 1,001779  sin 2ma - 0,000392713 sin dora - 0,000486754 sin 6zc,
b4 (o) = 0,00628590 sin 2ma - 1,02783 sin 4mwa 4- 0,0127765  sin 6xa,
06 (@) = 0,0394077 sin 2ma -+ 0,0646754 sin 4ma -- 1,14203  sin 6ma.

Rozpér i momenty utwierdzenia wyznaczamy z ukladu réwnad (4.12). W tym

v .______'(':'clu_ wyznaczamy Omp,, dmyp, i Mgy, korzystajac ze wzordw (4.13) i (4.14). Po
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w_ykonaniu rachunkdéw otrzymujemy.
dnp, = = z [P(1877,45 sin wa-+7,87964 sin 3ma--0,701224 sin Swa) -+
- 25313,5 H -+ 2698,98 (M, + M),

1 , ) , .
Omyp, + Bmgn, = — 5 [P (395,400 sin ma + 14,7699 sin 3ma+-3,22616 sin Sma)+
' 1-5398,34 I+ 646,083 (M, + Mp)],

OMyp,—OMpgo, = — —}E— [P (49,51Q1 sin 2no-1-0,47768 §in dmea--2,01464 sin 6ma)
' ) 4120,632 (M, 4 Mp)l.
Réwnania (4.12) przyjmuja wiqc- postad
1387,5 H+ 0,50 (M, + M) = P (1877,45 sin na + 7,87964 sin 3mza 4+
‘ -+ 0,701224 sin 5ma),
0,86 H--44,836 (M, + My) = — P 1531,94 (1 — a) a4 P (395,400 sin ma +
+ 14,7699 sin 3ma + 3,22616 sin 5ma),
109,674 (M ,— M) = — 510,649 P (1 — a) a (1 — 2a) + P (49,5011 sin 2a +
| | + 6,47768 sin dre + 2,01464 sin 67a).

Skad | _
H = 0,001231 P (L — a) a4 P (1,34994 sin a + 0,005560 sin 3wa -+
1 0,000479 sin Smwa),
M, = 1 [—0,019 H — 34,1670 (1 — a) & P — 4,65606 (1 — a) @ (1 —24) P +-

- (8,81860 sin mwa 4 0,329413 sin 3zwa + 0,071953 sin Sma -
-+ 0,451429 sin 2ma -+ 0,059063 sin 4ora - 0,018369 sin 67a) P).

poy H/P
o] =] o
& & B 2 s
8 &8 B ¥
§ B &8 8 ¥
o & % ~ ="

Rys. 6

Wykres linii wplywowej rozporu H przedstawiono na r1ys, 6. -
Z postaci wyrazenia na M, waioskujemy, Ze momenty zginajace wystgpijace w po-
taczeniu tuku i belki w. tym przypadku przybieraja wartoSci bliskie zeru.
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Majac okreflone wartofci na H, M, i M, mozemy wyznaczyé rzedne funkcji
As (o) = 41 (1 — o) oraz Bi(a) = — B; (1 —a) dla dowolnego «. Rz¢dne tych
funkcji w obranych przekrojach podano w nastgpujacym Zzestawieniu:

- L E = L E
A= — = As(®) Bi))= ~—B. (@)
i . o : - w4

a| 4@ A (@) i@ [le| BO Bi (@) B (a)
0 0 0 o 0 0 0 0
‘01| 935,863 383,617 | 341,502 | 01 82,359 " 138,533 163,123
0,2 1581811 642,287 361,336 0,2 133,035 84,017 —~ 83,386
0,3| 2165375 737,818 340,474 0,3 132,953 —84,515 —93,956
041 2536,601 730,399 567,550 0,4 82,218 —134,161 146,012 -
0,5] 2663,833 713,390 ~ 706,657 0,5 0 ) 0 ) - 0

Wyznaczymy przemicszczenia pionowe osi tuku, osi belki i wydhuZzenia laczni-
kéw w przekroju & = 0,2568, wywolane sita skupiona P o zmiennym ustawieniu
wzdtuz przesta. Obrany przekrdj odpowiada potozeniu trzeciego lacznika od lewej
podpory.

Réwnanie linii wplywowej ugiecia belki w przekroju § = 0,2568 wyraza sig
wzorem '

opE = P [— 382,38 (I — ) -+ 5798,74 (1 — a) @ 2 — &) -+
-+ 22580 7 (0,2568 — a)3 — 0,7205 Ay - 0,0624 B, 40,0821 A3 —
—0,0003 B —- 0,0012 A5 — 0,0007 Bg] - 169,890 M, - 122,487 Mj,

przy czym 7 = 0, gdy 0,2568 << ¢ < 1; oraz 5 =1, gdy 0 < a < 0,2568. Wykres
funkeji Evp/P przedstawiono na rys. 7.

123,866
— | 213,61
— 295408
155,482
55,262
=
m
iy
al
o

Rys. 7

Réwnanie linii wplywowej ugigcia tuka w przekroju & = 0,2568 wyraia si¢ wzorem
Vg E = 27126,1- H—32183 M, — 23203 Mz + P (13,6487 4; + 1,1820 B, -+
41,5552 A5 — 0,0056 By — 0,0227 A5 — 0,0132 Be).
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- Wykres funkcji wq £/P przedstawiono na rys. 8.
Napiszemy réwnanie linii wplywowej wydtuzenia lacznika w przekro_]u &= 0 2568
Sita osiowa w faczniku

£=0,3055

EJyLy o0 ' °
y = B 2 A; sin inf -+ Z B;sin mé) dé =~
cdopgy ST 1=2, 4...
Jg, 3

P(0,2127 « 4, + 0,3007 B, 10,1949 43 — 0,02450 By —
—0,2155 A5 — 0,2624 By),
wydluzeme za$ lacznika

407 P

7700201045 — 0,007648 (0,2127 A; 70,3007 B, -+ 0,1949 43 —

Ve =

. 0,02450 By — 0,2155 A5 — 0,2624 Bg) P.

Wykres funkgji v, E/P przedstawiono na rys. 9.

//l/__\l\ Vo £/ (ml)

8,
40120

g2 8 3 8 £-02568
§ 5 8§ § -
Rys. 8
oy &
‘T\ml\_l_,L 11— G EPm)
E=02568
Rys. 9

Réwnanie Hnii wplywowej ugigeia belki w przekroju £ = 0,5 ma postaé
vp E = P[—2822,6 (1 — )+11290,4 (1 — ) a (2 — &)+22580,8 (0,5 — a)3 —
e Ay 40,0123 A3 — 0,0016 A5]-- 191,493 (M + My).

Wykres funkcji vp E/P przedstawiono na rys, 10,

@

§ § 8 & g

5.5 3 &

g & & & hicd W E/P fmd)

£=0,500

“Rys. 10 - -
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Rowname linii~ ugxqma belki pod obcxazemem rownomxerme roziozonym p =
= 16,97 T/m ma postac ~ : :

@y = pl j b6, @) o3 Y43 (¢, @) +ofe(6 Dl da,

lub -
- I o ‘
Up = % [5645,21 (€ — 283+ £4)— 13,5340 E (1 — &) —
~-1704,3187 sin & —— 7,1160 sin 37& — 0,6443 sin Snfl.

Wrykres ugﬁ;é belki (w cm) przy p= 1697 t/m, = 3.106 t/m2 przedstawiono

na rys. 11
T8 8 § 8
i

Rys. 11

Réwnanie linii wplywowej ‘momentn zginajacego belki w przekroju £=0,5 jest
nastepuiace:

.
Mb:M’ZZP[(l'_a)'E__Hn(0>5ﬂa)]—055(MA+MB)_"
| 0003221 P A — Ay o A
- :. 1 9 3 25 5 .

Wykres linii wplywowej momentu zginajacego belki przedstawiono na rys. 12.

0848122
2623055

m My 1/P (m)

£ =0,5000

Rys. 12°

Réwnanie linii wplywowe] momentu zginajacego fuku w przekroju & = 0,5

I S
Ma = — 6,17 H+ 0,5 (M, -+ My) + 0,003221 P (A1 —g At gﬂs) :
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~ Whykres linii wplywowej momentu zgnajacego. tuku przedstawiono na rys. 13

Momenty zginajace belki i tuku, wywolane obcigzeniem réwnomiernie rozlozo-
nym p=1697 t/m '

My =977, 70 plE(1—& -——MA —0,003221 (A1 sin wé —l— 2 sin 3ml -+ [—sln SnE)

My = 24,68 H({l — §) E—I—MB—l—O 003221 (Al sin nf + —sm 3mk -!-{2—3 sin S:u'zé)

0,07M38

AT 4fm)

£=0,5000

1 =
§ &
5 e
o f=1
!
o
i

0004607
0012515

. Rys: 1;3
przy czym

H =0,860843 pl = 6459867, M,= M, = 6,62952Tm,
. Ay = 1704,31 pl, Ay = 576 400 pl, A5 =402 ,695 pl.
Wykresy momentdéw zg;najqcych belki i tuku przedstawmno na rys. 14 i 15,

137,355

48,399
9476

155,794
08

4 My 2) 3BT

662952

\H\wﬂ&/

Rys. 14

662052
69626
24,643
0427
| 24,808

2
<
Lol

S e e S R I Ma(ﬁ)g-1s'wrlm(1m)'

Rys. 15

7. Wplyw zmian femperatury

Wyznaczmy rozpér oraz momenty zginajace w polaczeniach tuku i belkl Spowo~-
dowane przyrostem temperatury kolejno Iacznikoéw, luku i lyeznikéw o 5°C w zato-
Zeniu, Ze a"’u = ab = ac = (,000012.

Niewiadome wielkoéci H 1 M, = Mjp, Wyznaczamy na podstawxe WZOréw wy--
prowadzonych w p. 5. Wspdlczynniki A; przybieraja postad:
' 32f12  1,000410 [ 412(Jo+7,

32f o4 [ 12 (Ja-+J0) M,
Jons a3 Jads. .

32 ‘ i
- Q%fH -+ 32fE (afz ty— af: ’c)] }:
a .

. w4
Ay = — -—{I 000163
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PR { e, 3,04932_[41_2 (Fat-J5)
Ay = |08 S H R T | M =
32f :
f};H+32fE(aZfaW o, fc)]},
| o 3 541901 [412(Ja+.fb)
As——ﬁ{0,240484--Jan5H+ M

3% ¢ ¢
_-74;H+ 3UE (ay ta — o 1o} 1.
Rozpér i momenty M, = M, wyznaczamy z ukiadu réwnaf nastepujacych:
H M, ’
26701,0 — + 4398,96ﬁ + Iah ts — b tg) + Smp, = 0,
My
269943 — —|— 690,919 —~ =+ daryp, = 0,

E
Przy czym .

Stp, = — % [25313,5 H -+ 4397,96 M+ 91,568 - 106 (ol 1, — &f, t)],
OMyp = — é— [2699 H -+ 323,341 M, | 10,7427 - 106 (c’, ¢, — o :0_)] .
Stad tez _ | ~ : | S
13875 H |- M, -+ El (dy 1y — of, ta) — 91,568 - 106 (ob ts — al 1) = 0, -
0,43 H+ 22,418 M; — 10,7427 « 106 (!, tg — o #5) = 0.
Rozmaczujacc uklad rownan wzglgdem H oraz M, e otrzymu_]emy

w przypadku te = ty=0," t=5C M, = —28 676 Tm, H=—4,02T;
w przypadku £ =0, ty=1,=5C  H=357367T, M,=—0,11003 Tnm.

8 Omomeme wynikdw Hezbowych uzysklwanych na podstame roznych WZOrhw

W punkcw iym zestawimy na wykresach w1e1kosci mektorych sﬂ wewnqtrznych
i przemieszczen obliczone na podstawic wzoréw .(4.16)- (4 21) przy zalozemu nie-
-odksztalealnosci osiowej elementow. sktadowych ustroju (linia CIa(gla) oraz wielkoci
odpowiednich sit i przemleszczen, obliczone przy uwzglednieniu odksztalcalnosei
osiowej wszystkich elementow (hma przerywana), Porowname Wymkow pozwoli
oceni¢ wplyw sit podhuznych w rozpatrywanych ustro_}ach na rozktad sit wewnetrz-
nych i przemieszozen. Wykresy Linii wplywowych rozporu-przedstawiono na rys. 16.
Wykrg,s_y linii wplywowych ugigcia belki i tuku w przekroju £ = 0,2568 oraz ugiecia
‘belki w przekroju & = 0,5 przedstawiono kolejno na rys. 17,18 i 19.
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Rozprawy Inzynlerskie — 5
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Mniej istotnym, aczkolwiek niezbyt malym, okazuje sig tez wplyw odksztatcalnosci
osiowej ustroju na wielkosei sit wewnetrznych, Na przyktad na momenty zginajace
- belki i Juku wplyw ten ilustruja wykresy linii wplywowych, przedstawione kolejno
na tys. 20 i 21. (Wykresy momentéw zginajacych tuku przedstawiono w skali dwu-
dziestokrotnie wigkszej niz w belce).

Na zakonczenie dla poréwnania wynikéw przedstawimy na wykresach wielkosci
nickt6rych przemieszezen i sily osiowej w jednym z lacznikéw obliczone za pomocg
wzoréw wyprowadzonych w niniejszej pracy (linia przerywana) oraz odpowiednie
wiclkosci statyczne, ktére uzyskano w pracy [10] na podstawie obliczenia metoda
przemieszezen ukladu przedstawionego na rys. 5 (linia ciagla). Wykresy éjlinii
wplywowych ugieé belki w przekroju & = 0,2568 przedstawion o na rys. 22,

0o6™
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ooaH  p00M  gghed

10x04 L=

Rys. 24

Wykresy linit wplywowych ugigeia tuku w przekroju & = 0,2568 przedstawiono
na rys. 23. Wykresy linii wplywowych sily osiowej w trzecim laczniku od lewej
podpory ilustruje rys. 24.

9. Whnioski

Z rozwazan oraz przykladu wynika szereg wnioskéw, z ktoérych bardziej istotne
uporzadkujemy i zestawimy.

1. Z przeprowadzonej analizy wynika bezposrednio, ze wplyw odksztatcalnodci
osiowej elementéw ustroju na rozktad sit wewngetrznych i przemieszezeft pionowych
w rozpatrywanych ustrojach jest istotny. W przypadku uwzglednienia sit podiuznych
przemieszczenia pionowe belki i luku sa wiclokrotnie wicksze niz w przypadku
pominigcia odksztalcalnodci osiowej elementéw ustroju.

2. W ustrojach, ktorych stosunck sztywnosci fuku EJ; do sztywnosci belki EJ,
jest maly, momenty zginajace luku sa tez male w poréwnaniu z momentami zginaja-
eymi w belce. Jednak wobec malej sztywnodci tuku nie mozna go“traktowaé jako
wylacznie przenoszacego sily osiowe, bowiem stanowi on element mniewatpliwie
zginany w tym samym stopniu co belka.

3. W przypadku szczegblnym obciazenia wustroju obciazeniem ciaglym réw-
nomiernie rozlozonym na belee (obciaZenie to jest zwykle traktowane jako obcia-
Zenie cigzarem wlasnym) w belee i w luku wystepuja momenty zginajace, tuk i belka
doznaja tez przemieszczefi pionowych, Natomiast w zaloZeniu nieodksztatealnosci
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osiowej elementow ustroju wielkoci momentdw zginajacych, a wige i przemieszcze-
nia pionowe osi belki 1 tuku sg tozsamodciowo rdwne zeru.

. 4.'W zalozeniu nicodksztalcalnodel osiowe] elementdw ustroju wielkosei momen-
téw zginajacych wystgpujacych w polgczeniach tuku i belki sa tozsamosciowo
réwne zeru. Wielkodei momentéw tych sa na ogdl réine od zera w przypadku
uwzglednienia wplywu sit podtuznych. A wigc momenty podporowe s3 wylacznie
spowodowane odksztalcalnoscia osiowa elementéw ustroju i zalezq od jej wielkoscei.
Istotny wplyw na wielkodci tych momentéw maja wydluZenia lacznikéw.

-5, Wplyw zmian temperatury réwniez jest istotny, bowiem np. w przypadku
nwzglednicnia zmian temperatury Igcznikow wielkoSci momentdw zginajacych
w tuku maja niewatpliwy wplyw na wymiarowanie jego przekroju.

6. Przedstawiona metoda w niniejszym opracowaniu prowadzi do wynikow
gbieznych z wynikami uzyskiwanymi w obliczeniach tych wysoce hiperstatycznych
ustrojéw metodami sit lub przemieszezen. Pozwala ominaé zmudna droge wyzna-
czania wspSlezynnikéw jednostkowych przemieszezen ukladéw zastepezych réwnan
kanonicznych metody sil, a nastepnie wielokrotnego rozwiazywania tych vkladow
w celu wyznaczania rzednych Jinii wplywowych odpowiednich wielkosci sit we-
wnetrznych lub przemieszczen, Oczywiscie zbieznosé wynikow zalezy od gestosci
rozmieszezenia kcznikdw w ustrojach rzeczywistych i jest tym lepsza im rozstaw
facznikdw jest mniejszy. Jednak bezposrednio z przeprowadzonej analizy liczbowej
wynika, Ze w przypadku przyjecia mozliwie malego rozstawn tacznikdw z zacho-
wanjem tego samego przekroju na jednostke dlugodci przemieszczenia piomowe
wszystkich elementéw ustroju sa mniejsze niz w przypadku, gdy ten rozstaw bedzie
wiekszy. Wynika stad wniosek, Ze przy tej samej objetosci materialu lacznikow
przez odpowiednie ich rozmieszezenia mozemy uzyskaé mniejsza odksztalcalnosé
elementdw, a wige wicksza sztywnodc ustroju.
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PegwwMme

| pAMSHUE IPOLOIBHLIX CUN WM M3MEHEHUSA TEMIIEPATYPhI HA BEJIMYVHY
BHVTPEHHWX YCHJIMHM ¥ NEPEMEIEEVMK B APOYHBIX CUCTEMAX JTAHTEPA

PaccMAaTPRRAIOTCA CHCTEMEL, COCTOMIEE w3 Ganok, apok ¥ COSMHETENA, B KOTOPHIX Gamkm
HepeHOCAT TAKKe PA3Top apok, TOYHER PACUCT TAKHMX CHCTeM, Ha3hBaeMBIX cHCTeMamy Jlanrepa,
O4eHP TPYAOeMOK. Bpemst, 3aTpavedfos Ha OPOBSACHAS 3TOTC Paciera, MOXHO YMEHIIATE
BEOIS SKBHBAIIEHTHYIO CXeMY ¢ COSUHMTCIAMY, PACIPSHCICHHEIME HENPESPHBHO, 4 He TOYSTHO.

Hiccneyeros BIMAHNE HAPYKALIX HATPY30K ¥ TEPMUYCCKAX M3MCHEDWH Ha BHYTPEHHHE YCHIIHS
I HEPEMETICHHES CHCTEMSE! B CIIYIae yIeTa OceBoH MediOpMUPYEMOCTH BCEX COCTABHBIX MICMOHTOB,

3anaya CBONMYCS K DEMIEHAI0 WHTCTPANBHOTO ypaBHeHRs PpenronbMa BTOPOFC HOPANKZ DO
OTHOLOEHMIO HEW3BECTHOH GyHKIMH ﬂ"g“, onpepenstoime nporuG Gankd, BHI3BAHEEIN CHAAME
CYIECTBYIOHIAMHE B COCHMIMTEIIAXK.

B YACIOBOM IPHEMEPES FASTCSH HECKOIBKO HuarpamMm JWHRH BIASHYA BHYTPSHHWX CHIL M Iepe-
MeIleHnl, XOTOPEIE CPABHEBAIOTCA C TOYHBIME DPe3YNLTATAME (OPH TOYCTHOM COS/IMHEHHH APXH
¢ Gamkof) W peINCHMIME, HONYYaSMEIME NUPH peHeGpeXkeHME oceBol OedopMHEPYEMOCTBIO.

Mz paccymresuil BEITEKAST, MeXRIY TPOUHM, YT0 BIRAHUEM OCEBOH NehopMAPYEMOCTH HEJm3A
ApeEeGpeY ¥ YTo B CRydae GONLIIOTO YHCIA COSOUHWTENCH, BBefeNie HeNPEPEBHEOTO COSTMHEHAS
Ganry ¢ APKOH NPHBOAMT K OOCTATOYHO TOYHEIM PEe3yNLTATAM. ‘

Summary

THE INFLUENCE OF LONGITUDINAL FORCES AND TEMPERATURE CHANGES
ON THE MAGNITUDE OF INTERNAL FORCES AND DISPLACEMENTS IN LANGER
ARCH STRUCTYIRES

The subject of the considerations are structures composed of beams, arches’and commecting
elements of which the beams carry also the horizontal force of the arcs. Accurate computation
of such structures, called Langer structures, requires considerable labovr, which can be reduced
by introducing a suitable scheme with distributed connecting elements.

The influence of the external load and temperature changes on the internal forces and displace-
ments of such a system is analysed in the case of axial deformability of all the component elements.
The problem reduces to the solution of a Fredholm integral equation of the second kind for the
function determining the deflection of the beam due to the forces in the connecting elements.

In the numerical example a few diagrams are made for the influence numbers of integral forces
and displacements, which are compared with accurate results (with concentrated connection between
the arch and the beam) and the solutions obtained by rejecting axial deformability.

From the considerations it follows, among other things, that the influence of axial deformability
of elements cannot be rejected and that in the case of a great number of connecting elements the
introduction of distributed connection of the beam with the arch leads to results of sufficient
accuracy.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODEGW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBEEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji diia 31 maja 1961 r.






