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OGOLNE ZASADY MECHANICZNEJ INTERPRETACJI MACIERZOWEJ,
METODY OBLICZANIA SYSTEMOW PRETOWYCH

K. K. PONOMARIEW (MOSKWA)

W pracy niniejszej sformutujemy najbardziej ogélne zasady obliczania systemow
pretéw i belek (poddanych dzialaniu podstawowych sit 1 obciaZen) przy uzycin
metody macierzowej.

1. Macierzowa metoda obliczania systemdéw belek w przypadku zginania

Rownania rdzniczkowe zginania, statecznosci i drgan belek wieloprzestowych
s3 réwnaniami czwartego rzedu. W zwiazku z-tym zagadnienie sprowadza sie do
badania macierzy stopnia czwartego. Niech sztywnos¢ belki Ely = oy, jej gestose wi,
sita podtuzna S; oraz inne wielkoSci beda state w przgsle i-tym o diugosci ;. Te dane
pozwalaja wyznaczy¢ rozwigzanie ogdlne oraz odpowiednie macierze. Za skladowe
macierzy-kolumny {¥; (x)} w przedle i-tym przyjmujemy nastgpujace cztery wiel-
kosci: ngiecie y; (), kat nachylenia stycznej y; (x), moment zginajacy ~— oz y; (X) =
= M; (x) oraz sile poprzeczna — a; y; (x) = Qi (X).

1.1. Macierz przesta. Réwnanie 16zniczkowe zginania belki ma postaé

© gi(x)
(IV) =
(1'1) yi oy ]

gdzie g; (x) jest obciazeniem cigglym liniowym (wyrazonym w kG cm—!). Roz-
wiazanie ogdlne réwnania jednorodnego odpowiadajacego rownaniu (1.1) ma
(wraz z kolejnymi pochodnymi) postaé:

yi (%) = 1-Cy+(x — x1) Cot-(x — x:)2 Caf-(x — x)3 Co,
¥ (%) = 0-C1+1-Co 2 (x — %) C3+3 (x — x0)2 Cy,
—a y;’(x) = O'CLJFO‘CZ — 20 Cg — bag (x— xz') C4,
— ¥ (6) = 0:C1+0+Cp+0-Cy — 605 Cy.

Do macierzy utworzonej z funkeji wystepujacych w tym ukladzie podstawimy
warto§é zmiennej niezaleznej, odpowiadajaca lewemu kraticowi belki x = x5
otrzymujemy

1 0 0 0
0 1 0 0
[Fi (-xi)] - 0 0 —2u 0 ’
0 0 0 —Oo
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zatem macierz odwrotna do danej ma postaé

-1 0 0
0 1 0 0
. o o 1.
1.2) [Fi (e)] = e 0
0 0 0 !
B " 6o
Stad obliczamy macierz przgsta, ktora jest réwna
N (x — x1)2 (x — x)3”
1 x—x 200 6oy
. : X —x; (x — x4)2
.3y [F (0] = [F )IF; ! ()] = O 1 — T T g
H] 0 1 X — Xi
0 0 0 1 _

Dla skontrolowania wyniku podstawiamy x — x; (poniewaz musi by¢ [F} (x;)] =
= [ET} i otrzymujemy macierz jednostkowa. _

Gléwng macierz przesta [L;] otrzymujemy z poprzedniej dla x = x,,,. Pod-
stawiajac x,,, — x; = I; otrzymamy

- I -
1 l‘; I ““E - E
(1.4) L= )l = © as ________ 2 :[[0] [K—a]]‘ '
00 1 &
0 0 0 1.

Przyjeliémy tu dla macierzy drugiego stopnia tworzacych bloki oznaczenia naste-
Ppujace:

- 1 4 L |3k 17 6 0
(L.5) [Ki]’_‘[o 1}: [Qi]:'__ﬁ_ai[ﬁ 311], 01=1g ol

1.2. Macierz polaczenia. Rozpatrzymy teraz punkt, w ktérym facza sig przesta i
oraz i+1, przy czym dla kazdego z tych przesel dane jest réwnanie postaci (1.1).
‘WartoSci wektora {¥; (x:41)} beda na ogél przy przejéciu przez ten punkt zmieniaé
si¢ skokowo o pewien wektor {Si, 1}, (rys. 1):

(1.6) it Gan )= {¥i (x50} + {Sipe)-

‘Wektor skoku {S;_,} jest w tym przypadku liniowa funkcja lewostronnej wartosci
wektora {Y; (x;,,)} w punkcie x;,,:

o (S} = o] 09 Goy )+ fhih,
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gdzie [Giy1] jest pewna macierza utworzong ze statych, a {k;,,} pewnym stalym
wektorem. Korzystajac z réwnad (1.6) i (1.7) oraz przyjmujac dla uproszczenia
[E1 G5 4] = [4, 4], otrzymujemy

(1.8} {Yi+1 (xi+1)} = [4;14] [{P‘i (xi+1)}+ [£4] ({Yi (x)} — {Ps (xi)}] +{k‘z+'1}-

Charakier “
oddziatywania

e Sit |
Yivt Xiad) :i

Przejscie Przgjscie Przeficie
Helkg  wn — 4 ——s R e S
Rozpigtasé i—1 x; Razpighosc i o Ruzpiglode +1 x; ., Rozpiglodc (+2
) ra Podpara Podpora
{ewa podpora Fopo L - L - Prawa podpora
i i+1

Struklura ’ .
macreer iﬁmwna mac:em ?E ! przgﬁga | m‘;ﬁgﬁgm pPZiejSCra R gfggﬁg.a é 5 lﬁfo’wna mac:erzi

t ' i+ {+1 i+2

Rys. 1

Jeéli w szczegdlnodel zardwno rownanie réZniczkowe jak i warunek polaczenia sa
jednorodne, to w réwnaniu (1.7) mamy {k; ..} = 0. Ze zwiazku (1.8) otrzymamy
wtedy

1.9 (Tt Gy} = gy o] 12 (T2 G},

lloczyn macierzy [4s4 1) [L:] stanowi macierz polaczenia. Dla przypadku r przesel
z rownania (1:9) otrzymamy

(1.10) {Ya Kas 0} = [La] 1da] ... (L] [42] [Li} {¥1 (x1)}.

Podobny wzor otrzymamy z rownania (1.8), jesli albo jedno, albo wszystkie réwnania
rézniczkowe i warunki polaczenia sa niejednorodne. W ten sposdb dowiedliSmy,
Ze warto§ci y, ¥, ¥'', ..., Y™~ na prawym koficu n-tego przesta wyrazaja sig liniowo
za pomoca odpowiednich wartoéci na lewym koticu pierwszego przgsla.

1.3. Warunki brzegowe. Wezmy pod uwage m = [Hr liniowo niezaleznych wa-
runkéw brzegowych, z tego / na lewym koficu pierwszego przesta oraz r na pra-
wym koficu n-tego przgsta, tzn. w lewym {(resp. prawym) koficu belki okrelone
jest I (resp. r) sposréd wartofei funkeji y, ¥, 3", ..., ¥y ™~ w punkeie %1 (%540

Przy pomocy ! warunkéw na lewym koricu belki moina wyznaczyé ! sposrdd
stalych catkowania (poniewaz {p (x1)s ., "0 (1)} = {¥ (x1)}), albo tez I ich
kombinacji liniowych, Pozostale # statych catkowania wchodzi do rachunku wraz
z wektorem {¥7 (x1)} [wzér (1.8)]. Wyznacza sig¢ je na koiicu przy pomocy # warun-.

Rozprawy Inzynierskle — 11
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kéw brzegowych danych na krafcu n-tego przesta. W przypadku, gdy réwnania
rozniczkowe, warunki polaczenia oraz warunki brzegowe sg jednorodne uzyskuje
si¢ jedynie rozwigzanie trywialne y;(x) = 0. Jesli wewnatrz przesta na lewo od

podpory. x;,, oprocz danych juz tam m warunkoéw polaczenia dane jest jeszeze
s < r niezaleznych wartodci na {¥: (x;, )} ub {¥;, (x; +1)} lub tez ich liniowych
kombinacji, to pozwoli to na wyznaczenie 5 spoérdd # nie wyznaczonych do tego
miejsca stalych calkowania.

2. Obliczania statecznofei i drgan

2.1. Réwnanie statecznodci belld ma postaé
(V) |92 o S,
2.1) Yo Iy =ri(x), = . [em~2].
T

Dla réwnania tego wyznacza sie rozwiazanie ogdlne
yi (x) = 1:°C14-(x—x45) Ca-b-cos A (x—xq) Cy+sin A (x —xi) Cy

i oblicza sig funkcje y;, — o y; oraz —ayy; . Przeprowadzajac rachunki analo-
giczne do przeprowadzonych poprzednio w p. 1.1, otrzymujemy nastgpujaca macierz
przesta -

- cos i (x —x)—1 sinki{x—x) x—xi

1 x—= S; s S
Az sin A (x—xi)  cos Ai (x — x)—1
i o 1 s, 5
@2 [Ffe)] = —
0] 0 c08 A; (x — x3) ]/‘_Sf_sin'ilfi (x— x3)
0 0 ]/_ sin Ag (x—x1) cos A; (x — x3)
- & -

oraz glowna macierz przesta

- cos Ay fy—1 sin Al I~

1_ i Si A Si o ?f,
A sin Al cos e lj— 1

o 1 — - K] — K]

) S Si K] ———
(2.3) [L]= : _ — Sy .
' 0 0 cos A ]/gsin Aty {0] (K]

i
0 0 ']/.Eisin Al cos A; & o
—_ ai . —

Jegli przyjac nastépujacce 6i(naczenia

24 - cos Ay lp== ey, sin sy =su,
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to wyrdznione w gtéwnej macierzy przesta bloki beda mialy postad

L 4 ~ Cit i 0 o
(2.5) Kil=19 1|, K= ], [0] = [O 0] )
— Ai Sug Cig

2.2. Réwnanie rdzniczkowe drgan ma postaé

| . 2
(2.6) Ay =r(x), k= # [cm=4].
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Metodg analogiczng Jak w p. (1.1) 1 (2.1} obliczamy macierz przesta (oraz gléwna

macierz przesia):

N 1 [4:] [B:]
2.7) BN =l =gla2 it ] 14])
gdzie
Sii + S
Cii + i T
(4] = T
(2.8) ke (Sue—su)  Cu+ oy

4l =2 (1 — Ci i) ;

(coe—Cr)  sii— Su

51 a; k2 a ke
"9 18] = _ SsitSu cu—Cy |’
29) ag ki o ki
21+ Cy )
1B}l = W—

Przyjeto tu nastepujgce skrécone oznaczenia:

(2.10) i = COS§ kg Iz, Sig — sin k,; It‘, Cii == ¢h kfg I‘i, Sﬁi = gh k»,: lg-.

Analogicznie wyznacza si¢ macierze przgsta w wiclu innych zagadnieniach mecha-
niki, ktére sprowadzaja si¢ do liniowych réwnad réiniczkowych o stalych wspél-

czynnikach.

2.3. Macierz polaczenin. Wyznaczymy teraz macierze polaczenia dla dwu prak-

tycznie waznych przypadkéw:
1) belka poddana obciazeniu pionowemu (zginanie i drgama)
2) belka obciazona sita osiowa (statecznosé).

Przypadek 1. Macierz polgczenia przy obliczaniu zginania i drgad. Na rysunku 2
pokazany jest przykiad polaczania przgset w punkcie podparcia belki sprezyicie
obracajacy sig¢ podpora drgajaca jednoczednie pod wptywem masy skupionej, ktorej

sita bezwladnoSci wynosi

Ty = yimy w2
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Ugiecie i nachylenie stycznej sa w punkcie takiego polaczenia ciagle, a wigc w punkcie
X441 Ay '

Yigy1 = Vi y';+1 = y;,s
Q1) M, = Mi—Mi = Mi— gy v, |
Qz+1 = Qi+ Fiyy— Tim= Qi+(0€+1—mi+l w2} ¥;.
Wobec tego macierz polaczenia [4;,,] = [E]+[G4] jest postaci
1 O 0 0

o 1 0 0
(2.12) Mid=| 0 —c,, 1 O]
B 0 0 O

gdzie
Bipt = Copy — My @2 przy o2 =0.
Przypadek 2. Macierz polaczenia przy obliczanin statecznofci. JeSli przgsia
belki acza sie na podporze sprezystej (rys. 3) i belka jest obcigzona w tym punkcie
skupiong sita osiowa P; .y, to sily Fy 1 Py rozkiadaja sie w kiernnkach normal-

Xiet

7

Rozpighadt |

Rozpigtadt i+1

Rozpiglodt i-+1
| I,
”’1 /z
~N\ _ Sita pozioma
ki1
£

X

41

Rys. 2 Rys. 3

nym i styeznym, przy czym nalezy przyjmowad cosa & 1, sinam tga = y;.
Skladowa styczna sily sprezystodel ¢,y »i y; zostaje odrzucona jako mala wyZszego
rzedu. Wobec tego otrzymujemy nastepujace cziery warunki

Vipr =Vi»  Ves1 = Vis -
(2.13) My, = Ms— My = Mo— %5,
Q1= Qi+ Frp1+Pryy Vi = Ot Gy PPy i
Macierz przejécia -
[A'i—l-l] = [E]+[Gt+1]
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przyimuje postaé

1 0 10 0

o 1 i00

(214)‘ fi41] = O S T
—¢ipg P 10 L

Réwnania (2.12) i (2.14) zapisa¢ mozna prosciej przez wprowadzenie macierzy
blokowych. Otrzymamy

[E] [0]]
2.15 Aivi] = .
( ) [ 'l:+1] [[.Vi-!-_l] [E]
~ Wiszystkie wielkosci mechaniczne wystgpuja tu w jednym tylko bloku-macierzy
Vil

2.4. Warnnki brzegowe, Na koficach belki przyjmuje si¢ zawsze warunki, w ktorych
] —r=2. Czesto przyjmuje sig od samego poczatku, Ze dwic sposréd wielkosel
¥, ¥, M iQ sa zerami, na przyklad: y =10, y'=0 {utwierdzenie sziywne); y =0,
M =0 (przegub); y = 0, Q = 0 (utwierdzenie przesuwne w kierunku pionowym);
M =0, ¢ =0 (koniec swobodny).

W przypadku gdy na koficach belki znajduja si¢ podpory sprezyste, lub (przy
zginaniu podtuznym) poziome sity skupione, to przy pomocy 0dpow1edmch ma-
cierzy potaczenia mozna wprowadzi¢ przesto o numerze 0 lub #+1 i przyjaé dodat-
kowy warunek tak, zeby bylo M =0 1 @ = 0. Wobec tego W kazdym przypadku
dwie spoéréd statych catkowania sa od poczatku réwne zeru i do rachunkéw wchodza
tylko dwie pozostale. Jesli procz tego dane sa wewngtrzne warunki brzegowe to

. rozrézniamy dwa przypadki:

1) Na wewnetrznym koficu przesta dane sa dwa warunki, na przyklad y =20,
y' = 0 (sztywne utwierdzenie) lub y = 0, M = 0 (sztyway przegub). Wtedy moina
w to micjsce wstawié dwie dotychczas nie wykorzystane cate. Rachunek przerywa
sic; oznacza to, 7e linie ugiecia na prawo i na lewo od tego miejsca sa od siebie
niezalegne.

2) Na pewnym wewnetrznym krancu przesta nalozony jest tylko jeden warunek,
na przyklad y = 0 (sztywny przegub) albo y' =0 (utwierdzenie przemieszczajgce
sie). W tym przypadku jedna z dwu dotychezas nie wykorzystanych statych catkowa-
nia mozna wyrazié w postaci liniowej kombinacji pozostatych.

3. Omdwienie metody

Ogrommy rozwdj wspdlczesnych maszyn liczacych w wyrazny sposob Wyprzedza
obecnie rozwéj nowych, odpowiadajacych wspolczesnemu poziomowi techniki
rachunkowej metod mechaniki budowli. Pomigdzy wspdlezesng techniky rachun-
kowa a mechanika budowli wytworzyla si¢ duza dysproporcja. na nickorzysé tej
ostatniej.

Konieczne jest wszechstronne 1 szerokie opracowanie metod obliczania uktad6éw
statycznie niewyznaczalnych i uktadéw o charakterze plastycznym, metod opiera-
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jacych sig na rachunku macierzy, poniewaz zastosowanie macierzy pozwala najtat-
wiej 1 najprosciej zastosowaé osiagnigcia elektroniki w praktyce mechaniki budowli,

Takie postawienie zagadnienia jest tym bardzief aktualne, 7e zastosowanie rachun-
ku macierzy w zagadnieniach mechaniki budowli niesic ze soba caly szereg powaz-
nych korzydci, a mianowicie osiaga si¢ pelna automatyzacje pracochlonnych pro-
ceséw obliczeniowych, mozliwo$¢ uzyskiwania szerokiego wachlarza rozwiazan
nZynieryjno-technicznych, przeprowadzanic obliczeni przez personel o niskich
kwalifikacjach oraz rozwiazywanie systeméw o wysokim stopniu niewyznaczalnosci
statycznej, co z kolei daje istotne efekty techniczno-ekonomiczne.

W zwigzku z powyzszymi faktami w artykule wylozona zostala mechaniczna
interpretacja metody macierzowej dla uktadéw belek przy obliczaniu zginania,
stateczno$ci oraz drgad,
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Peziome

OBLUIME [TPYHTTATIBEL MEXAHWYIECKOW HHTEPTIPET ALY
MATPUYHOTO METOOA PACUYETA CTEPXKHEBBIX CHCTEM

B paBore dopMyIApyIoTC 00l UPHHIMIEL PACISTA CTCPKHEEBX CHOTeM E Oamox mpw mc-
HONB30BAHAK MATPHYHOTO MeToAa. PaccMatpusaeTcs H3rHG, yeTOMYHMBOCTE W XONeBaHA CHCTEMEL

TIpEmuskenasni METOR AAeT BOZMOKHOCT: NPAMGHCHHR COBPEMEREEIX METOOB pacEeTa LU
HACAONB30BAHUY 3TEKTPOHALIX CYCTHBIX MALUH.

Summary

GENERAL PRINCIPLES OF MECHANICAL MATRIX INTERPOLATION
BY THE METHOD OF BAR SYSTEMS

This paper contains general principles of computation of systerris composed of bars and beams
by means of the matrix method. The problems discussed are those of bending, stability and vibra-

tion of a system.
The method proposed enables the application of modern computation methods and electronic

compusers,






